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Einem von verschiedenen Seiten 
dargelesten Wunsche gemäss und an- 
lässlich der obwaltenden Weltlage hat 
S. M. der König Gustaf V beschlossen, 
dass die Einreichungsfrist für diejenigen 
Arbeiten, welehe zur Konkurrenz um 
den von $. M. gestifteten mathema- 
tischen Preis angemeldet werden, vom 
31. Oktober 1915 bis zum 3r. Oktober 
1916 hinausgeschoben wird. 

G. Mittag- Lefflev. 


Conformément au soubait exprimé 
de différents cótés et vu la situation 
générale actuelle, S. M. le Roi Gustave 
V a décidé que le délai fixé pour la 
remise des travaux qui sont présentés 
en vue de concourir pour le prix de 
mathématiques fondé par S. M. sera 
prolongé du 31 octobre 1915 au 31 
octobre 1916. 

G. Mittag- Lefflev. 
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Der Unterzeichnete Herausgeber 
dieser Zeitschrift erlaubt sich, den ge- 
lehrten Gesellschaften, mathematischen 
Vereinigungen und Gruppen, sowie den 
einzelnen Mathematikern in Deutsch- 
land, Dänemark, England, Finnland, 
Frankreich, Holland, Italien, Norwegen, 
Oesterreich, Portugal, Russland, 
Schweden, der Schweiz und in Ungarn 
seinen tiefgefühlten Dank auszusprechen 
für die Glückwünsche, mit denen sie 
ihn anlässlich seines 70. Geburtstages 
am 16. März dieses Jahres beehrt haben. 

Zugleich möchte ich meinen auf- 
richtigen Dank aussprechen für die 
freundlichen Beweise der Anerkennung, 
die diese Zeitschrift für ihre vergan- 
genen und noch zu erhoffenden Leis- 
tungen von allen Seiten gefunden hat. 
So weit es in meiner Macht steht, werde 
ich alles tun, um der Zeitschrift auch 
in Zukunft ihren streng wissenschaft- 
lichen, von jeder anderen Erwägung 
unabhängigen Charakter zu wahren, 
den sie sich seit ihrer Begründung zum 
obersten Grundsatz gemacht hat. 

Djursholm im April 1916. 


G. Mittag- Leffler. 


Acta mathematica. 40. Imprime le 7 juillet 1916 


Le soussigné, rédacteur en chef de 
cette revue, présente ici l’expression 
de sa profonde reconnaissance aux 
sociétés savantes, aux associations, aux 
groupes de mathematiciens et aux 
mathématiciens d’Allemagne, d’Angle- 
terre, d’Autriche, du Danemark, de 
Finlande, de France, de Hollande, de 
Hongrie, d’Italie, de Norvege, de Por- 
tugal, de Russie, de Suede et de Suisse 
qui ont bien voulu l’honorer de leurs 
vœux, à l’occasion du 70° anniversaire 
de sa naissance, le 16 mars dernier. 

Pour les appréciations favorables 
dont cette revue aussi, son passé et son 
avenir, ont été l’objet à cette occasion, 
je tiens à dire également toute ma 
gratitude. Je ferai tout ce qui dépendra 
de moi pour que la revue continue de 
remplir la tâche strictement scienti- 
fique, étrangère à toute autre préoccu- 
pation, qu'elle s'est proposée dès sa 
fondation. 

Djursholm, avril 1916. 


G. Mittag-Lejfler. 
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G. & S. MITTAG-LEFFLER 
TESTAMENT '%/ 1916. 


Auszug aus dem Testament, errichtet und unter 
, 
schrieben von 


G. MrirrAG-LrrrLER und SIGNE Mirrac- 
LEFFLER, geb. ar LINDFORS 
den 16. März 1916. 


Hiermit erklären wir, unter Änderung 
des zwischen uns am 6. Januar 1883 er- 
richteten Testamentes, dass unser letzter 
Wille ist, dass nach unserer beider Tod 
all unser zurückgelassenes Eigentum ei- 
ner Stiftung zufällt, die den Namen tra- 
gen soll: 


Mathematische Stiftung der Ehegatten 
Mittag-Leffler. 


Die Aufgabe der Stiftung soll sein, inner- 
halb der vier nordischen Länder Schwe- 
den, Dänemark, Finnland und Norwegen 
und besonders in Schweden für die Zu- 
kunft die Stellung aufrecht zu erhalten 
und weiter auszubauen, die die reine Ma- 
thematik in diesen Ländern jetzt ein- 
nimmt und dadurch zugleich dem Bei- 
trag dieser Länder zum höchsten Ge- 
dankenleben Achtung und gerechte Ein- 
schätzung ausserhalb der Grenzen des 
Nordens zu erwerben, 


Extrait du testament dressé et signé le 16 mars 
1916 par 
G. MirraG-LerFLER et SIGNE MITTAG- 
LEFFLER, née AF LINDFORS. 


Nous soussignés, modifiant le testa- 
ment mutuel dressé entre nous le 6 jan- 
1883, 
volonté, qui est de léguer tous nos biens, 


vier déclarons ici notre dernière 
pour lui revenir après notre mort à tous 
deux, à une fondation qui prendra le 


nom de: 


Institut mathématique des époux 
Mittag-Leffler. 

Cet institut aura pour täche de con- 
server aux mathematiques pures et de 
developper encore, dans les quatre pays 
scandinaves, Suede, Danemark, Finlande 
et Norvège, mais tout particulièrement 
en Suede, la position qu’elles y occupent 
aujourd’hui, comme aussi de faire con- 
naître et estimer à sa juste valeur, en 
dehors de leurs frontières, l’apport de 
ces pays dans la sphère la plus haute 
de la vie de l'esprit. 


IV 


Besonders wird bestimmt, dass bei der 
Lösung dieser Aufgabe keine Rücksichten 
über die oben angegebenen hinaus oder 
neben ihnen gelten dürfen. Hieraus folgt, 
dass niemand auf persönliche Freund- 
schaftsverhältnisse oder auf den Wunsch 
dem einen oder anderen in einer bedräng- 
ten Lage ökonomische Hilfe zu bringen 
Keine Rück- 


sicht darf auf praktische Bedürfnisse oder 


Rücksicht nehmen darf. 


Wünsche, auf Examensverhältnisse, poli- 
tische Meinungen oder Gesichtspunkte 
genommen werden, diein Bezug auf andere 
Wissenschaftszweige, als auf die reine Ma- 
thematik, geltend gemacht werden können. 


Die Stiftung hat ihre Aufgabe zu erfüllen: 


1.) Durch gewissenhafte Pflege, Auf- 
rechterhaltung und Weiterentwicklung 
meiner, G. Mittag-Lefflers, mathematischen 
Bibliothek mit allem, was dazu an Manu- 
skripten, Briefen, Portraits, Familien- 
sammlungen, Familienerinnerungen u. a. 
gehört. 

Die Bibliothek soll weiterhin 


grossen Steinvilla auf unserem Eigentum 


in der 


im Quartier 16, Midgärd, Djursholm, auf- 
bewahrt werden und darf keiner anderen 
Die Villa 
Bibliothekslokal erbaut und ein- 


Bibliothek einverleibt werden. 
ist als 
gerichtet und enthält daher mehrere Ar- 
beitsräume, die dazu bestimmt sind, dass 
Forscher in ungestörter Ruhe die Samm- 
lungen der Bibliothek benutzen können. 
Der kleinere Teil der Villa, der gegen- 
wärtig als Wohnung eingerichtet ist, soll 
nach unsrem Tode auch der Bibliothek 


zur Verfügung gestellt werden. 


Nous prescrivons expressément, dans 
l’accomplissement de cette täche, toute 
considération autre que celles qui vien- 
nent d'être indiquées. Il ne devra être 
tenu compte, par conséquent, ni des rela- 
tions personnelles d’amitié, ni du désir 
de prêter à qui que ce soit, dans des 
circonstances difficiles, un appui pécuni- 
aire. Il ne devra pas être tenu compte 
davantage de vœux ou de besoins pra- 
tiques, de questions d’examen, des opi- 
nions politiques, ou de considérations qui 
pourraient être tirées de sciences autres 


que les mathématiques pures. 


L'Institut s’acquittera de sa tâche: 


1.) En 
l'entretien et 


vouant des soins attentifs à 
à l'enrichissement de la 
bibliothèque mathématique du soussigné 
G. Mittag-Leffler, avec tout ce qui y 
appartient en fait de manuscrits, de port- 
raits, de collections de famille, de sou- 
venirs de famille et d'autres objets. 

La bibliothéque continuera d'étre dé- 
posée dans la grande villa de pierre, sise 
dans notre propriété du quartier N° 16, 
dit Midgàrd, à Djursholm, et ne devra 
étre incorporée à aucune autre collection 
de livres. La villa a été édifiée et amé- 
nagée en vue de servir de local à la 
bibliothéque et contient, à cet effet, plu- 
sieurs chambres de travail où les cher- 
cheurs pourront utiliser en toute tran- 
quillité les ressources de la bibliothéque. 

La partie peu considérable de la villa 
servant actuellement de logement sera, 
aprés notre mort, également affectée à la 
bibliothèque. 


Die Bibliothek soll allen Mathematikern 
zugänglich sein, aber um Missbrauch zu 
Erlaubnis 
der Direktion 
Stiftung. 
nicht ausgeliehen, sondern nur innerhalb 


verhindern erst nach durch 


den Vertreter oder den 


Vorstand der Bücher dürfen 


der Bibliothekslokale benutzt werden. 


2.) Durch Stipendien für Studien inner- 
halb oder ausserhalb des Landes für junge 
Männer und Frauen aus den oben ge- 
nannten vier Ländern, die wirkliche Be- 
gabung für Forschung und Entdeckungen 
innerhalb der reinen Mathematik zeigen. 


Ver- 
fassern aus diesen vier Ländern, die für 


Ausserdem sollen Arbeiten . von 
mehr als von gewöhnlicher Bedeutung 
angesehen werden, durch eine Goldme- 
daille von derselben Grösse und dem 
Goldgehalt, 


Nobeldenkmünze, ausgezeichnet werden, 


gleichen wie die kleinere 
sowie, solange die Möglichheit besteht, 
durch eine möglichst vollständige Serie 
der Acta Mathematica in gediegenen Bän- 
den, auf denen der Name des Ausgezeich- 


neten angegeben sein soll. 


3.) Durch Austeilung von Preisen für 
wirkliche Entdeckungen auf dem Gebiet 
der reinen Mathematik. Bei der Vertei- 
lung dieses Preises darf keine Rücksicht 
auf die Nationalität des Entdeckers ge- 
werden. 


nommen Er mag angehören 


welchem Land er will und dem Bürger 


v 


La bibliothéque sera ouverte à tous les 
des 
abus, sur autorisation du président du 


mathématiciens, mais, pour éviter 
comité directeur ou du directeur de l'In- 
stitut. 


emportés au dehors et ne devront étre 


Les livres ne pourront pas étre 
utilisés que dans les locaux de la biblio- 
théque. 

bourses, 


accordant des 


2.) En 


des etudes dans leur pays ou hors de 


pour 


leur pays, à des jeunes gens des deux 
sexes appartenant aux quatre pays sus- 
nommes et ayant fait preuve d’aptitudes 
reelles pour les recherches et les decou- 
vertes dans le domaine des mathématiques 
pures. 

En outre, les ouvrages d’une impor- 
tance jugée supérieure à la moyenne, 
ayant pour auteurs des ressortissants de 
ces quatre pays, pourront faire l’objet 
dune distinction, qui consistera en une 


médaille d’or, du même module et du 
même titre que la petite médaille Nobel 
et, tant que des exemplaires s’en trou- 
veront disponibles, en une série aussi 
complète que possible des Acta Mathe- 
matica, dont les volumes, munis d’une 
belle reliure, porteront le nom de l'auteur 


couronné. 


3.) En decernant des prix pour les 
découvertes réellement dignes de ce nom 
dans le domaine des mathématiques pures. 
Ces prix devront être donnés sans égard 
à la nationalité du lauréat. Celui-ci 
pourra appartenir à n'importe quel pays, 
et les ressortissants des quatre pays scan- 
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der oben genannten nordischen Länder 
darf hier kein Vortritt gelassen werden. 
Der Preis soll nur ausgeteilt werden, 
wenn eine solche Entdeckung vorliegt, 
die neue Gedanken von einer Tragweite 
enthält, dass man der Ansicht sein kann, 
die Wissenschaft nimmt von ihr aus- 
gehend eine neue Entwicklung. Als wün- 
schenswert muss jedoch gelten, dass die 
Preisausteilung wenigstens einmal inner- 
halb von 6 Jahren stattfindet. Der Preis 
soll dann aus einer künstlerisch ausge- 
führten, grösseren Goldmedaille bestehen, 
auf der der Name des Preisträgers ange- 
geben ist, sowie aus einer künstlerisch 
ausgeführten Adresse, in der der Grund 
der Preisausteilung wissenschaftlich mo- 
tiviert wird, ferner aus einer möglichst 
vollständigen Sammlung der Acta Mathe- 
matica, in schönen, soliden Bänden, auf 
denen der Name des Preisgekrönten an- 
gegeben ist. Der Preisträger wird ein- 
geladen, sich persönlich in Djursholm ein- 
zufinden und hier den Preis entgegen- 
zunehmen. Er erhält dabei eine für jeden 
besondern Fall passende Reisevergütung. 
Der Preis wird bei einer im Bibliotheks- 
schön Feierlichkeit 


saal angeordneten 


überreicht. 


4.) Wenn die jährlichen Einkommen 
der Stiftung den unten angegebenen Be- 
trag überschreiten, sollen ausser dem 
Vorstand noch andere bezahlte Ange- 
stellter eingesetzt werden, die den Auf- 
trag haben, eine rein wissenschaftliche 
Schriftsteller- und Lehrertätigkeit auf dem 


Gebiete der reinen Mathematik auszuüben. 


dinaves ne jouiront, sur ce point, d’au- 
eun privilège. Le prix ne devra être 
décerné que pour une découverte appor- 
tant des idées neuves d’une portée telle 
que la science en recoive une nouvelle 
impulsion. 1l est désirable, toutefois que 
le prix puisse étre décerné une fois au 
moins tous les six ans. Ce prix consis- 
tera en une médaille d'or grand module 
artistement exécutée, et en un diplóme 
d'un caractere également artistique, mo- 
tivant scientifiquement l'attribution du 
prix, enfin en une série aussi compléte 
que possible des Acta Mathematica, dont 
les volumes, munis d'une solide et belle 
reliure, porteront le nom du lauréat. 
Celui-ci sera invité à se rendre person- 
nellement.à Djursholm, afin d'y recevoir 
à cet effet, une 


le prix. ll toucbera, 


indemnité de voyage convenable, dont 
le montant sera fixé chaque fois. Le 
prix lui sera remis au cours d'une céré- 
monie solennelle organisée dans la grande 


salle de la bibliothéque. 


4.) Lorsque les revenus annuels de 
l'Institut dépasseront le montant ci-des- 
sous indiqué, il pourra être créé, outre 
le poste de directeur, d'autres emplois 
rétribués, dont les titulaires auront pour 
tâche d'exercer une activité de plume et 
d'enseignementexclusivement scientifique, 
dans le domaine des mathématiques pures, 


Ausserdem wird bestimmt: 


A. Die Direktion der Stiftung soll aus 
den schwedischen Mitgliedern der ersten 
Klasse (für reine Mathematik) der Kö- 
niglichen Akademie der Wissenschaften 
zu Stockholm sowie zu ihren Lebzeiten 
aus Professor Ivar Fredholm und Pro- 
fessor N. E. Nörlund bestehen. Mitglied 
der Direktion ist 
genannte Vorstand der Stiftung. Die Di- 


ausserdem der unten 


rektion kann sich auch für längere oder 
kürzere Zeit wirklich bedeutende, schwe- 
dische Mathematiker adjungieren, die ganz 
die Auffassung teilen, die für uns die 
leitende war, aber noch nicht der ersten 
Klasse der Wissenschaftsakademie ange- 
hören. Auch können solche Mathema- 
tiker aus den übrigen drei nordischen 


Ländern adjungiert werden. 


B. Sobald es geschehen kann, soll zum 
wissenschaftlichen Leiter und Vorstand 
der Stiftung ein Mathematiker von hohem 
Rang ernannt werden, der für eine solche 
Stellung am besten die Vorbedingungen 
zu erfüllen scheint und dessen Lebens- 
aufgabe ganz und gar ins Gebiet der 
wissenschaftlichen Forschung fällt sowie 
im übrigen in der Arbeit für die Durch- 
führung der Aufgabe der Stiftung be- 
steht. Er soll dann Ratgeber und Helfer 
für alle der Wissenschaft Befliessenen sein, 
die bei der Stiftung Studien zu betreiben 
wünschen. Dabei mag er, wenn es mit 
Vorteil geschehen kann, aber immer nur 
zu rein wissenschaftlichen Zwecken, vor 


VIL 


Aux dispositions qui précident, s'ajoutent 
les suivantes: 


A. Le Comité directeur de l'Institut 
se composera des membres suédois de la 
premiere classe (mathématiques pures) 
de l’Académie Royale des Sciences, ainsi 
que, pendant leur vie, de MM. les Pro- 
fesseurs Ivar Fredholm et N. E. Nórlund. 
Sera, en outre, de droit membre du Co- 
mité, le Directeur ci-dessous nommé. Le 
Comité pourra s'adjoindre aussi, pour une 
période plus ou moins longue, tel mathé- 
maticien suédois, réellement éminent, qui 
partagerait entiérement les idées qui nous 
ont dirigés mais n'appartiendrait pas en- 
core à la première classe de l'Académie 
des sciences.  Pourra également être 
adjoint au Comité un mathématicien ap- 
partenant à l'un des trois autres pays 
scandinaves et remplissant les mémes 


conditions. 


B. Dés que faire se pourra, il sera 
fait appel, pour occuper le poste de di- 
recteur scientifique et d'administrateur 
de lInstitut, à un mathématicien, d'un 
rang éminent, paraissant particuliérement 
qualifié pour cette charge, et dont l'ac- 
tivité devra s'exercer entiérement dans 
les limites de ses recherches scientifiques 
personnelles et tendre, en méme temps, 
au but poursuivi par l'Institut. Il devra, 
par suite, assister de ses conseils tous 
ceux qui voudront se livrer à des études 
scientifiques à l'Institut. I] devra égale- 
ment, lorsqu'il y aura avantage à le faire, 
mais toujours dans un but exclusivement 
scientifique, faire des cours pour un nom- 
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einer kleineren Zahl wirklich Begabter 
und Interessierter Vorlesungen halten. 
Seine Gehaltsverhältnisse sollen so ge- 
regelt werden, dass er eine wirtschaftlich 
günstigere Stellung als irgend ein Lehrer 
der Mathematik an den Hochschulen der 
vier Länder einnimmt. Er soll in Djurs- 
holm in méglichster Nähe des Bibliothek- 
hauses wohnen. Bevor nicht eine eigene 
Wohnung für ihn eingerichtet werden 
Wir 
hoffen, dass Seine Majestät Der König, 


kann, erhält er die Miete ersetzt. 


nach Vorschlag der Direktion, ihn zu er- 


nennen geruhen wird. 





E. Mindestens alle 6 Jahre begeht die 
Die Ma- 
thematiker der vier nordischen Länder 


Stiftung ihre besondere Feier. 


werden persönlich eingeladen, daran teil- 
zunehmen. Wir wagen darauf zu rech- 
nen, dass sie alle, in Anbetracht der Be- 
deutung der Stiftung für diese Länder, 
dieser Einladung Folge leisten werden, 
falls nicht unüberwindliche Hindernisse 
vorliegen. 

Es wäre wünschenswert, dass man den 
Tag der Feier so wählen würde, dass er 
mit einem der Tage der Zusammenkunft 
des Mathematikerkongresses der vier nor- 
dischen Länder in Stockholm zusammen- 
fällt. 
schaft über die Tätigkeit der Stiftung 


Am Tag der Feier wird Rechen- 


seit der letzten Feier abgelegt. Die Feier 
wird unter schönen und feierlichen For- 


men begangen, so dass die hohe Aufgabe 


bre limité d’auditeurs réellement doués 
et prenant un vivant intérêt à ses leçons. 

Au point de vue matériel, il devra lui 
être fait une situation plus avantageuse 
que celle d’aucun professeur de mathé- 
matiques dans l’une des Universités des 
quatre pays scandinaves. Il devra être 
domicilié à Djursholm et, si possible, dans 
le voisinage immédiat de la bibliothèque. 
Une indemnité de logement lui sera al- 
louée aussi longtemps qu'une habitation 
spéciale ne pourra pas étre aménagée à 
son usage. Sa nomination aura lieu, sur 
présentation du Comité directeur, par 
Sa Majesté le. Roi, si, comme nous osons 


l'espérer, Sa Majesté daigne y consentir. 


E. Tous les six ans au moins, l'Insti- 
Les 


mathématiciens des quatre pays scandi- 


tut célèbrera sa séance solennelle. 


naves recevront une invitation person- 
nelle à y assister. Nous osons croire que, 
eu égard à l'importance de l'Institut pour 
ces pays, et à moins d'empéchement ma- 
jeur, tous tiendront à se rendre à cette 


invitation. 


Il serait désirable que le jour de la 
cérémonie füt choisi de maniére à coin- 
cider avec la date de la réunion à Stock- 
des 


A cette occasion, il 


holm du congres mathématiciens 


scandinaves. sera 
donné communication d'un rapport sur 
l’activité de l’Institut depuis la précé- 
solennelle. La cérémonie 


dente séance 


devra revétir un caractere de solennité 


qui mette en pleine lumiére la mission 


der mathematischen Wissenschaft und 
zugleich auch das Ziel, das der Tätigkeit 
der Stiftung gesteckt ist, in klares Licht 
tritt. 

Zuletzt möchte ich, G. Mittag-Leffler, 
noch erwähnt haben, dass das Vorbild, 
dessen Grundzüge mir für meine und 
meiner Frau Stiftung vorgeschwebt hat, 
das Institut Pasteur in Paris ist. Dieses 
Institut scheint mir besser als irgend eine 
Universität oder Akademie der Neuzeit 
die Aufgabe gelöst zu haben, ganz und 
ausschliesslich ein Sitz wissenschaftlicher 
Die Universität hat 


ihrer 


Forschung zu sein. 
überall 


Tätigkeit eine andere, nämlich Lehrer 


neben wissenschaftlichen 
oder Beamte auszubilden und diese ver- 
hohem Grade 
Die Akade- 
mien wiederum, die früher am besten 


schiebt dann oft und in 
die rein wissenschaftliche. 


von allen die rein wissenschaftliche Auf- 
gabe erfüllten, leiden darunter, dass ihre 
Mitglieder in der Regel ihre eigentliche 
Tätigkeit ausserhalb der Akademie aus- 
üben und auch, wenn das ausnahmsweise 
nicht der Fall ist, darunter, dass der 
Ansporn zu stets lebendiger, wissenschaft- 
licher Forschung fehlt, der der Verpflich- 
tung andere Forscher anzuleiten und zu 
stützen so wesentlich innewohnt. Unsere 
Stiftung ist nicht an einen Arbeitsplatz 
gebunden, an dem Experimental-Unter- 
suchungen betrieben werden können, aber 
statt dessen, entsprechend den Bedürf- 
nissen der reinen Mathematik, an eine 
sehr reichhaltige Fachbibliothek. 

Bei gutem Willen bietet unser Land 
genügend Möglichkeit naturwissenschaft- 
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élevée des sciences mathématiques ainsi 
que le but assigné à l’activité de l'In- 
stitut. 


En terminant, je soussigné, G. Mittag- 
Leffler, tiens à déclarer que le modèle 
que j'ai eu devant les yeux, pour l’In- 
stitut fondé par ma femme et par moi, 
l Institut Pasteur 


qu'aucune université et qu'aucune aca- 


est à Paris. Mieux 


démie actuelle, en effet, cet Institut me 
parait avoir rempli la mission d'un étab- 


^ 


lissement appelé à étre exclusivement un 


Les 


universités ont partout, à cóté de leur 


foyer de recherches scientifiques. 


táche scientifique, celle — qui nuit sou- 
vent et singuliérement à la premiére — 
de former des maîtres et des fonction- 


naires. Quant aux académies, qui ré- 
pondaient le mieux jadis aux exigences 
purement scientifiques, elles souffrent de 
deux inconvénients: d'une part, l'activité 
propre de leurs membres s'exerce, en gé- 
néral, hors de leur sein, et d'autre part, 
méme dans les cas exceptionnels où il 
en est autrement, il leur manque le sti- 
mulant que le savant trouve, pour ses 
investigations, dans l'obligation de guider 
Notre 


Institut n'est pas rattaché à un établisse- 


ou d'assister d'autres chercheurs. 


ment oü des recherches expérimentales 


pourraient étre poursuivies, mais par 
contre, — ce qui est conforme aux be- 
soins des mathémathiques pures — à 


une bibliothéque spéciale d'une grande 
richesse. 
Avec de la bonne volonté, on trouvera 


dans notre pays de suffisantes possibili- 
II 
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liche Institute nach dem Plan einzurichten, 
der unserer Stiftung zu Grunde liegt. Für 
reine Mathematik, für ihre Bedeutung 
und Aufgabe besteht, ausser bei Fach- 
männern, wenig Verständnis und ich, G. 
Mittag-Leffler, habe daher immer danach 
gestrebt, eine Stiftung zustande zu brin- 
gen wie die, die wir durch dieses Testa- 
ment ins Leben gerufen zu haben hoffen. 
Unser Testament ist aus der lebendigen 
Überzeugung heraus entstanden, dass 
ein Volk, das das mathematische Denken 
nicht hochschätzt, nie die höchsten Kul- 
turaufgaben erfüllen und jenes Ansehen 
unter den Völkern geniessen kann, das 
auf die Dauer auch wirksam dazu bei- 
trägt, seine Stellung nach aussen hin auf- 
recht zu erhalten und sein Recht ein 
eigenes Leben zu leben zu behaupten. 





Schliesslich folgen Vorschriften darüber, 
dass die Stiftung unmittelbar nach dem 
Tode G. Mittag-Lefflers in Wirksamkeit 
tritt, unter gewissen Vorbehalten für 
Frau Signe Mittag-Leffler während ihrer 
Lebenszeit, ausserdem Bestimmungen 
über die Verwaltung des Vermögens, 
kleinere Lebensrenten und andere Unter- 


stützungen. 


tes pour la création et l’organisation d’in- 
stituts pour les sciences naturelles, tan- 
dis que bien peu de gens, en dehors des 
spécialistes, comprennent l’importance et 
la mission des mathématiques pures. C’est 
la raison pour laquelle le soussigne, G. 
Mittag-Leffler, a toujours desire pouvoir 
fonder un institut comme celui que nous 
espérons avoir établi par ce testament. 

Notre testament doit son origine à la 
vivante conviction qu’un peuple qui n’ac- 
corde pas aux mathématiques un rang 
élevé dans son estime, ne sera jamais en 
état de remplir les plus hautes tâches 
civilisatrices et de jouir, pair suite, de 
la considération internationale qui, elle 
aussi, constitue à la longue un moyen 
efficace de conserver notre situation dans 
le monde et de sauvegarder notre droit 
à vivre notre propre vie. 





Le testament contient finalement des 
prescriptions en vertu desquelles l'Insti- 
tut doit entrer en activité dès la mort 
de G. Mittag-Leffler, sous réserve de cer- 
tains avantages dont la jouissance via- 
gère est assurée à Madame Signe Mittag- 
Leffler, et, de plus, des dispositions re- 
latives à l'administration des biens, à 
quelques petites rentes viagères et autres 


allocations. 


INTEGRATION DER DIFFERENTIALGLEICHUNG 


AL 19 


AUF GESCHLOSSENEN FLACHEN. 


Methode der unendlichvielen Variabeln. 
VON 
LEON LICHTENSTEIN 


in BERLIN. 


Es se T eine beliebige geschlossene, singularitätenfreie, analytische Fläche. 
In der Theorie der automorphen Funktionen spielt bekanntlich die folgende 
Aufgabe eine Rolle. Es ist eine auf T, ausser in einer endlichen Anzahl vor- 
gegebener Punkte, nebst ihren partiellen Ableitungen erster und zweiter Ord- 
nung stetige Lösung der Differentialgleichung 4,u — ke“ zu bestimmen, die in 
jenen Ausnahmepunkten vorgeschriebene logarithmische Unstetigkeiten hat. Un- 
ter 4,u wird der zweite BELTRAMT'sche Differentialparameter der Fläche, unter k 
eine auf 7 erklärte positive, nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung 
stetige Funktion verstanden. Man kann übrigens der Betrachtung eine zu einer 
beliebigen algebraischen Funktion gehörige Riemanx'sche Fläche zugrunde legen. 
Alsdann lautet die Differentialgleichung einfacher /u — ke"; der gesuchten Lösung 
sind dann auch in den unendlich fernen Punkten bestimmte logarithmische Un- 
stetigkeiten vorzuschreiben. In der zuletzt genannten Form ist denn auch diese 
Aufgabe im Jahre 1890 von Herrn H. A. Scuwarz gestellt worden.! 

In seinen berühmten Abhandlungen über die Methode der successiven 
Approximationen hat sieh Herr Picarp als erster mit diesem Gegenstande be- 

! Góttinger Nachrichten, 1890, S. 216. 
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schäftigt.! Herr Picarp löst das erste Randwertproblem der Differential- 
gleichung /u — ke" für hinreichend kleine Gebiete durch sukzessive Approxima- 
tionen, geht dann zu beliebigen Gebieten nach dem alternierenden Verfahren 
über, um endlich durch gürtelfórmige Verschmelzung zu geschlossenen Flächen 
zu gelangen. Die Verhältnisse liegen hierbei wesentlich anders als in den klas- 
sischen Fällen des Herrn H. A. SCHWARZ, so dass bei der Durchführung der 
Methode besondere Hilfsmittel angewandt werden mussten. 

Es seien (x,,%;),...(%m, Ym) beliebige im Endlichen gelegene Punkte der 
m,-blättrigen Rıemann’schen Fläche #. Es wird der Einfachheit halber voraus- 
gesetzt, dass weder die Punkte (x;, y;), noch die unendlich fernen Punkte von 
F zugleich Windungspunkte sind. 

Herr Picarp bestimmt diejenige in F, ausser in den Punkten (x;, y; und 
den unendlich fernen Punkten, nebst ihren partiellen Ableitungen erster und 
zweiter Ordnung stetige Lösung der Differentialgleichung Zu — ke“, die sich in 


(23, yi) wie 
a: log R; + beschränkte Funktion, R= (x —;) + (y—yi)®, & >—2, 


in den unendlich fernen Punkten wie 
—0;log À + beschränkte Funktion, A?—23?--y?* d;>2 
verhält. Es wird dabei 
> a; + D'di< o 


vorausgesetzt. 

Ein anderes, von den alternierenden Methoden unabhängiges Verfahren ist 
später von Poincaré unter Zugrundelegung einer geschlossenen Fläche im Raume 
angegeben worden.” Poincaré führt überdies singuläre Punkte (p;, g;) ein, in 


deren Umgebung die gesuchte Lösung sich wie 


2 


— 2 log r,— 2 log [log r;| + beschränkte Funktion, 7° = (p—p;) + (¢—q;)° 


1 Vel. ES Picarn, Mémoire sur la théorie des équations aux dérivées partielles et la méthode des 
approximations successives, Journal de Math. 1890, S. 145—210, Sur l'application des méthodes 
d'approrimations successives à l'étude de certaines équations différentielles, Journal de Math. 1893, 
S. 217—271 sowie namentlich die beiden Arbeiten, Sur l'équation du = et, Journal de Math. 
1898, S. 313—316, De l'intégration de l'équation Ju = cu sur une surface de R1EMANX fermée, Journal 
für Math. 1905, S. 243—258. 

* Vel. H. Poincaré, Les fonctions fuchsiennes et l'équation Ju = et, Journal de Math. 1898, 


S. 137—230. 


Integration der Differentialgleichung /, u — ke“ auf geschlossenen Flächen. 3 


verhält. Diesen singulären Punkten kommt bei der Anwendung auf auto- 
morphe Funktionen eine besondere Bedeutung zu. Sie sind, wie es scheint, der 
Pıcarp’schen Methode nicht zugänglich. 

In der vorliegenden Abhandlung wird die Aufgabe auf ein Problem 
der Variationsrechnung zurückgeführt und unter Benutzung des in einer vor 
kurzem erschienenen Arbeit! dargelegten, auf dem Gebrauch der unendlichvielen 
Variabeln beruhenden Gedankenganges erledigt. Wir legen unseren Betrach- 
tungen eine geschlossene Fläche im Raume und logarithmische Unstetigkeiten 
sowohl des Pıcarp’schen als auch des PorwcaRÉ'schen Typus zugrunde. Am 
Schluss werden die Modifikationen, welche die Benutzung einer ebenen RıE- 
MANN’schen Fläche bedingt, kurz besprochen. Der Existenzbeweis gelingt, was 
an dieser Stelle besonders hervorgehoben werden mag, ohne dass man genötigt 
ist, zu den schärferen Hilfsmitteln der neueren Analysis, wie dem LEeBESGUE’schen 
Integralbegriff, dem FıscHEr—Rıxsz’schen Satze u. s. w. Zuflucht zu nehmen. 
Auch von dem Auswahlprinzip wird kein Gebrauch gemacht.? 


$ ı. Problemstellung. 


Es sei 7 eine beliebige analytische, singularitätenfreie, geschlossene Fläche, 
deren Punkte auf irgendein System isothermischer Gauss’scher Parameter p und 
q bezogen sind. Das Linienelement der Fläche sei 


(1) ds’=o(dp? + dq’). 


Die beiden Bezrramischen Differentialparameter der Fläche sind alsdann 
du\? A u\? Du 72 

I6 | in rm , Ai == kr f = © 
op! | Mq 2 od p Os 


! Vgl. L. Licarexsreix, Uber einige Existenzprobleme der Variationsrechnung. Methode der 
unendlichvielen Variabeln, Journal für Math., B. 145, 1914, S. 24—85. 

* Die Ergebnisse dieser Arbeit habe ich in der Note, Integration de l'équation 4;w = kcu 
sur une surface fermée, Comptes rendus, B. 157, 1913, S. 1508—1511 zusammengefasst. 

° In bekannter Weise hat man sich hierbei die Fläche 7 in eine endliche Anzahl über 
einandergreifender, einfach zusammenhängender Flächenstücke T;, T,,.... T; geteilt zu denken. 


(2) EI 


iS ln 


Bildet man 7;{i=1,...l) einzeln auf einen Teil einer Ebene konform ab, so erhält man / 
Systeme isothermischer Parameter, die zusammengenommen unser System (p,q) darstellen 
Den Punkten, die mehreren Teilgebieten zugleich angehóren, entsprechen mehrere Wertepaare 
(p,q). Welcher dieser Wertepaare der Betrachtung zugrunde gelegt wird, ist wegen der be- 
kannten Invarianzeigenschaften der Berrrami’schen Differentialparameter gleichgültig. 


4 Leon Lichtenstein. 


Es seien (pi, gi) (6 — 1,... m), (»;, g)(i=1,...m"') beliebig vorgegebene Punkte 
der Fläche, k(p,q) eine positive, nebst ihren partiellen Ableitungen erster und 
zweiter Ordnung stetige Funktion: 


(3) k(p, qg)  k, 70. 


Wir stellen uns die Aufgabe, diejenige auf T', ausser in den Punkten (pi, qi), 
(p;, g;), nebst ihren partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetige Lösung 


u(p, q) der Differentialgleichung 


(4) TITRE 


zu bestimmen, die sich in der Umgebung jener Punkte entsprechend wie 


(5) logr “1 =(p— pi)? rl), 7, 

(6) — 2 log r,— 2 logJlog r;|, r°=(p—p;} + (g— g;)” 

verhält. Die entsprechend in der Umgebung der Punkte (p;, qi), (p;, g:) erklärten 
Ausdrücke 

(7) u—cilogri, u + 2 log r; + 2 log |log r:| 


sollen beschränkt sein. Es wird endlich 


18 1... 

o Y 

(8) d'a —2m «o 
i 

vorausgesetzt. 


$ 2. Hilfssätze und vorbereitende Betrachtungen. 

Es sei r der Flächeninhalt des Gebietes 7 und @(p,, %; p, q) diejenige, 
ausser im Punkte (p,, q,), nebst ihren partiellen. Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung stetige Lösung der Differentialgleichung 
(9) 4,6= 7» 


die sich in der Umgebung des Punktes (p,, q,) wie 


(10) = log [(p— po)? + (q— q)°] + stetige Funktion 


or 
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verhält und überdies der Beziehung 


(11) | | G(p, Qos p, q) dw=o 
A 
genügt, unter dw das Flächenelement verstanden. 
Bekanntlich ist 


(12) GONG) Dig Gp qe ps qu. 


Es sei A(p,g) eine auf T, ausser in den Punkten (p;, qi), (pi, qi), nebst ihren 
partiellen Ableitungen erster Ordnung stetige Funktion, die sich in der Umgebung 
jener Punkte entsprechend wie 


rHy(p,q), 1; og v;|-? 7; (p. 9), 


unter 7;, 7; beschränkte Funktionen verstanden, verhält. Betrachten wir das 
Doppelintegral 


(13) up: Go) — — = | | G (Po, Gos P. Q) h(p, q)d o. 


T 


Nach bekannten Sätzen ist u(p,, q,) eine auf 7’, ausser höchstens in den Punkten 
(pi, gi), stetige Funktion. Ausser höchstens in den Punkten (p;, qi) und (p/, qi’), 
hat u(p,, q,) auf T stetige Ableitungen erster und zweiter Ordnung. Es sei 
(Po, 9%) irgendein von diesen Punkten verschiedener Punkt der Fläche. Wir 
beschreiben auf 7 eine geschlossene, doppelpunktlose, stetig gekrümmte Kurve 
Cx; so dass durch diese (p,, g,) von den vorhin ausgeschlossenen Punkten getrennt 
wird. Dasjenige der beiden Gebiete, in die 7 durch C, geteilt wird, welches 
(Py, 9%) enthält, sei mit T bezeichnet. In T, kann man, sofern, was wir vor- 
aussetzen wollen, C, hinreichend nahe an (p,, q,) liegt, 


2 Y I YI 2 9 9 
G (py, Go p. q) =G (p, q; Po» Go) > log T SE G (p, q; Do: Go); — (DEDE = (ag): 
0 


setzen. G'(p,q; p,,q,) verhält sich, als Funktion von (p,, 9.) betrachtet, für 
alle (p, q), (Po, 9) in Ty und auf C, regulär und genügt der Differentialgleichung 
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Es ist nun 


u) — ;. | | ^». 9) log S EE. | | € (Po qi 7, (5, do — 


T. 1s 


E | | G (Po; Gos p Dh(p, q) do — u, + Us + Us. 


T_T, 


Nach bekannten Sätzen der Theorie des logarithmischen Potentials ist im 


Punkte (p,, q,) zunächst 
4,u, — h(p,, Go). 


Man findet ferner 


AI, U, = — : | [rw q)dc 
s 


und den bekannten Sätzen der Theorie uneigentlicher Integrale gemäss 
tff 
AU = — 2 | | hip, q)do, 


somit 
(14) e EO ede uas yrs : [Jo q)d«. 
"s 


Ist insbesondere 


| [ ^t». qg)duw — o0, 
vA 


so erhalt man einfacher 
A, ww = pos Yo)- 


Es sei q; (p,q) (i = 1, 2,...) das normierte, orthogonale System derjenigen Lösungen 


der Differentialgleichung 


(15) A;u EAU —0, 


die auf 7 sich nebst ihren partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung 





- 
4 
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stetig verhalten und von einer Konstanten verschieden sind; 4; sei der zu p;(p, q) 
gehörige Wert des Parameters 4. Es ist, wie man leicht findet, 


a) 


" hi ' °F 
(6) A), || G (Pos 95 Ps d) fi (p, 9) do», || pi(p; 9) do — o. 
J 


T. 
Nach bekannten Sätzen sind alle 4; positiv. Die unendliche Reihe 
]..co 
N T: 


(17) = }; 


i 


konvergiert. Die unendliche Reihe 
(18) 


konvergiert unbedingt und gleichmässig. Jede in der Form 
fag)or cs: | | Fe qi p, 9) 9(p, 9) do = f(p, 9). 


we 


T 


unter g(p,q) eine auf T stetige Funktion verstanden, darstellbare Funktion 
f(p,q) lässt sich in eine unbedingt und gleichmässig konvergierende Reihe 


(20) I (Pos do) = » Pi (Pos Go) | | ftp, 9) qi(p, q) du 


i ve 


T 


entwickeln. Diese Entwicklung gilt wie die Darstellung (19) für alle nebst ihren 
partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung auf 7 stetigen, der Beziehung 


(21) [J Hr. 9) de =o 
T 


genügenden Funktionen. Ist die Beziehung (2r) nicht erfüllt, so ist 


ppp 1..0 nr * 
(22) T (p, ge) =: | | f (p. q) do sls > fq) | | f(p,q) qitp, q) dw 
E i 7l 
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oder, 
I 
(23) RP.) —3 
gesetzt, 
Me De 
(24) (py. Go) = À Pi (Po; D) | | ft. a) qi(p, q) do. 
i Tr 

Endlich ist 

, 1..0 = | Aye 2 
(25) | | 1, [de = > «| | {(p, 9) qi(p, q) «| : 

A i 2 


Die Formel (25) lässt sich leicht aus der für jedes Paar auf T' stetiger Funktionen 


f und g gültigen Beziehung 


(26) | || boum = 2 [| j on [| do us P. fi j sedo. || E quidc 


7: 7: 7" 7 "m 


ableiten. In der Tat ist nach (26) 


E LEUR abi || VN mde us s J | it II 1,fdw— 5 [| todo | | À 1,{qidu. 


T T 7 p Te n 


Nun ist aber 


| (4. fdw=o, | | Linde = | find «| | Iaido. 


T T. 1 
daher wie behauptet 
f [412«- € ) al J Ind) 
J 
Die Gleichung (26) gilt noch, wenn f und g in einer endlichen Anzahl von 
Punkten unstetig sind, sofern nur die Doppelintegrale | Pao. [fe dw exi- 


m T 
stieren. Desgleichen gilt (25), wenn f auf 7 stetig ist, während die partiellen 
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Ableitungen erster und zweiter Ordnung von f in einer endlichen Anzahl von 


9 


Punkten unstetig sind, sofern | | Aide existiert. 


v v 


7 

Der Beweis lässt sich ohne Schwierigkeit erbringen, indem man f, g, f durch 
geeignete singularitätenfreie Funktionen approximiert und die Formeln (25), (26) 
anwendet. Diese Formeln gelten übrigens unter beträchtlich allgemeineren Vor- 
aussetzungen. Doch genügen für unsere Zwecke die soeben betrachteten Spezial- 
fälle vollständig. 


$ 3. Hilfssätze und vorbereitende Betrachtungen (Fortsetzung). 
Es sei 7, > 1 so gross gewählt, dass den Kreisen in der Ebene (p, 9) 


(p — pi}? + (g — gli)? = = (Gere) 
10 
auf T geschlossene, einander nicht treffende Kurven 7'; entsprechen. Die von 
diesen begrenzten kreisförmigen Gebiete mögen 9; (i=1,... m!) heissen. Es sei 
w,(p, g) irgendeine auf 7’, ausser in den Punkten (p';, gi), nebst ihren partiellen 
Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetige Funktion, die in 9; (i=1,... m!) 
den Wert 


(27) w, = — log log : 


hat. Wie die unmittelbare Ausrechnung zeigt, ist in ©; 


CT Jw I I 
I Le ; A, Wy — 


(28) d p* dq? rg (log EAT 


Man findet ferner 


» 


(29) | | A,w,do= o. 


T 
Es ist nämlich 


(30) fard - 2 + [| ; 


P i c 


Ta 0. 
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Nach (27) ist 








27 
(ie x | 020, pb I 2 21. m! 
I 1,w, dw = | ds — — | -— d0 = — . 
(2) Jl Qu 2 an À 108% 70 log 7 
P— 0; D; 0 
1 
Aus (28) folgt ferner 
1 
70 270 . , d 1 
"t ' r;dri;dq I 0 I 
(32) A, wy do | | Du eT p| —5—2z-———- 
S 2 r'? (log r';)® log 7's Jo es 
‘0; 00 og - 


Aus (30), (31) und (32) folgt endlich in der Tat die Beziehung (29). Es sei 
3(p,g) eine auf T, ausser in den Punkten (p;, qi), (pi, gi). nebst ihren partiellen 
Ableitungen erster Ordnung stetige positive Funktion. In den Gebieten 6; 
setzen wir 


EM 
or (log r';)® 


(33) B(p, q) 


In der Umgebung der übrigen singulären Punkte sollen die Ungleichheits- 


beziehungen 
(34) 0 URB rahe, 


unter / und 4" im übrigen beliebige feste Zahlwerte verstanden, bestehen. 
Endlich soll 


in 1..m 
(35) | | Bd — 2 I- > a; + 2 | 


JJ i 


T 


(36) P(p,9)=8B(p; 9) —2 42 Wy. 
In ©; (i=1,..m!') ist offenbar 

(37) Alm q) — o. 
Sodann ist 


(38) [ | ado an | {edo aff 1,w, do = | [jd — 2a [- t zm]. 


T T 1 
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Wir setzen jetzt 


l..m l.. 
(39)  v(pgqg-——3XeiG(p.ai p, d) + 2 D Gp, q'is pq) + 
FAR 
20: (D: 0) Le | | G(p.q; p.q) B. (p, q) do. 
J 
Das Doppelintegral 
(40) T== = | [ 6. p.q) (p, q) do 


we 


T 


ist auf 7 stetig und hat, ausser etwa in den Punkten (pi, q;), stetige Ableitungen 


: à uh Pl 
erster und zweiter Ordnung. In den ausgeschlossenen Punkten werden © Sg 
( p ( q 
höchstens wie ——, (0o<e<1) unendlich. Den Betrachtungen des $2 zufolge ist 
"i 
1 LEN 271 E 
— 2 / Ho My Se eh ETE, R > M 
(41) hal BR : | | B, d — B, : | pact + zm]. 


Die Funktion v(p,g) ist in T, ausser in den Punkten (pi, qi), (pi, qi), nebst 
ihren partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetig. 

In diesen Punkten verhält sich v(p,q) wie die gesuchte Lösung u(p,g). End- 
lich ist 


1..7n 


1..mn n 
27 sem 2 
(42) TRUE 3 > a + e 2 2/00 o> nn x I- E a; 2 m |- à. 
i 


$ 4. Zurückführung auf ein Problem der Variationsrechnung und Bestimmung 
einer ausgezeichneten Folge von Vergleichsfunktionen. 


Wir setzen, unter w(p,q) wie in $ 1 die gesuchte Lösung der Differential- 


gleichung (4) verstanden, 
(43) u=v+U 
und erhalten 


(44) A,U 4 B—ke"eU = Kel, 
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Die Funktion K ist auf 7, ausser etwa in den Punkten (y, qi), (pi, q's), 
positiv und nebst ihren Ableitungen erster Ordnung stetig. 
In diesen Punkten verhält sich K entsprechend wie 


ri D. 9), 77? (log ri)? 74 (p, 9); 


unter 7; und 7; positive beschränkte Funktionen verstanden. 
In einer gewissen Umgebung eines jeden der Punkte (pi. qi), (pi, gi) gelten 
mithin die Ungleichheitsbeziehungen 


0< 19) « K (p,q) 7 ? « A9 em); 
(45) 2 : 
APE 0) Talons) MON erm 


unter 4°), 49 positive Konstante verstanden. 
Aus (33), (34), (35) und (45) ergibt sich die für das folgende wesentliche 
Ungleichheit 


(46) o« 49 « = < 19. 


Sie gilt für alle nicht singulären Punkte auf 7; 4° und 4 sind positive 
Konstante. 

Auf dieselbe Differentialgleichung (44) führt, zunächst rein formell be- 
trachtet, das folgende Variationsproblem. Unter allen auf T beschränkten, mit 
etwaiger Ausnahme der Punkte (pi, qi), (pi, qi), nebst ihren Ableitungen erster und 
zweiter Ordnung stetigen Funktionen U(p,g), deren DiricHLET'sches Integral 


| | 1, Udw existiert, diejenige zu bestimmen, die das Integral 


(47) 1= |) [4,U — 28 U t 2 K eU]do 
I: 
zum Minimum macht. 

Man überzeugt sich zunächst leicht, dass die Werte des Integrals /, wenn 
wir für U alle möglichen auf T nebst ihren partiellen Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung stetigen Funktionen einsetzen, eine endliche untere Grenze d haben. 
In der Tat ist, unter a einen positiven Zahlwert verstanden, wie eine elementare 
Minimumsbetrachtung lehrt, 


(48) Min [eU — a U] — a (x — log a), 


u 
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daher, ausser in den Punkten (pi, qi), (pi, qi), 


p. a 
dU m 5 KR: Ce es 2g CS i 3 EET 079267) 
(49) 2 Ke 2BU 2Kle IU) (2 log 7) > 21 (x — log 1) 
und 
(50) | | [4,U —28U + 2 KeU]dw > 2 (x — log À) | | Bdo —d'. 


gp 7 


Zur wirklichen Bestimmung der unteren Grenze d kann man wie folgt vor- 
gehen. Wir setzen 


1..n 
C Cifilp, 


unter €,, €,,.. c, zunächst noch unbestimmte Parameter verstanden. Es sei 


we 


(52) | | | 4, tn —280,4 2 Ken] du = Q(c, C151169)/ d'. 
Te K 


Die Funktion Q(c,,c,... c;) ist stetig und hat nach (32) eine endliche untere 
Grenze d',. Da alle Q(c,,c,,.. cn) in Q(c,c,,.. Cn41) enthalten sind, ist gewiss 


(53) Tintin. 


Die Folge d',>d',>d',>... hat (52) zufolge eine endliche untere Grenze d. 
Diese ist zugleich die untere Grenze des Integrals /.' Wäre dies nämlich nicht 
der Fall, so gäbe es eine auf 7 nebst ihren partiellen Ableitungen erster und 
zweiter Ordnung stetige Funktion 


b, ESI NP, 
(54) ler 5, OD, 
Vc om VÀ; 


ı 





so dass 





^ 1..0 a 
(55) | [tt nt +2Kek])do = b + | | [2 K e* —2gt4]d« «d 
ty i Hp 


T 
* Die im obigen zur Bestimmung von d benutzte Methode ist einem bekannten Verfahren 


von W. Rırz nachgebildet. Vgl. W. Rırz, » Über eine neue Methode in der Variationsrechnung>, 
Journal für Mathematik, B. 135, 1909, $. ı u. ff. 
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wäre. Da die unendliche Reihe (54) gleichmässig konvergiert, könnte man u so 


gross annehmen, dass 


iu) 


b, CARE ;(p, 
i (p,q) =— donde 


Vr 


gesetzt, immer noch 


D " | 
| [ta d —2 au +2Ke ]do«d«d', 


T 


ausfiele. Dies wäre aber im Widerspruch mit der Tatsache, dass d', die untere 


Grenze aller Werte Q(c,,.. C.) ist. 
Es sei &,, &,.. &n,.. eine Folge positiver, gegen Null konvergierender Zahlen. 
Wir nehmen (n + ı) Zahlen Zon, Zin,-- 2nn der Ungleichheit 


(56) Q (Zon, Any.» 9n n) < hes + En 


gemäss, sonst aber willkürlich an und setzen 


(57) Q (Zon; Z1n>-- nn) des 
= 1..n 2: 
(58) Vat Le y no. 0- Zn (p, 9. 


i 


Offenbar ist 


(59) lim d, =lim | | [4,Z,—282Z,+2Ke"|du=d. 


n=O N=O wie 
E 
Wir wollen jetzt zeigen, dass man von der Folge Z,(p,q) zu einer anderen 
Folge von Vergleichsfunktionen U, (p,q) übergehen kann, die eine zu (59) analoge 
Beziehung erfüllen und in ihrer Gesamtheit dem absoluten Betrage nach unterhalb 
einer endlichen Schranke liegen. 
Betrachten wir den Ausdruck 








j , 3 
Zn ZN =KF(Z 
Ke—BZ—K|e = K F(Z). 
Es ist 
C1 ipe 
az K 
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daher 


dF 


AZ >o fur Z >log KC 


dF = g 
dz 4? für Z « log C 


Es sei H die grössere der beiden Zahlen 


[log A], [log 2. 


Dann ist gewiss 


= so für Z»H, 
(60) 
dF 3 
az? für Z<—H, 
daher 
(61) Ke? —0Z» KeH —8H für Z>H, 
(62) Ke2—BZ>Ke-# + BH für Z« —H. 


Betrachten wir jetzt die Vergleichsfunktion Z„(p,g). Ist auf T durchweg 


Zn(p, 9) > H, so setzen wir U,(p, q) — H. Es ist dann 


(63) | | A, Un,dw=o0 
U 
sowie nach (61) 


(64) | | (2Ke™ —28U,)do = || 2(Ke# — 8 H)do « | | 2 (K e?» — 8 Zn) do, 
He Ju 2 
somit 


(65) JJ io oF 2 KeUn —28 U,]dc <d,. 
T 


Es sei zweitens Z,(p, q) nicht durchweg > AH. Ist dann etwa im Punkte (p’, q') 


Zu(P, q) > H, 
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so gibt es gewiss ein von einer geschlossenen analytischen Kurve begrenztes, 
den Punkt (p', g') in seinem Innern enthaltendes Flächenstück 7", so dass in 7" 


Zn(p,q)» H, 
auf seinem Rande 


Zn(p, 4) =H 


ist. Ersetzt man in 7" die Funktion Z,(p, g) durch H, so wird wie vorhin das 
Integral J verkleinert. Wäre Z,(p', q')<—H, so hätte man in 7” für Z,(p, q) 
den Wert — H zu substituieren. Da Z, regulär analytisch ist, ist die Anzahl 
der Gebiete T° jedenfalls endlich. In allen diesen Gebieten können wir Z, 
durch H oder — H ersetzen und erhalten eine stetige, abteilungsweise analytische 
Vergleichsfunktion, deren partielle Ableitungen erster Ordnung abteilungsweise 
stetig sind. Durch den bekannten Prozess der »Abrundung der Ecken» gelangt 
man sodann zu einer auf 7 regulär analytischen Funktion U,(p,q), die so 
beschaffen ist, dass 


(66) [Un (p, DISA, 

(67) | | [4, Un — 28 Un + 2K Un] du <dn 
J. 

ist. 


§ 5. Bestimmung einer speziellen Grenzfunktion. 


Wir setzen 


1..0 
Won eC Uin 
68 Usi(p,q)-—z-—- "—(qu(p. q), 
(68) Ps D => 27,00 q) 
(69) | | LA, Un — 2 8 Un + 2 KeUn] dw —0,. 
Je 

Ks ist 

lim à, — d, 


n= 06 


ferner für alle n nach (66) 
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(70) | | A, Undo €, + zu | Bdw + 2eH | | Kdo<d* (d* = Konstante), 
E T E 
somit nach (25) und (68) 
denen 
(71) > We < der 
(72) |us| «Vd* (íi, n=1,2,-.). 


Andererseits ist nach (66) 


|| (p, q) dw 


T 


T <HVr (n=1,2,..). 








(73) [ron] = 


^x |. 


Mit Hilfe des bekannten Diagonalverfahrens kann man aus U,(p, q) eine 
Teilfolge V, (p, q) (n — 1, 2,..): 


1..& 
r Von N Vin 
Vn , = = SE N vida) , 
(74) (p. 9) Vet =i 1.9 (p. q) 


aussondern, so dass 


(75) lim 0; =, (2 —:95 55 2,..) 


n=O 


existiert. Offenbar ist 


1..0 
(76) \Valp, DISH, Dor<d*t, [ul <AVr. 
Es ist ferner für alle m 
l..m 
> DR (DE, Roos) 
daher 
JST 
cues dis 
und 
105 
(77) py ate d= 
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Wir setzen 


(78) | T4, V,—2B8V4 + 2KeVn]do — à',. 
v 

Dann ist 

(79) in On = the 


Betrachten wir jetzt das Doppelintegral 


(80) ie | | G (py, Qs p, q) K (p, gelne edu 
"m 
und beweisen, dass 


: (n) 
lim J} 


nen 


in jedem die Punkte (p';, q';) nicht enthaltenden Teile des Gebietes T existiert und 
eine daselbst stetige Funktion darstellt. 

Wir schliessen die Punkte (pi, gi), (pi, gi aus dem Gebiete 7 durch belie- 
bige geschlossene, doppelpunktlose, einander weder schneidende noch berührende 
analytische Kurven C;, C'; aus. Die von diesen begrenzten kreisfórmigen Gebiete 
seien mit T;, T"; bezeichnet. Ihre Flächeninhalte seien r;, r';. Wir setzen zur 


Abkürzung PE DT: — T,. Es ist dann, wenn 7* ein beliebiges die Punkte 


(pi, gi) nicht enthaltendes Teilgebiet von 7 bezeichnet, für alle (p,, g,) in T* 
(81) = || Pe Gs p, d) K(p, g)e in? do — | | + | | in 

T To cn 
Für alle » ist nach (76) 


(82) Us| «eg | | IG (po, Goi p. QIX (p, dw. 


To 


Man kann gewiss 7, so klein wählen, dass für alle (p,, 9) in 7* und alle x 
(83) 1” < € 
3 Us] 7 


wird, unter & einen beliebig kleinen positiven Wert verstanden. 
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Es ist ferner 


2 Vy +r— € V 


(84) ZI = | | G(p > qos D, 9) K(p, de 


T—To 


y se : V,) du, 
ntv^ - n 


somit der Schwarz’schen Ungleichheit gemäss 


Jit — rp < | [Eus dos v» d) K(p, getto ues Po do | [Lus — Vado, 


T— To T— To 
(85) 
o«0(p,q)«i1 
oder a fortiori; wenn man sich das an zweiter Stelle stehende Doppelintegral 


über 7 erstreckt denkt, nach (26) 


ns 15 |? ere | | (Gp Do: Qo: p: q) K(p, q)l don, [ to, n4 v — to, nlt 


TT 
(86) 1..0 
TE E 
+ 2 a n4 Vi, ipl. 


| 


Ich behaupte, man kann nach erfolgter Wahl der Kurven C;, C; den Index n 
so hoch annehmen, dass für alle » und alle (p,, 9%) in 7'* 


2 


(87) usn FT pe < À 
wird. 
Es sei etwa 
(88) L= Max eH | | [G (Pos qo; p. q) K(p, gq) do 


PET 
in T*. Es ist nun 


l..@ 1..N 
JE p 5 A ees apt 
= = [ vo, nav Uo. n Ip 3r Ÿ = [*;, nr Vi, le = - [ts nt Co, lig 3F » at S SS 
1 = hi umi 
i = i>N 


I MP NET 22 is 
(89) < Io, dm Co, alt > 1 AN Sti n+v T Vi, n] € vo n+v — Vo, al: te 
= "NGA *. 
i i 
TIEREN, J* 
QUSS Ub "uad 
"nr Ÿ P | Ui, n+ an An DEN 
hi AN+1 


i 
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Da 


(go) lim > =o 


to Ay 


ist, kann man wegen (75) n gewiss so gross wählen, dass für alle » 


lol<;, 

0 

4L 

wird. Alsdann ist 

(or) piso 70) « : 

und nach (81) und (83) für alle (pj, q,) in 7* 

(92) Mr EA) zie « [257] a ss "| + VE a 15 2 ze. 


Also konvergiert /; für alle (p, q,) in T* gleichmässig gegen eine in T* stetige 
Funktion. 
Wir setzen 
v, 


T ACE "jare " : s 
(93)  W(Po; 9%) = Vm lim | | G (po, Qo; Ps IK (p, q) e'w»9? —B(p, q)]do. 


Zn cce 
T 
Die Funktion W(p,,q,) ist in jedem (pi, qi) (i—1,..m') nicht enthaltenden 
Teile des Gebietes 7 stetig. In der Umgebung der Punkte (p, gi) lässt sich 
W (p,, 9) in der Form r7*: beschr. Funktion (c — beliebig kleine positive Zahl) 
darstellen. Man findet dies, wenn man das Integral (93) in geeigneter Weise 
abschätzt.! 
In ganz ähnlicher Weise lässt sich zeigen, dass die Greuzwerte 


(94) Jim || g V,do, lim | | Ketaw, lim [Keno Crete) 


n= 06 n=% n= oo 
c we 


T. T 1 


existieren. Aus (78), (79) und (94) folgt sofort, dass auch 


— 
o 
Cn 


-— 
n=O, n=O 2 
7 L 
T 


) fin Aro at 


existiert. 





! Beispiele für derartige Abschätzungen findet man bei PLEMELT, Über lineare Randwert- 
aufgaben der Potentialtheorie, Monatshefte für Mathematik und Physik, 1904, S. 337—411, insb. 
S. 364. 

> 
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Bestimmen wir jetzt die Fourıer’schen Koeffizienten der Funktion W (p,, qo). 


Nach (rr) ist zunächst, wie man leicht sieht, 


ap 


(96) = | | W (o> qu) dm = v, 
te Hed 
m 
Es ist ferner für 7> 1 
| | Wins. qu) Pi (pu, Go) de = 
"s 
(97) —— lim | (gi, a) du [ [ GG. as p, gi Kern — pu 
7 “at 


— = lim | | (Ke’n — sdu| | | G (py, do: D, Q) Pi (Do. q)den | 


7 . T 


Die Vertauschung der Reihenfolge des Grenzüberganges und der Integration 
sowie derjenigen der beiden sukzessiven Integrationen ist nach bekannten Sätzen 
gestattet.! Man beachte, dass J; in 7* gleichmässig konvergiert und in der 


Umgebung eines jeden der Punkte (p';, gi) für alle n 
Ji | « Const. v ' 


ist, unter & eine beliebig kleine positive Zahl verstanden. 
Nach (16) ist mithin 


a N 


(98) | | W (D, Go) Pi (Pos Go) de = — = lim J | [K eV» — g]qid o. 


Te T 


$6. Beweis, dass die in $ 5 bestimmte Funktion der Differential- 
gleichung (44) genügt. 


Aus (78), (79) und (95) folgt 


1..0 a) ' 
(99) lim D vin + lim | | [2 Ke’r— 28 Valdw=d. 


2 


T 


1 Vgl. z. B. Premens, a. a. ©. S. 362. 
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Es sei o, eine dem absoluten Betrage nach beliebig kleine Zahl und 


1..0 
= quip. Von vi ( 
Geo) Fea (psa) = Va (ps d) eg D EN MU oe 
| ^l Vi i | hi l A 
Offenbar ist 
Jh f zd > ] 
(ror) | | Ez, R2 Ke" — 28 R,ldo > d 
v 
oder anders geschrieben 
Lowa eg Be 
(102) > Vin +29, Vin + 0% Vin + | | | exe VA o 28|V,- 0, Mt |o. > d. 
E bn | ^l 
Wie in $ 5 lässt sich zeigen, dass 
e 9 
90 — 
lim | | Ke Y^ eV. do 
M= nep m 
m 


existiert. Also kann man in (102) zur Grenze n= übergehen. Man erhält 


TI 


1...00 Sa 00 7 
= US i 2 peti A r fl 
(103) lim dvi, + 20,0, + 0,0 + lim | | E Ke V" e%—26(|V,, + o, "a. 2d. 
en no. | Al 
5 
Aus (103) und (99) ergibt sich 
^o^» 7l 
ROUTE Vale VA Pi 
(104) 2050, + 0,0) + lim | 2 K eVnte —# | A= || CHE) 
n=@, J ] / 
7 
oder - 
er 5 fale Tr (f ; 
(105) 29,v, + Q, v; t o, lim | | |a ens 7 M, * Ja + 05 P(Q) > 0. 
Te) Al ^l 


P(o,)ist eine nur von o, abhängige, für alle dem absoluten Betrage nach hin- 
reichend kleinen o, dem absoluten Betrage nach unter einer endlichen Schranke 


gelegene Grösse. Man findet dies leicht, wenn man beachtet, dass die unend- 
liche Reihe 
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7l 
00 —— 9 
2771 BETT ques 
e PSE + ile n +... 
V Al 2: V Kl 


gleichmässig konvergiert und für alle n 


IV eH 
ist. 
Aus (ros) folgt, da das Vorzeichen von o, beliebig ist, in bekannter Weise 
(106) v; = — lim T | | (Ke’n — B)yıdo (MB): 
n-o Vlr). 
m 

Es sei ferner 
(107) Qn (Pp, 9 = Zr Eu 
Es ist dann 

LE Na Vy ze 
(108) lim > Vin + lim | | f Ke } ze eas + = | dco 7 d. 

nen i no y s T 
Hieraus und aus (99) folgt wie vorhin 
(109) lim | | K e’ndw = | | 8d. 
P vy 

Aus (98) und (106) schliesst man, dass 
(rro) | | W (Dos 9%) qu (p,, 9) do = S (Gace aca) 

we Kl 

gr 
ist. Die Werte 
(rir) v =e (L— x, 2...) 

| #1 


sind nach (96) und (110) FOURIER’sche Koeffizienten der auf T, ausser etwa in den 
Punkten (pi, qi), stetigen Funktion W(p,,q). Da W, wie wir in $5 gesehen 
haben, in der Umgebung der Punkte (p;,q';) höchstens wie r'° (s beliebig 
klein 70) unendlich wird, so ist das Doppelintegral | | W*dw gewiss vorhanden. 


ee 
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Nach (74) und (rrr) ist 


Ge) 2) (Im Vy? do = = ius — Vn)? + Ae — vin) 


T 


Hieraus folgt aber nach (75), (76) und (77) sofort 


(113) lim | jh (W — V4?do-—o. 


ne 


Da für alle » 


IV, € H 
ist, so ist in allen Stetigkeitspunkten der Funktion W sicher 
(114) IWI<H 
Wäre nämlich in einem Stetigkeitspunkte (p*, g*) auf T 
(115) Wi(p* 9") 2, 
so gäbe es auch ein (p*, g*) enthaltendes Gebiet, in dem etwa 
(116) W(p,q)—H=h,>0 


wire. Es sei 7* der Flächeninhalt dieses Gebietes. Dann würde aber für alle 


n gewiss 


(117) | |(W — V4? do > hir*, 
u: 


sein, was nach (113) unmöglich ist. 

Die Funktion W(p,g) ist somit auf T beschränkt und, ausser höchstens in 
den Punkten (p';, gi), stetig. 

Man überzeugt sich nunmehr leicht durch eine Betrachtung, die der in 


$ 5 durchgeführten analog ist, dass 


BJ 


(118) [| xe dw = lim | | Kerr dus, | in 3eWdo = lim I 3e ndo, 


n=% n=O 
x * 


p T LÀ T 
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2 7a OI 


| | (KeW— g)qidco = lim | | (Ke¥n—8)qidw=—vyh (l=r, 2,..), 
T T 


| | (Ke¥— B)dw= 0 


T 


ist. Es ist nämlich beispielsweise 


in je ee ia 1i (Ke '»—g ndo f| K' vos V.)yıdo + 


TT 
(120) Les 
4 | | K (eV — e’n) quide = D' + D”, 


To 


ID P< {JK K?ezlVn+0,(n 0 (W— Vol p? do | | (W — V, do < 


TT 15; 
(x21) E 
& sa | K? 4; do | | (WW) do, o<N,(p, q) «1 
TT T 
und 
(122) [D^] e 26H H K |gi| do. 
U 


Man kann nun gewiss den Flächeninhalt von 7, so klein wählen, dass 


[Deh <= 


wird. Hierauf wird n so gross, etwa n > 4, angenommen, dass 


Di Dd za 

I 

ausfällt. Dies ist nach (113) ohne weiteres möglich. Man erhält so für alle 
n>À 


(123) |D.|< €, daher lim D, =o. 


n= n 


Es sei jetzt 


Acta mathematica. 40. Imprimé le 11 janvier 1915. 4 


. 
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(124) W*üy a) = — || GG ai p. MEK (D, qe 9 — 2 (p, g)] do. 
1 27 jJ. 


T 


Die Funktion W* (p,, q,) ist auf 7, ausser in den Punkten (y';, gi), wo sie sich 
wie r—' x beschr. Funktion (s - einer beliebig kleinen positiven Zahl) verhält, 
stetig. Für die FounrER'schen Koeffizienten von W* (p,, q,) finden wir in ähn- 
licher Weise wie vorhin die Werte 
(125) y. | | W* (v g)do — v», 
T / v 
a 


an 


(126) | | W* (po, Go) (ld, Yo) do = — 7 | | (KeW— B)grdu — Ee. 
y ^l | ^l 


T m 
Die auf T, ausser höchstens in den Punkten (p';. qi), stetigen Funktionen W (p,, Go) 
und W*(p,, 4) haben durchweg gleiche FOURIER’sche Koeffizienten.‘ Also ist, wie 
aus (26) leicht geschlossen werden kann, durchweg 


(127) AD) = MES (2,:200)> 
somit 


(128)- Wp. q) — 23 — 


| re | | CG as P. DIK Go» g) e ?— B(p, g)]d o. 
r zii: « 


t 


Nach bekanten Sätzen (vergl. $ 2) hat W (p, q) auf 7, ausser etwa in der Um- 
gebung der Punkte (p;, gi) und (p';, qi), stetige Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung und genügt der Differentialgleichung 


(129) 4,W — K e* — g — leer B) dw. 
T 

Nach (119) ist daher 

(130) 4,W +ß=Ke”. 

Die Funktion 

(131) w=W Fo 


ist eine Lösung unseres Problems. 


| Die Integrale || W? dw und | | W* do existieren. 


T. T 
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e 


$ 7. Eindeutigkeit der Lösung. 


Wir nehmen jetzt zunächst m'— o an, setzen also voraus, dass nur Unste- 
tigkeitspunkte (pi, qi) (¢—1,..m), in deren Umgebung die Lösung «(p, q) sich 
wie «; log r;(«;» — 2) verhält, vorliegen. Nach bekannten Sätzen sind, wenn 


oW oW 





—1<«; ist, die partiellen Ableitungen ds cr in (pi, 9) stetig. 
Ist —2<a;<—71 oder e; — — 1, so sind entsprechend die Ausdrücke 
OW oW ie uni oW oW || mh 
(132) d Op Dr | i oder | D zn) j Hoe ri 








in der Umgebung des Punktes (p;, qi) beschränkt.! 

Es soll jetzt bewiesen werden, dass die vorhin gefundene Lösung unseres 
Problems eindeutig ist. Genauer: es gibt keine von u(p, q) verschiedene, ausser 
in den Punkten (pi, qi), nebst ihren partiellen Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung stetige Lösung w' (p, g) der Differentialgleichung (4), die sich in jenen 
Punkten entsprechend wie «;logr; verhält, wenn überdies vorausgesetzt wird, 
dass die Funktionen 


(133) vu (p, q) —a log ri = Wi(p, q) (Ü=1,..m) 
in der Umgebung der Punkte (p;, qi) (? — 1,..m) stetig sind und die partiellen 
IW; IW 
Ableitungen QUE QE sich daselbst wie ae DR verhalten. 
0p dq Op dq 


Es sei im Gegensatz zu unserer Behauptung w'(p, q) von u(p, q) verschie- 
den. Wir setzen 


(134) u(p, g) — v (p. g) — v" (p, 9). 
w'(p,q) genügt der Differentialgleichung 
(135) . RU C ces (er py — RE (eu rn): 
À |! } Il 
In den Punkten (p;, qi) ist «" stetig; die partiellen Ableitungen vm oF ver- 


halten sich daselbst wie r!+“, die, ausser höchstens in (pi, qi). positive Funktion 


9 


K" wie rti. Genauer gesagt, es ist z. B. K'r;“ in der Umgebung von (pi, qi) 
beschränkt. 

Ist die stetige Funktion «"(p,g) nicht identisch gleich Null, so muss sie 
auf T pesas Maximum oder negatives Minimum oder auch beides annehmen. 


! Vgl. die REA auf S. 20. 
? Wir setzen, um Vorstellungen zu fixieren, —2 <a; < — 1 (= 1,... ij voraus. 
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Es möge etwa in (p*, g*) ein positives Maximum liegen und es sei (p*, q*) 
zunächst von (pi, q;)(? — 1,..m) verschieden. Alsdann ist 


KEN (ye y eue us 2) XE 
(136) 
Z ERES) e 
was wegen (135) nicht möglich ist. 

Es bleibt nur noch der Fall zu untersuchen, dass positives Maximum in 
einem der ausgeschlossenen Punkte, etwa in (p,, q,), eintritt. Wir beschreiben 
um (p,,g,) auf T eine geschlossene, doppelpunktlose, stetig gekrümmte Kurve 
© und bezeichnen das von ihr begrenzte, (p,, q,) enthaltende Gebiet mit 2, die 
zu € gehörige, auf © verschwindende, in T positive GREEN'sche Funktion der 
Differentialgleichung ./,u — o mit ($. Wir wählen © so nahe an (p, q,), dass 
in T durchweg w'(p, q)» o ausfällt. Nach bekannten Sätzen folgt mit Rücksicht 





au! 
auf das Verhalten der partiellen Ableitungen v 23 (p,, q,) die Formel 
(137) :. s) —— 7 m) pg (p,q) (e^ 9? — 1)8 (p, qs p, g)d o + t (p. g), 


unter £" diejenige in T reguläre Lösung der Differentialgleichung Z,u— o ver- 
standen, die auf © dieselben Werte wie «"(p, q) annimmt. 
Da in T, ausser höchstens in (p,, qi), 


K" (p, q) (e ,2—1:)»0, G(p,g p, g)>0 
(138) ; là 
t' (p, q) < Max w'(p, q) auf © 
ist, so ist nach (137) gewiss 
(139) wu" (py, q,) < Max v" (p, q) auf ©, 
womit der Eindeutigkeitssatz in dem besonderen Falle m’ =o bewiesen ist. 


Es ist leicht zu zeigen, dass die Funktion W (p, q) das Minimum des Dop- 
pelintegrals I realisiert, d. h. dass 


| |A W —28W +2KeW]do —d 
v 
ist. 
Den Sätzen am Schluss des $ 2 gemäss ist mit Rücksicht auf (110) zunächst 
ro 1..o 
| | 4 wao— Nui. 


T i 
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Es ist ferner für alle « 


1..u ET 1..u 1...0 
c Y - 9 . = . 4 = 
> v= > lim v;, = lim > vi, < lim > Vin» 
1 n=2 n= a n= "1 


i i 


daher 
Ys eae il Bakes 
T 21] e zs 
| | À, Wdw — > vi < lim Vins 


vu 5 N= co 


T i i 


Hieraus sowie aus (99) und (118) folgt 


fe | [4,W — 28 W +2KeW]dw<d. 
1 


Ich behaupte, auf der rechten Seite gilt das Gleichheitszeichen. 

Es sei im Gegensatz hierzu 2'<d. Man kann dann, wie man sich leicht 
überzeugt, von der Funktion W(p,g) durch geeignete »Abrundung» der in 
(pi, gi) vorliegenden Spitzen zu einer Funktion W'(p, q) übergehen, die auf 7 
durchweg stetig ist und stetige Ableitungen erster und zweiter Ordnung hat, 
so dass 


| [4, W' —2 8W' 4- 2 KeW']do < d 
s 
ausfällt. Dies ist aber nicht möglich, da ja d die untere Grenze der Werte des 
Doppelintegrals 7 für alle auf 7 nebst ihren partiellen Ableitungen der beiden 
ersten Ordnungen stetigen Funktionen ist. Damit ist unsere Behauptung be- 
wiesen. 

Es sei jetzt m'-o. Die Funktion W(p, q) ist alsdann auf T beschränkt 
und, ausser etwa in den Punkten (p';, gi), stetig. 

Sie gestattet ferner die Darstellung 


A 


| | GG. a: p. LK, De" 9— 2 (p, g)ldo. 


T 


(140) W(p, q) = Const — = 


290 


Es sei G eine geschlossene, doppelpunktlose, stetig gekrümmte Kurve um einen 
der Punkte (p';, g;), etwa um (p',, q,). Der Einfachheit halber nehmen wir an, 
dass das von © begrenzte, (p',, q',) enthaltende Gebiet I weitere singuläre Punkte 
weder in seinem Innern noch auf dem Rande enthält, und bezeichnen mit ($ 


> 


wie vorhin die zu 2 gehörige auf © verschwindende, in T positive GREEN'sche 


Funktion der Differentialgleichung Z,u — o. Wir setzen 
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(xat) W(p. g) =— | | S (p, 9; p. 9) LK (p, eM? 9 — 2 (p, g))do 4 1, — I, 4 L;. 


I 
27. 
T 
Man überzeugt sich leicht, dass J, in 3 und auf © [insbesondere also auch im 
Punkte (p',, g’;)] stetig ist und in 2 stetige Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung hat. Da überdies 


(142) 4,I,— KeW—g 
ist, so ist 
(143) A,1,=0. 


Da J, augenscheinlich auf © verschwindet, so ist J, diejenige in T reguläre 
Lösung der Differentialgleichung Z,u — o, die auf G dieselben Werte wie W(p, q) 
annimmt. 

Den Eindeutigkeitssatz sprechen wir jetzt so aus. Es gibt keine von uw (p, q) 
verschiedene, auf 7, ausser in den Punkten (pi, qi). (p';, q's), nebst ihren partiel- 
len Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetige Lösung w'(p, q) der Differen- 
tialgleichung (4), die in der Umgebung dieser Punkte entsprechend wie 


! , 
(144) aj log ri, — 2 log 7; — 2 log [log r:| 
unendlich wird, wenn ferner vorausgesetzt wird, dass 


(145) w (p. q) —v(p, q) = W' (p, q) 


sich in den Punkten (p;, qi) in der vorhin auseinandergesetzten Weise verhält, 
in der Umgebung der Punkte (p';, g;) beschränkt ist und eine Darstellung von 
der Form (141) gestattet. 

Dies ist, wie man sich ohne Schwierigkeit überzeugt, sicher der Fall, wenn 
z. B. das Integral 


INO T 
(146) | lis win, qas. 


erstreckt über einen um (p, g;) (@=1,..m') als Mittelpunkt gezeichneten Kreis 
in der Ebene (p,q), mit dem Radius dieses Kreises zugleich gegen Null kon- 
vergiert. 

Der Beweis ist höchst einfach. Wir setzen wieder 


(147) u (p, q) —w (p, q) = wv" (p, q). 


Wie vorhin findet man, dass w'(p, g) auf T', ausser vielleicht in den Punkten 
(pi, gi), weder positives Miximum noch negatives Minimum haben kann. In 
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der Umgebung der Punkte (p';, gi) gestattet aber w' (p,q) eine Darstellung von 
8 g 1 > q 8 
der Form (137). Also ist auch dort positives Maximum oder negatives Minimum 
unmöglich. Damit ist die Eindeutigkeit der Lösung definitiv bewiesen. 
Alle bisherigen Betrachtungen gelten, wie man unmittelbar sieht, ohne 
jede Änderung, wenn die unseren Untersuchungen zugrunde liegende Fläche 
eine endliche Anzahl Windungspunkte hat. 


$5. Der besondere Fall einer geschlossenen Riemann’schen Fläche. 


Herr Picarp hat seinen Untersuchungen über die Differentialgleichung 
Ju= ke“ eine zu einer beliebigen algebraischen Funktion gehörige über der 
(x, y) Ebene ausgebreitete m,-blättrige RrgwANN'sche Fläche F zugrunde gelegt.! 
Es seien («,, %,),. - - (&mı, Ym) beliebige im Endlichen gelegene Punkte von F,? 
k(x, y) eine auf F beschränkte, im Endlichen nebst ihren partiellen Ableitungen 
erster Ordnung stetige Funktion. Es wird eine in F, ausser in den Punkten 
(xi, y)(@=1,..m,) und den der Einfachheit halber als einfach vorauszusetzenden 
unendlich fernen Punkten, nebst ihren partiellen Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung stetige Lösung u, (2, y) der Differentialgleichung 


(148) Aux = ke 

gesucht, die sich in (&;, y;) wie 

(149) a; log R;, R; = (x — x)? + (y —9i? (69 1,..m)), «> —2, 
in den m, unendlich fernen Punkten aber entsprechend wie 

(150) SOs Ii, Jee EOP (Cat, 12.) 02 
verhält. Es wird hierbei 

(151) > eid > d;<o 


vorausgesetzt. 

Die Bestimmung der Lösung u,(x, y) lässt sich, wie wir jetzt zeigen wollen, 
ohne wesentliche Modifikationen nach der in den vorhergehenden Paragraphen 
auseinandergesetzten Methode durchführen. 





! Vgl. die auf S. 2 zitierten Arbeiten. 
* Der Einfachheit halber werden (x;,y;) von den Windungspunkten verschieden vor- 
ausgesetzt. 
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Der Einfachheit halber nehmen wir m, — 1 an, legen somit der Betrachtung 
die schlichte (x, y)-Ebene zugrunde. In dem unendlich fernen Punkte soll sich 
die gesuchte Lösung wie —0 log À + beschr. Funktion (d>2) verhalten. Es 
ist ferner 


Satd<o. 


Es sei T irgendeine einfach zusammenhängende, geschlossene, singulari- 
tätenfreie analytische Fläche, deren Punkte auf ein System isothermischer Para- 
meter (p,q) bezogen sind. Die Gebiete F und T denken wir uns aufeinander 
eindeutig umkehrbar und bis auf den unendlich fernen Punkt konform abgebil- 
det. Es mögen hierbei die Punkte (pi, gi) @=1,..m,) den Punkten (x;, y;), der 
Punkt (p', g") dem unendlich fernen Punkte entsprechen. Denkt man sich die 
Lösung u%(x, y) der konformen Beziehung gemäss auf die Fläche 7 verpflanzt 
und setzt man 


(152) Us (2,9) b (539); 


so findet man, dass die Funktion u(p,q) sich auf T, ausser in den Punkten 
(pi, gi) Ü=1,..m,), (p', q’), nebst ihren partiellen Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung stetig verhält und einer Differentialgleichung von der Form 


(153) du = Ke 


genügt. Die Funktion k’ ist, ausser in (p",g"), positiv und nebst ihren partiel- 
len Ableitungen erster Ordnung stetig. In der Umgebung des Punktes (p", q") 
kann man 


(154) Kk (p, g) — r5 V (p, q), r'* — (p— p" + (q— q")* 
setzen, unter W' eine beschränkte positive Funktion verstanden. In der 


Umgebung der Punkte (p;, qj) (i=1,..m,), (p", q") verhält sieh w(p.q) ent- 
sprechend wie 


e; log ri + Wi(p, q), «i2 — 2, 


à log 7" + V" (p, q). 0» 2, 


unter wW;, Ww" beschränkte Funktionen verstanden. 

Es sei g(p,q) eine, ausser in den Punkten (pi, qi) (à 1,.. m), (p, q"), 
positive, nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung stetige Funktion 
auf T, die sich in der Umgebung jener Punkte entsprechend wie 
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(156) rt H;(p,q), r"°-9 H"(p, q) (Hi, H" — positive, beschränkte Funktionen) 


verhält und der Beziehung 


2A 


(157) | | 84e —2 (X2) 


T 


genügt. Es sei weiter v(p, q) eine in 7’, ausser in den Punkten (pi, qi) (1 — 1, ..m,), 
(p',q"), nebst ihren partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetige 
Lósung der Differentialgleichung 


(158) 4,v— p, 


die sich in der Umgebung dieser Punkte wie die gesuchte Lösung u(p, q) ver- 
hält. Wir setzen 


(159) u — v4 U. 
Die Funktion U genügt der Differentialgleichung 
(160) AQU + B — k'ev eU = KeU. 


Die Funktion X ist auf T, ausser in den Punkten (pi, gi), (p", q"), positiv und 
nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung stetig. In der Umgebung 
dieser Punkte verhält sie sich entsprechend wie 


(161) rti bip, q), 7-90" (p, q) (0;, 0" = positive, beschränkte Funktionen). 
Hieraus folgt aber, wie man sofort sieht, dass überall auf 7 


I" 


(162) ox Am « K « A9 


ist, unter A und 4 gewisse positive Konstante verstanden. Die Beziehung 
(162) ist der Beziehung (46) in 8 4 analog. Die weitere Betrachtung verläuft 
ganz wie vorhin. 
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DIE GEOMETRIE DER WIRKLICHKEIT. 
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J. HJELMSLEV 


IN KOPENHAGEN. 


Einleitung. 


1. Diejenige Formalisierung der Geometrie, die durch die neueren Unter- 
suchungen über die Grundlagen vollendet worden ist, bezeichnet den Abschluss 
einer mehr als zweitausendjährigen Periode in der Geschichte der Geometrie, eine 
Periode, deren Programm dadurch gekennzeichnet werden könnte, dass man unter 
Zugrundelegung möglichst weniger Voraussetzungen (Axiome, Postulate) das Er- 
fahrungsmaterial auf das möglichst wenige beschränke. Die Bestrebungen dieses 
Programm zu erfüllen haben aber die Folgerung nach sich gezogen, dass die Geo- 
metrie der Wirklichkeit, die praktische Geometrie, die Geometrie, welche von den 
greifbaren Raumverhältnissen handelt, stark zurückgedrängt worden ist. Das in 
sich so exakte griechische geometrische Lehrgebäude ruhte tatsächlich auf einem 
illusorischen Grundbegriff, dem Begriff des »mathematischen Punktes», des Punk- 
tes »ohne Ausdehnung». Denn die Wirklichkeit kennt keinen solchen Punkt. 
Und mit den Postulaten, den Aussagen über diesen und andere Grundbegriffe, 
geht es nicht besser. Sie enthalten alle »transzendentale» Elemente, Elemente, 
die über die Wirklichkeit, über die Erfahrung weit hinaus gehen. Was man z. 
B. unter dem Parallelenpostulat (in der Euklidischen Form) zu verstehen hat, 
ist ganz rätselhaft; erfahrungsgemäss hat es keinen Sinn. Aber vielleicht noch 
schlimmer geht es mit dem Grundsatz, dass irgend zwei Punkte eine und nur 
eine gerade Linie bestimmen; jeder praktische Zeichner wird sich doch sehr 
schnell von der Tatsache überzeugen, dass zwei verschiedene gerade Linien sehr 
wohl ein beträchtliches Stück gemein haben können. Wo sind denn die gera- 
den Linien zu finden, von welchen man den erwähnten Grundsatz aufrecht er- 
halten kann, ohne dass man sehr grobe Abweichungen zu befürchten hat? 
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Sie existieren überhaupt nicht. 

Es wird zwar natürlich sein, den Grundsatz anzunehmen, dass zwei Punkte 
eine eindeutig bestimmte Verbindungsstrecke haben; dass aber die Verlängerung 
der Strecke über die beiden Punkte hinaus eindeutig bestimmt sein sollte, würde 
nicht mit der Wirklichkeit übereinstimmen. 

Diese Betrachtungen werden dem Leser gewissermassen nicht befremdlich 
vorkommen. Sie sind teilweise in verschiedener Form in der mathematischen 
Literatur vertreten. Und doch darf man wohl behaupten können, dass die Frage 
nach einer Begründung der praktischen Geometrie bisher noch keine vollständig 
befriedigende Antwort gefunden hat. Obwohl M. Pascx in seinen bekannten 
»Vorlesungen über neuere Geometrie» die hierher gehörigen Fragen zum vollen 
Ausdruck bringt und wertvolle Beiträge zu der Lösung derselben liefert, so müs- 
sen wir doch die daselbst gegebene Begründung der Geometrie als eine wesent- 
lich theoretische — und zwar in dieser Hinsicht fundamentale — Begründung 
ansehen, insofern die projektiven Postulate (die Bestimmung der Geraden durch 
zwei Punkte und die der Ebene durch drei Punkte; die Existenz der Schnittlinie 
zweier Ebenen, die einen Punkt gemein haben) an die Spitze gestellt werden. 

Im ersten Abschnitte der folgenden Arbeit soll nun ein neuer Beitrag zur 
empirischen Begründung der Elementargeometrie gegeben werden. 

2. Heutzutage können wir wohl mit gewissem Recht behaupten, dass wir 
im Gegensatz zum Altertum den mathematischen Punktbegriff besitzen, insofern 
wir uns auf den modernen Zahlbegriff stützen können. Dass aber dieser Punkt- 
begriff vom Punktbegriff der Wirklichkeit sehr verschieden ist, hat sich durch 
viele Untersuchungen deutlich erkennen lassen; die moderne theoretische Geo- 
metrie umfasst so weitgehende Begriffsbildungen, z. B. innerhalb der Kurvenlehre, 
dass dieselben nur in verhältnismässig beschränktem Masse auf die Wirklichkeit 
reale Anwendung finden können. Diese Tatsachen sind zuerst von F. KLEIN 
ausführlich erörtert worden. In seinen Vorlesungen über die Anwendung der 
Differential- und Integralrechnung auf Geometrie (Leipzig 1902) wird durchgehend 
auf die Wirklichkeit Rücksicht genommen. Nun ist aber die Behandlung dieses 
Bereichs eine sehr schwierige. Es ist tatsächlich so, dass nicht nur die prak- 
tischen, sondern auch die theoretischen Grundlagen der Infinitesimalgeometrie 
noch sehr wenig bearbeitet sind. Diejenige Differentialgeometrie, über die wir 
augenblicklich verfügen, erstreckt sich nicht wesentlich über die regulären ana- 
lytischen Gebilde hinaus. Nur ein kleines Beispiel zur Orientierung! 

In den meisten Lehrbüchern findet man den folgenden Beweis für den Satz, 
dass die Normale eines Punktes (x,y) der Kurve y — f (x) (wo f(x) unbeschränkt 
differenzierbar vorausgesetzt wird) die Evolute in dem entsprechenden Mittel- 


I 
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punkt ($,n) des Schmiegungskreises berührt: Aus den Gleichungen 





2 dy 
VUE (yai o, 
dy\* dy — 
ie (a) t nad co 
findet man 
\ ds dy dy | 
dx dedze ^ 


woraus man dann das genannte Resultat folgert. An dem Fall, wo 


dé d» 
dx dx Me 


geht man aber dabei stillschweigend vorüber. Wenn diese Bedingungen eintre- 
ten, gilt der Beweis nicht mehr; und es ist nun tatsächlich hier nicht nur von 
einer Lücke des Beweises, sondern vielmehr von einer Lücke des Satzes selbst 
die Rede. Wenn nämlich alle Derivierten von § und » Null werden, so braucht 
die Evolute gar keine Tangente zu haben, und in diesem Falle muss die Gültig- 
keit unseres Satzes natürlich aufhören. Dass dieser Fall nur in einzelnen Punk- 
ten eintreten kann, wird man nicht behaupten können; die » Ausnahmepunkte» 
können, wenn f(x) nicht als regulär und analytisch vorausgesetzt wird, eine per- 
fekte (obwohl nirgends dichte) Punktmenge auf der Kurve bilden.! 

Es ist, wie oft hervorgehoben worden, vielleicht natürlich, dass die Funk- 
tionen, welche wir in der Praxis verwenden, als unbeschränkt differenzierbar 
vorausgesetzt werden; dass sie aber analytisch und regulär sein sollen, dafür 
liegen keine zwingenden Gründe vor. Es wird aber dann eine wichtige Frage, 
wie wir unseren Bereich abgrenzen müssen, wenn wir auf natürliche Weise den 
Forderungen der Wirklichkeit und gleichzeitig natürlich auch denen der exakten 
Darstellung Genüge leisten sollen. Dieses doppelte Ziel wollen wir in den letzten 
Abschnitten unserer Arbeit verfolgen, indem wir versuchen, einen Beitrag zu den 
Grundlagen der Kurvenlehre zu liefern. 

Ohne dass wir mit Rücksicht auf die erkenntnistheoretisch-mathematische 
Literatur, welche an unsere Fragen Anknüpfung hat, auf besondere Erörterungen 
oder Vergleichungen eingehen wollen, müssen wir ausser den Arbeiten von M. PascH 
und F. KLEIN noch die bekannten naturphilosophischen Arbeiten von H. POINCARÉ 


* Vgl. J. Hyeıusuev: Differentialgeometri og Differentialregning. Nyt Tidsskrift f. Mate- 
matik. 23. (1912), S. 1-17. 
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nennen (La Valeur de la Science, Paris 1905; La Science et l'Hypotése, Paris 
1906; Science et Méthode, Paris 1908); allen diesen Arbeiten verdanken wir viel- 
fache Anregung. 


1. Die Elementargeometrie. 


3. Was ist eine wirkliche Ebene? Diese Frage beantwortet man, indem man 
zusieht, wie man in der Praxis, in den Maschinenfabriken, die Ebenen herstellt. 
Man benützt eine sogenannte Richtplatte, eine Normalebene, nach welcher man 
durch geeignete Bearbeitung die herzustellenden ebenen Flächen zurichtet. Wie 
erhält man aber derartige Richtplatten? Sie werden je drei und drei hergestellt. 
Man nimmt drei Eisenplatten, welche annähernd ebene Flächen darstellen; dann 
bearbeitet man sie nach und nach durch Schaben so lange, bis jede derselben 
schliesslich mit jeder der anderen genau aufeinander passt.! Dieser selbstkon- 
trollierende Vorgang gibt uns die einzige genaue Erklärung davon, was wir auf 
der wirklichen Welt unter einer Ebene zu verstehen haben. 

4. Ein Körper mit zwei ebenen Flächen, welche längs einer Kante anein- 
ander stossen, heisst ein Keil. Wir wollen nun erklären, was wir unter einem 
Normalkeil verstehen. Die Normalkeile sind Keile, die wir uns je drei und drei 
derart hergestellt denken, dass irgend zwei von den drei Keilen einander aus- 
füllen können, d. h., sie können auf eine Ebene so gelegt werden, dass jeder der 
beiden Keile eine Fläche in dieser Ebene hat, während sie einander längs ihrer 
beiden anderen Flächen berühren. Wenn diese Bedingung für je zwei von den 
drei Keilen erfüllt ist, so nennen wir jeden der Keile einen Normalkeil. Die 
Ebenen eines Normalkeils heissen senkrecht zu einander, und die hier angegebene 
selbstkontrollierende Herstellungsweise von Normalkeilen enthält die einzige genaue 
Erklärung des Aufeinandersenkrechtstehens von zwei Ebenen. 

Die Kante eines Normalkeils heisst eine gerade Linie oder eine Gerade. 

5. Wir gehen nun zur Definition einer Normalecke über. Unter einer Nor- 
malecke verstehen wir einen Körper mit drei ebenen Flächen, welche paarweise 
zu einander senkrecht sind und längs 3 Kanten zusammenstossen, welche wieder- 
um aneinanderstossen und dabei eine Spitze bilden. Je zwei dieser Kanten 
heissen senkrecht zu einander. Die Spitze der Ecke nennen wir einen Punkt. 

Betreffend die Existenz der Normalecke haben wir uns nichts Weiteres vor- 
zunehmen als auf ihre genaue maschinentechnische Herstellung hinzuweisen. 

6. Andere Idealformen für Ebenen, gerade Linien und rechte Winkel als 


| Vol. Karmarscu-Fiscuer: Mechanische Technologie, Bd. I. Leipzig 1888, S. 677. 
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die oben beschriebenen existieren nicht. Alle Ebenen, gerade Linien und rechte 
Winkel sind Nachbildungen von den genannten maschinentechnischen Idealformen. 
Naturlich dürfen unsere Erklärungen nicht als Definitionen im logischen Sinne 
aufgefasst werden; sie sollen nur dazu dienen, die genannten Gegenstände der 
Wirklichkeit praktisch genau zu beschreiben. Wirkliche Dinge lassen sich über- 
haupt nicht logisch definieren. 

7. Die in der Praxis am häufigsten benützte Nachbildung unserer Ideal- 
ebene, ist die Zeichenebene, welche durch das auf dem Reissbrett ausgespannte 
Zeichenpapier dargestellt wird. Bei dieser Darstellung ermitteln wir durch Zeich- 
nung mittels eines Lineals unsere geraden Linien, indem wir bei der Zeichnung 
gerade eine treue Nachbildung der Kante des Lineals, also der Kante eines Nor- 
malkeils, herzustellen versuchen. Einen Punkt ermitteln wir durch die Zirkel- 
spitze oder durch Kreuzung zweier zu einander senkrechten Geraden. 

Indem wir nun zunächst unsere Untersuchungen auf die Geometrie der 
Zeichenebene beschränken, schreiten wir an die Begründung dieser Geometrie. 

Und diese Begründung gelingt auf einmal mit Hilfe einer einzigen Erfah- 
rungstatsache, der Existenz des quadrierten Papiers: Auf diesem Papier finden 
wir zwei Reihen zu einander senkrechte Gerade, welche einander in kongruente 
Massstäbe einteilen; jede Reihe teilt die Ebene (das Papier) in kongruente Strei- 
fen ein und teilt auch jede auf das Papier eingezeichnete schräge Gerade in gleich 
grosse Stücke. Diese unmittelbar in die Augen fallenden Eigenschaften lassen 
sich mit Hilfe eines Stücks Durchzeichnungspapiers oder einer Platte aus Glas 
oder Zelluloid, auf welche ein gleichartiges Quadratnetz eingeritzt ist, genau 
beschreiben und ablesen. 

Das Durchzeichnungspapier (oder die durchsichtige Platte) mit dem Quadrat- 
netz nennen wir eine Massebene. 

Wir haben nun die Mittel in der Hand, die geometrische Proportionslehre 
innerhalb der Zeichenebene zu begründen. Hat man nämlich in dieser Ebene 
zwei rechtwinklige Dreiecke, 4 BC und A B, €,, deren A eoneee 
Hypoteuusen, AB und 4B, auf dieselbe gerade Linie | 
fallen, während die Katheten, 4 C und A C,, auf eine | | 
andere gerade Linie fallen, und legt man die Massebene [ 
auf die Figur, so dass eine der Geraden des Quadrat- | 
netzes auf AC fällt (Fig. 1), so lässt sich sofort ablesen, 
dass die Proportion | 
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mit einer gewissen Annäherung gültig sein wird. Die Annäherung wird von der 
Feinheit der Darstellung abhängen, und kann in jedem einzelnen Fall durch 
Angabe einer gewissen oberen Schranke der Unsicherheit ausgedrückt werden. 

Hiernach kann man aber alle die gewöhnlichen metrischen Sätze über recht- 
winklige Dreiecke, insbesondere den pythagoräischen Lehrsatz, herleiten, indem 
man alle Sätze als näherungsweise gültige Resultate erhält. Dass man dann auch 
die analytische Geometrie, in einer ähnlichen praktischen Form, erhalten kann, 
ist sofort ersichtlich. 

Die Begründung unserer praktischen Geometrie ist hiermit vollendet. Dass 
man nachher aus Ökonomie der Sprache die unsere Sätze immer begleitenden, 
beschränkenden Worte »mit einer gewissen Annäherung» u. dgl. auslassen. oder 
genauer darunter verstehen wird, folgt von selbst; und man gelangt dadurch zu 
einem Lehrgebäude, welches dem Wortlaut nach mit der formalen Euklidischen 
Geometrie vollständig zusammenfällt. 

Die formale Euklidische Geometrie wird also nur als eine bequem abgerundete 
Formulierung der Resultate der praktischen Geometrie hervortreten. Diese Formu- 
lierung an sich zu studieren, und dabei die innere logische Abhängigkeit oder 
Unabhängigkeit der formalen Sätze zu diskutieren, wird dann eine rein logische 
Aufgabe, welche an sich als unabhängig von dem ursprünglichen, empirischen 
Inhalt der Sätze anzusehen ist, und diese Aufgabe leitet nunmehr zu allen den- 
jenigen Untersuchungen, die bisher unter den Namen von Grundlagen der Geo- 
metrie zusammengefasst worden sind. 

8. Aus der Geometrie der Zeichenebene, oder vielmehr der Geometrie un- 
serer maschinentechnischen Ebene, können wir die praktische Raumgeometrie 
ableiten, indem wir an unsere Definitionen von Normalkeilen und Normalecken 
anknüpfen. In dieser Hinsicht müssen wir doch noch eine Tatsache der Erfah- 
rung entnehmen, welche darauf hinausläuft, dass wenn ein Normalkeil und eine 
Normalecke auf dieselbe Ebene & gestellt werden, derart, dass jedes von ihnen eine 
Fläche in der Ebene & hat, während die Spitze der Ecke auf die Kante des Keils 
fällt, dann wird diejenige Kante der Ecke, welche nicht in & liegt, in der zu & senk- 
rechten Fläche des Keils enthalten sein. 

Mit Hilfe dieser Tatsache und unter Berücksichtigung unserer oben ent- 
wickelten ebenen, praktischen Geometrie wird man dann unschwer die praktische 
analytische Raumgeometrie aufbauen können. 

9. Was wir bisher erreicht haben, ist nur die praktische Geometrie inner- 
halb kleinerer Wahrnehmungsgebiete, wo wir voraussetzen können, dass unsere 
maschinentechnischen Definitionen direkte Bedeutung haben. Durch Zusammen- 
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setzung derartiger Bereiche bildet man grössere Bereiche, und erreicht solcher- 
weise alles, was man mit direkten Messmethoden beherrschen kann. 

Die Geometrie der indirekten Messungen lässt sich aber auch in sehr ein- 
facher Weise begründen. Jede indirekte Messung beruht nämlich auf konven- 
tioneller Erweiterung der direkten Messungsmethoden. Wollen wir z. B. von 
dem Abstand zweier Sterne sprechen, so müssen wir eine konventionelle Mes- 
sungsmethode festsetzen, und wir wählen dann die möglichst natürliche, die näm- 
lich, dass wir die Geometrie, welche wir für unsere direkten Messungen gültig 
gefunden haben, auch für die erweiterten Messungen gelten lassen, indem wir 
hierdurch nur zwischen dem zu messenden Abstand (dem Abstand im Himmels- 
raum) und den direkt messbaren Dingen (Abständen auf der Erde und Gesichts- 
winkeln) eine konventionelle Verbindung herstellen. 

Und wie es mit den grossen, nicht direkt messbaren Abständen, geht, so 
auch mit den kleinen; man definiert ihre Masszahlen in konventioneller Über- 
einstimmung mit der Geometrie, welche innerhalb der für direkte Messung zu- 
gänglichen Wahrnehmungsbereiche Gültigkeit hat. 

10. Auf diese Weise gelangt man schliesslich zur arithmetischen Geometrie 
als das für alle Messungen natürliche Hilfsmittel. Der arithmetische Raum wird 
als Mannigfaltigkeit arithmetischer Zahlentripeln (a, y,z), »Punkte», definiert, in- 
dem z,y.z beliebige arithmetische Zahlen bedeuten. »Gerade Linien» und »Ebe- 
nen» werden in bekannter Weise durch Gleichungen ersten Grades definiert. 
Der »Abstand» zweier Punkte (z,,y,,2,) und (a, %,.2,) wird durch die Zahl 
Va, — 23) + (y, — y)? + (z, —2,)? definiert. 

II. Wenn wir eine genaue Vergleichung zwischen der vorstehenden Begrün- 
dung der Geometrie und dem gewóhnlichen Euklidischen System anstellen woll- 
ten, so kónnte man darauf denken, eine logische Analyse des ganzen benützten 
Erfahrungsmaterials vorzunehmen. Die vollständige Durchführung dieser Analyse 
halten wir doch für minder wichtig, und beschränken uns darauf, die folgenden 
Tatsachen hervorzuheben. 

In unserm praktischen System gibt es keine Voraussetzungen betreffend die 
Möglichkeit der Verlängerung von Geraden und Ebenen, kein Parallelenaxiom, 
keine eigentlichen projektiven Axiome (über die Bestimmung einer Geraden durch 
zwei Punkte oder einer Ebene durch drei Punkte; über die Existenz der Schnitt- 
linie zweier Ebenen, welche einen Punkt gemein haben). Und es war eben unser 
Ziel, diese Axiome wegen ihrer praktischen Ungenauigkeit durch andere zu er- 
setzen, welche den Ansprüchen der Wirklichkeit besser entsprechen. Die neuen 
Axiome, die in dieser Hinsicht benützt werden könnten, sind im wesentlichen 
die folgenden: 
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ı) In der Ebene: 

Durch jeden Punkt lässt sich eine und nur eine Gerade senkrecht zu einer 
gegebenen Geraden ziehen. 

In jedem Viereck mit 3 rechten Winkeln muss der vierte Winkel auch ein 
rechter sein. 

2) Im Raume: 

Dureh jeden Punkt geht eine und nur eine Gerade (bezw. Ebene), welche 
senkrecht zu einer gegebenen Ebene (bezw. Geraden) ist. 

Durch jede Gerade geht eine und nur eine Ebene, welche senkrecht zu einer 
dureh die Gerade hindurehgehende vorgelegte Ebene ist. 

Wenn eine Gerade g und eine Ebene « beide zu derselben Ebene senkrecht 
sind und durch einen gemeinsamen Punkt dieser Ebene hindurchgehen, so ist g 
in « enthalten. 

Bei der Begründung der Proportionslehre können wir uns das Verhältnis 
zweier Strecken durch den Kettenbruchalgorithmus definiert denken. 

Schliesslich heben wir aber hervor, dass unser praktisches System gerade in 
seiner ursprünglichen Form den möglichst einfachen Ausdruck findet. Eine genaue 
logische Analyse in einzelne Axiome nach dem Euklidischen Muster wird sich immer 


als schwerfällig und unnatürlich erweisen. 


2. Grundbegriffe der praktischen Infinitesimalgeometrie. 


12. In der theoretischen ebenen Geometrie wird eine ebene Kurve definiert 
als eine Menge von Punkten (x,y), deren Koordinaten x, y durch die Gleichungen 


z=pl(t), y = Y(t) 


dargestellt werden, wobei y(t) und w(t) eindeutige reelle, stetige Funktionen der 
reellen veränderlichen ¢ bedeuten, welche einem gegebenen Intervall (a,b) an- 
gehört. Die Halbtangente rechts (bezw. links) im Punkte { wird als Grenzlage 
des Halbstrahls definiert, der von dem Punkte ¢ ausgeht und den Punkt t+ 4t 
enthält, indem ./t abnehmend (bezw. zunehmend) gegen Null konvergiert. Die 
Existenz einer derartigen Halbtangente ist nicht durch die gegebenen Bedin- 
gungen sichergestellt, hängt aber von der näheren Beschaffenheit der Funktionen 
gp und v ab. 

Mit den praktischen (wirklich vorkommenden, etwa gezeichneten) Kurven 
ist es ganz anders. Eine praktische Kurve wird von einem wirklichen Punkt, 
z. B. der Spitze eines Bleistifts, beschrieben: die Kurve lässt sich immer in eine 
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endliche Anzahl geradliniger Stücke zerlegen, was in mannigfacher Weise ge- 
schehen kann; die Lage der Teilpunkte spielt dabei keine wesentliche Rolle, 
wenn nur die Teilstücke hinreichend klein sind. Eine praktische Kurve kann 
also immer als Polygon mit endlicher Seitenzahl aufgefasst werden; die Spitzen 
des Polygons haben aber keine vorausbestimmte Lage, was damit zusammen- 
hängt, dass die geraden Linien, die als Seiten des Polygons gelten, sich so un- 
merkbar aneinander reihen, dass je zwei aufeinanderfolgende dieser Linien nicht 
nur einen einzelnen Punkt, sondern eine ganze Strecke gemein haben. 

Als Halbtangente eines praktischen Kurvenbogens MN in dem Punkt M 
müssen wir den von M ausgehenden Halbstrahl ansehen, welcher eine möglichst 
lange von M ausgehende Strecke mit der Kurve gemein hat. Um aber den An- 
schluss an die oben gegebene Definition der Tangente einer theoretischen Kurve 
zu erreichen, können wir sagen, dass wir auch bei der praktischen Kurve die Halb- 
tangente als Grenzlage eines von JM ausgehenden Halbstrahls M M, auffassen 
können, nur so, dass wenn M, bei der Bewegung nach M hin eine gewisse Lage 
erreicht hat, der Halbstrahl MM, dann ganz von selbst alle die folgenden Lagen 
enthalten wird, dergestalt, dass die Grenzlage schon so praktisch erreicht wird. 

13. Denken wir uns eine praktische Kurve (etwa eine gezeichnete Kurve) 
in einem rechtwinkligen Koordinatensystem in der praktischen Ebene (der Zei- 
chenebene) durch die Gleichung y— f(x) definiert, wo f(x) eine beliebige stetige 
Funktion ist, so wird diese praktische Kurve immer bestimmte Tangenten (rechts 
und links) haben. Es handelt sich nämlich darum, für jedes x eine Konstante 
A zu bestimmen, derart, dass dasjenige Intervall (o, k), k>o bezw. k « o, inner- 
halb dessen jeder Wert A der folgenden Ungleichung 


: [f(w +h) — f(x) — Ahl<e 


genügt, so gross wie möglich wird, wobei & die Schwelle der Genauigkeit der 
vorliegenden Darstellung bedeutet. 

Diese Aufgabe ist immer lósbar, auch wenn f(x) nicht differenzierbar ist, 
und zumal kann man sagen, dass wenn f(a) auch differenzierbar ist, wird man 
doch nicht immer annüherungsweise A — f'(x) setzen können. 

Ist f(x) differenzierbar und f'(x) monoton (z. B. wachsend), so wird y = f (x) 
in der arithmetischen Ebene einen theoretischen konvexen Bogen darstellen, dessen 
konkave Seite nach der positiven Seite der y-Koordinaten gekehrt ist, und 
wenn wir durch den Punkt (x, y—e) eine Tangente an diese Kurve ziehen, so 
wird die Richtung dieser Tangente denjenigen Wert 4 bestimmen, welcher der 
oben aufgestellten Ungleichung genügt. 

I4. Der oben erreichte Anschluss der Definition der praktischen Tangente 
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an die Definition der theoretischen Tangente (vgl. 12) ist von der grössten Wich- 
tigkeit. Vor allem muss man sich davor hüten, die Tangente als eine Gerade 
zu betrachten, welche zwei möglichst dicht aneinanderliegende Kurvenpunkte ver- 
bindet; zwei derartige Punkte bestimmen in der Tat eine Gerade sehr schlecht; 
würde man sich für einen Augenblick die Kurve mit Ausnahme der beiden 
Punkte weggenommen, und dann eine Gerade durch die Punkte hindurchgelegt 
denken, so ergibt sich sofort, dass bei der Zurückführung der Kurve in ihre 
ursprüngliche Lage die Möglichkeit besteht, dass die gefundene Verbindungsge- 
rade der beiden Punkte eine beträchtliche Abweichung von der wirklichen Tan- 
gente aufweisen könnte. 

15. Der Schmiegungskreis in einem Punkte M einer theoretischen Kurve 
wird definiert als die Grenzlage eines veränderlichen Kreises, der die Kurve in 
M berührt und ausserdem einen beweglichen, sich dem Punkte M unbegrenzt 
nähernden Punkt M, der Kurve enthält. Es sei M,P das von M, auf die 
Tangente m in M gefällte Lot, und es schneide die Gerade M,P den genannten 
veründerlichen Kreis zum zweiten Mal in dem Punkte M,, so wird der Durch- : 
messer 29 des Schmiegungskreises: 

: (WER): 
29 — lim P M, — lim "PM, 
Die Existenz dieses Grenzwerts wird natürlich von der Definition der Kurve bedingt. 

Bei den praktischen Kurven wird sich die Sache anders gestalten: Als 
Schmiegungskreis eines praktischen Kurvenbogens MN in dem Punkte M müssen 
wir den Kreis ansehen, welcher einen möglichst langen von M ausgehenden 
Bogen mit der Kurve gemein hat. Auch hier erreichen wir aber sofort den 
Anschluss an die theoretische Definition, wenn wir den nach M konvergierenden 
Punkt M, nur so weit führen, dass der Kreis, welcher die Kurve in M berührt 
und durch M, geht, den ganzen Kurvenbogen MM, enthält. Man wird bei die- 
ser Auffassung des Grenzbegriffes auch für die praktischen Kurven die oben 
gegebene Formel für den Durchmesser des Schmiegungskreises anwenden können; 
natürlich wird das Resultat, wie bei allen praktischen Massbestimmungen, mit 
einer gewissen Unsicherheit behaftet. 

Eine ähnliche Auffassung des praktischen Grenzbegriffs wird man überall 
verwenden können um dabei aus theoretischen Untersuchungen praktisch brauch- 
bare Resultate herzuleiten. 

16. Ähnliche Betrachtungen hinsichtlich der praktischen Bestimmung des 
Schmiegungskreises, wie die hinsichtlich der praktischen Bestimmung der Tan- 
gente früher angeführten (13), wird man leicht formulieren können. Es wird aber 
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sofort ersichtlich, dass die direkte Durchführung solcher Bestimmungen schon 
für die Tangente sehr schwierig wird, und es wird sich von selbst empfehlen, 
für unsere praktischen Kurven mathematische Ausdrücke (y = f(x)) aufzusuchen, 
wo man mit hinreichender Genauigkeit bei der Bestimmung der praktischen 
Tangente, des praktischen Schmiegungskreises u. s. w. durch die gewöhnlichen 
Methoden der Differenzialrechnung brauchbare Resultate erhalten kann. Die 
theoretische Abschätzung der auf diesem Weg erzielten Genauigkeit wird doch 
im allgemeinen beträchtliche Schwierigkeiten darbieten. Die praktische Ab- 
schätzung hingegen wird man in jedem einzelnen Fall rein empirisch erhalten 
können. Wir wollen hierfür ein einfaches Beispiel geben. 

In der Zeichenebene sei eine Parabel durch ihre Leitlinie / und ihren Brenn- 
punkt F vorgelegt; in dem Scheitel 4 der Parabel bestimmen wir den »theore- 
tischen» Schmiegungskreis und finden als solchen einen Kreis, dessen Radius 
gleich dem Abstand des Punktes F von / ist. Dieser Schmiegungskreis werde 
nun gezeichnet. Es handelt sich dann darum, einen möglichst langen Bogen 
AB dieses Kreises zu finden, welcher als Bogen unserer Parabel gelten kann, 
und dies wird man rein experimentell ausführen, indem man durch direktes 
Probieren mit dem Stechzirkel den Punkt B als den von 4 auf dem Kreise am 
weitesten entfernten Punkt ermittelt, dessen Abstände von F und I gleich 
gross werden. 

In anderen Fällen wird man ähnliche Methoden erfinden können; es wird 
dabei von Wichtigkeit sein, eine einfache experimentelle Darstellung der in 
Rede stehenden Kurve zu haben. Solche Darstellungen, welche in dieser Hin- 
sicht rasch und genau ans Ziel führen, dürften ein interessantes Kapitel der 
praktischen Geometrie ausmachen. ! 

17. Unsere praktische Auffassung der Kurven als Polygone mit vielen 
dicht aufeinanderfolgenden Seiten könnte vielleicht auf den Gedanken leiten, dass 
man nunmehr die ganze theoretische Infinitesimalgeometrie in der Praxis ent- 
behren könnte, indem man die Kurvenlehre auf eine Lehre von Polygonen, d.h. 
auf rein elementargeometrische Fragen beschränken könnte. Dies ist doch kei- 
neswegs der Fall. 

Zunächst bedeutet auch hier die Theorie eine durchaus wesentliche Ökono- 
mie für die Praxis. Und bei näherer Überlegung wird sich ergeben, dass beinahe 
alle Betrachtungen, die sich als notwendig für die Behandlung der theoretischen 
Kurven herausgestellt haben, auch in angepasster Form für praktische Kurven 
unentbehrlich sind. Wir wollen hierfür gleich ein Beispiel einschalten. 


‘Vel. des Verfassers: Geometriske Eksperimenter, Kóbenhavn 1913. Deutsche Ausgabe 
in Vorbereitung. 
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18. Eine konvexe Kurve r rollt auf der Geraden f. Der Berührungspunkt 

O ist der augenblickliche Drehpol, und die Normalen der bei der Rollbewegung 

beschriebenen Bahnkurven gehen im Augenblick durch O. Diese Tatsache wird 

gewöhnlich dadurch veranschaulicht, dass man die Kurve durch ein Polygon er- 

setzt, wobei die Rollbewegung durch eine Reihe von aufeinanderfolgenden Dre- 

hungen ersetzt wird. Kann nun diese Betrachtung unmittelbar als Beweis 

verwertet werden? Praktische Kurven haben wir ja tatsächlich oben als Poly- 

gone erklärt, und es scheint sonach für sie alles in Ordnung zu sein. Es ist 

aber nicht so. Die Tangente der Bahn eines Punktes P darf man nämlich, wie 

oben hervorgehoben, nicht ohne weiters als Verbindungsgerade von benachbarten 

Punkten ansehen. Sowohl für praktische als theoretische Kurven müssen wir 

andere Beweismittel suchen; und wir können in der Tat in beiden Fällen die- 

selben Betrachtungen verwenden, 

4, nur so, dass wir für die prak- 

tischen Kurven die Grenzpro- 

FP, / zesse im oben erklärten prak- 

tischen Sinne verstehen. Der 

p p Aj Beweis soll hier in seiner theore- 

tischen Form gegeben werden 
SAL > (vgl. Fig. 2). 

De T p A C7 4, Lassen wir r so weit auf f 

weiter rollen, bis der Punkt A 

von 7 in den Punkt A, von f 

fällt (04, — Ó A). Die Halbtan- 

gente a in A (für den Umlaufssinn O A) kommt dann mit dem Halbstrahl a, von f zur 

Deckung. Für die beiden Figuren, Aa und A,a,, ergibt sich nun ein Rotationspol O,, 





der als Schnittpunkt der Mittelsenkrechten m von A 4, und der Halbierungslinie h 
des Winkels OT A (Nachbarwinkels von (aa,)) entsteht. Ein beliebiger Punkt P 
wird dann bei der Rollbewegung in einen Punkt P, fallen, derart, dass das Dreieck 
PO,P, gleichschenklig ist mit dem Scheitelwinkel PO,P,=(aa,). Wenn nun 4 
nach O konvergiert, so, behaupten wir, konvergieren die Linien h und m nach 
der Normalen und der Tangente der Kurve r in O, und ihr Schnittpunkt konver- 
giert nach O, so dass die Grenzlage des Halbstrahls PP, senkrecht zu PO wird, 
d. h., O wird Momentanpol der Bewegung. Dass h nach der Normalen in O kon- 
vergiert, folgt daraus, dass 7 nach O und der Winkel (aa,) gegen Null kon- 
vergiert; dass m nach der Tangente konvergiert, folgt daraus, dass wenn A B 1f 
und AC.La errichtet werden, der Punkt A, innerhalb der Strecke BC fallen 
muss, und da die beiden Geraden, AB und AC, nach der Normalen in O kon- 
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vergieren, so wird 4 4, ebenfalls nach dieser Linie konvergieren, woraus sofort 
folgt, dass m gegen die Tangente konvergiert. 

Der Beweis ist hiermit für theoretische Kurven vollendet, und für praktische 
Kurven kann man ihn auch verwerten, indem wir, wie oben genannt, nur die 
srenzprozesse in der praktischen Form zu nehmen haben. 


3. Über den praktischen Bereich der Infinitesimalgeometrie. 


19. Wie schon in der Einleitung erwähnt, müssen wir es als unbefriedigend 
ansehen, wenn man die Untersuchungen der Infinitesimalgeometrie auf analytische, 
reguläre Gebilde beschränken würde. Es ist aber noch eine offene Frage, wie 
wir dann unseren Bereich abgrenzen müssen, und wir beabsichtigen freilich nicht 
hier auf diese Frage eine Antwort in abgeschlossener Form zu geben. Wir wol- 
len uns vielmehr darauf beschränken, die sehr naheliegende und übrigens wohl- 
bekannte Regel aufzustellen, dass jede in der Wirklichkeit vorkommende, ma- 
thematische Abhängigkeit abteilungsweise stetig und abteilungsweise monoton ist. 
Wenn wir diese Bedingung bei jedem einzelnen Problem zur Erlangung einer 
praktischen Abgrenzung der Untersuchung passend heranziehen, so werden die 
infinitesimalgeometrischen Untersuchungen unmittelbar den Anwendungen ange- 
passt werden können. Gleichzeitig wird man doch natürlich jedesmal dafür 
sorgen, dass der theoretischen Tragweite der Untersuchungen nicht unnötige 
Beschränkungen auferlegt wird. 

Unter diesen Gesichtspunkten gehen wir nun dazu über, einen Ausblick über 
die grundlegenden Fragen der Kurvenlehre zu geben. 


4. Ebene Kurven. 


20. Wir gehen von dem allgemeinsten Kurvenbegriff in einem beschränkten 
Teil der Ebene aus, welcher durch die Parameterdarstellung gegeben ist 


r=9(t), y — vt) 


Wir verlangen nun zunächst, dass die stetigen Funktionen g(t) und w (t) 
abteilungsweise monoton (und ohne Invariabilitätszüge)! sein sollen; weiter ver- 
langen wir, dass das Verhältnis (oder der reziproke Wert des Verhältnisses) 


! Wenn wir im folgenden die Worte »abteilungsweise monoton» brauchen, so soll im- 
mer darunter verstanden sein, dass der Fall der Unveründerlichkeit ausgeschlossen wird. 
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ip (t) — q (ty) 


W(t) — W(t) 


für jeden Wert von £,, in der Umgebung von £,, und für ¢~1,, eine abteilungs- 
weise stetige und monotone Funktion von ¢ definieren soll. Hieraus folgert man 
dann das Vorhandensein einer bestimmten Halbtangente, rechts bezw. links, in 
jedem Punkt der gegebenen Kurve. 

Setzen wir ferner voraus, dass die Richtung der, z. B. rechtsseitigen, Halb- 
tangente abteilungsweise stetig und monoton variiert, wenn der Punkt die Kurve 
monoton durchläuft, so wird sich sofort ergeben, dass unsere Kurve aus einer 
endlichen Anzahl konvexer Bögen, deren jeder ohne Knick ist, besteht. Hierzu 
braucht man nur den etwas einfacheren Satz zu zeigen, dass ein Bogen, dessen 
rechtsseitige Halbtangente monoton und stetig variierende Richtung hat, und 
dessen Totalkrümmung <sr ausfällt, ein konvexer Bogen sein muss, und diese 
Tatsache wird man einfach daraus schliessen können, dass keine gerade Linie 
mit dem Bogen mehr als zwei Punkte gemein haben kann; die Existenz von drei 
Schnittpunkten M, N, P (welche in dieser Ordnung auf dem Bogen aufeinander 
folgen) würde nämlich den Umstand nach sich ziehen, dass die beiden Bögen 
MN und NP je einen Punkt enthielten, dessen Tangente zur Geraden MNP 
parallel wäre, und das wird unmöglich sein, weil die Totalkrümmung <  voraus- 
gesetzt wurde. 

21. Eine Kurve mit den angeführten Eigenschaften und ohne Knick nennen 
wir eine einfache Kurve. Es wird wichtig sein, Hilfsmittel auszubilden, durch 
welche man untersuchen kann, in wie weit irgend eine durch ihre Parameterdar- 
stellung (e=Y(t), y=W(t)) vorgelegte Kurve einfach ist oder nicht. In dieser 
Hinsicht wollen wir zunächst auf den folgenden Satz aufmerksam machen. 

Wenn eine ebene Kurve, welche in einem beschränkten Gebiete der Ebene liegt, 
in jedem ihrer Punkte M eine bestimmte Tangente und (die Endpunkte ausgenommen) 
zwei bestimmte Halbtangenten mit entgegengesetzten Richtungen aufweist, und wenn 
die Richtung der Tangente abteilungsweise monoton variiert, wenn M die Kurve mo- 
noton durchläuft, so wird die Kurve einfach sein. 

Um dies zu beweisen braucht man nach der vorangehenden Untersuchung 
nur zu zeigen, dass die Tangente in M stetig mit M variiert, und diese Tatsache 
wird daraus gefolgert, dass die Tangente in M nicht mehr als eine Grenzlage 
haben kann, wenn M sich einem bestimmten Punkt P der Kurve nähert; es 
müsste denn möglich sein, eine monotone Reihe M, M, M, --- mit dem Grenz- 
punkt P auf der Kurve zu wählen, derart, dass die Richtungen der diesen Punk- 
ten entsprechenden Tangenten m, m, m, --- unendlich oft hin und her schwankten. 


Die Geometrie der Wirklichkeit. 49 


22. Aus diesem Satze lässt sich nun weiter der folgende Satz ableiten. 

Wenn eine ebene Kurve, welche in einem beschränkten Gebiete der Ebene liegt, durch 
die Parametergleichungen z=Y(t), y=W(t) dargestellt ist, wo wenigstens eine der 
Funktionen abteilungsweise monoton ist, und wenn die Kurve in jedem Punkt M 
eine eindeutig bestimmte Tangente besitzt, deren Richtung abteilungsweise monoton 
variiert, wenn M die Kurve monoton durchläuft, dann wird die Kurve eine einfache 
Kurve sein. 

Wenn jeder Punkt eine bestimmte Tangente besitzt, können zwei Méglich- 
keiten eintreffen (die Endpunkten der Kurve ausgenommen): entweder hat der 
Punkt zwei entgegengesetzt gerichtete Halbtangenten, oder die Halbtangenten 
rechts und links des Punktes fallen zusammen. Im letztgenannten Fall sagen 
wir, dass die Kurve in dem Punkte eine Spitze hat. Dieser Fall kann nun höch- 
stens in einer endlichen Anzahl von Punkten eintreten. Nach Voraussetzung ist 
nämlich 2=p(t) (bezw. y — v'(t)) eine abteilungsweise monotone Funktion, und 
infolgedessen wird sofort der Fall ausgeschlossen, wo die Kurve unendlich viele 
Spitzen aufweist, deren Tangenten nicht zur Y-Achse parallel sind; es bleibt 
dann noch zu untersuchen, ob die Kurve einen Bogen 6 enthalten könnte, wel- 
cher unendlich viele Spitzen besitzt, deren Tangenten zur Y-Achse parallel sind; 
man sieht aber sofort, dass dies unserer Voraussetzung über die abteilungsweise 
monotone Variation der Tangentenrichtung unserer Kurve widersprechen würde. 

Die vorgelegte Kurve hat sonach höchstens eine endliche Anzahl von Spitzen, 
und sie lässt sich dann in eine endliche Anzahl Bögen zerlegen, deren jeder ohne 
Spitzen ist; hieraus folgt nach 21 unmittelbar, dass unsere Kurve eine einfache 
Kurve ist. 


23. Wir gehen nun dazu über, den folgenden allgemeineren Satz zu be- 
weisen : 

Wenn eine ebene Kurve, welche in einem beschränkten Teil der Ebene liegt, 
mittels Zentralprojektion von einem gewissen Punkte O aus auf eine gewisse gerade 
Linie g (welche nicht durch O hindurchgeht) in eine abteilungsweise monotone Punkt- 
reihe projiziert wird, und wenn die Kurve in jedem Punkt M eine bestimmte Tan- 
gente besitzt, deren Richtung abteilungsweise monoton variiert, wenn M die Kurve 
monoton durchläuft, so wird die Kurve eine einfache Kurve sein. Es wird also u.a. 
hieraus folgen, dass die Kurve mittels Zentralprojektion von einem beliebigen 
Punkt O, aus auf eine beliebige gerade Linie g, (welche nicht durch O, hindurch- 
geht) in eine abteilungsweise monotone Punktreihe projiziert wird, und dass die 
Tangentenfolge der Kurve von jeder beliebigen Geraden der Ebene, welche mit 
keiner Tangente zusammenfällt, in einer abteilungsweise monotonen Punktreihe 
geschnitten wird. 


Acla mathematica. 40. Imprimé le 14 février 1915 7 
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Der Satz wird wie im vorigen Falle auf die Tatsache zurückgeführt, dass 
die Kurve höchstens eine endliche Anzahl von Spitzen aufweisen kann. Zunächst 
leuchtet ein, dass höchstens eine endliche Anzahl von Spitzen vorhanden sein 
können, deren Tangenten nicht durch O gehen; es bleibt dann noch zu unter- 
suchen, ob die Kurve unendlich viele Spitzen enthalten kann, deren Tangenten 
durch O laufen. Nach der projektiven Verallgemeinerung einer bekannten Unter- 
suchung von König! liegen die Spitzen jedenfalls nirgends dicht auf der Kurve, 
denn hieraus würde folgen, dass es auf jedem Teil der Kurve einen Punkt gäbe, 
dessen Tangente eine willkürlich vorgeschriebene Richtung hätte, was unserer 
Voraussetzung über die abteilungsweise monotone Variation der Tangentenrich- 
tung unserer Kurve widersprechen würde. Es sei nun S eine Häufungsstelle der 
Spitzen. In der Umgebung von S wird man dann auf der Kurve unendlich viele 
einfache Bögen, deren jeder ohne Spitzen ist, abgrenzen können, derart. dass die 
Tangenten der Endpunkte eines jeden dieser Bögen durch O laufen. Hieraus würde 
aber folgen, dass man an die Kurve unendlich viele Tangenten parallel zu einer 
beliebigen von OS verschiedenen Richtung ziehen könnte, und das widerspricht 
unserer Voraussetzung über die abteilungsweise monotone Variation der Tangenten- 
richtung. 

Es hat sich also herausgestellt, dass die Kurve höchstens eine endliche An- 
zahl von Spitzen enthalten kann. Sie lässt sich demnach in eine endliche An- 
zahl von Bögen zerlegen, deren jeder ohne Spitzen ist, und ist somit nach 27 
eine einfache Kurve. 

24. Wir können nun leicht unseren Bereich durch projektive Transformation 
erweitern, und indem wir dann die ganze projektive Ebene in Betracht nehmen 
und in derselben eine einfache Kurve definieren als eine Kurve, welche in jedem 
Punkt eine bestimmte Tangente aufweist und ausserdem der Bedingung genügt, 
dass sie sich aus einer endlichen Anzahl konvexer Bögen zusammensetzen lässt, 
welche freilich nicht notwendig in einem beschränkten Teil der Ebene liegen, son- 
dern vielmehr sich ins unendliche erstrecken können, werden wir aus 23 sofort 
den folgenden Satz herleiten können: 

Wenn eine ebene Kurve 1) auf eine gewisse feste Gerade g in einer abteilungs- 
weise monotone Punktreihe projiziert wird. und 2) in jedem Punkt M eine eindeutig 
bestimmte Tangente hat, deren Schnittpunkt mit einer gewissen festen Geraden g, 
sich abteilungsweise monoton bewegt, wenn M die Kurve monoton durchläuft. dann 
wird die Kurve eine einfache Kurve sein.. 

Die Projektion auf die Gerade g kann eine beliebige Parallelprojektion oder 


LV gl NUM D 


ını: Grundlagen für eine Theorie der Funktion einer veränderlichen reellen 
Grösse. Leipzig 189 


p 
92, S. 301—304. 
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Zentralprojektion sein. Die Gerade g, entspricht in dem vorhergehenden Satz 
der unendlich fernen Geraden, deren Schnittpunkte mit den Tangenten ja die 
Richtungen der Tangenten bestimmen. Es wäre also eigentlich vorauszusetzen, 
dass die Gerade g, die vorgelegte Kurve nicht schneidet. Man sieht aber sofort, 
dass diese Beschränkung ohne Belang ist; dass g, mit keiner Tangente der Kurve 
zusammenfallen darf, ist selbstverständlich. 

Es folgt nun auch, dass die einfachen Kurven, wie wir sie hier definiert 
haben, den bekannten von Sraupr'schen Sätzen, welche von A. Kneser! als 
Grundlagen einer Kurvendefinition benutzt worden sind, Genüge leisten. 

Anmerkung. Du Boıs-RevmonD hat als gewöhnliche solche Funktionen be- 
zeichnet, welche stetig und differenzierbar sind und ausserdem der Bedingung 
genügen, dass sie abteilungsweise monoton sind gegen jede als Abszissenachse 
gedachte Richtung.” Die einer derartigen Funktion f(x) entsprechende Kurve 
y =f(x) lässt sich nicht notwendig aus einer endlichen Anzahl konvexer Bögen 
zusammensetzen und wird also nicht notwendig eine einfache Kurve. 

Beispiel: 

SORT 
ge | e "sin? da 


25. Auf die gewonnenen Resultate wenden wir nun das Dualitätsprinzip 
an, indem wir ein einfaches Geradensystem in der Ebene definieren als ein System 
von geraden Linien, welche durch eindeutige und stetige Abbildung eines reellen 
Punktintervalls (a, b) erzeugt werden können und ausserdem den folgenden Be- 
dingungen ‚genügen: 

1. Das Geradensystem wird von einer gewissen festen Geraden g in einer 
abteilungsweise monotonen Punktreihe geschnitten. 

2. Jede Gerade des Systems besitzt einen eindeutig bestimmten Charak- 
teristikpunkt, d. h. einen Punkt, welcher als Grenzlage des Schnittpunktes der 
Geraden mit den Nachbargeraden bestimmt wird. 

3. Die Projektion der nach dem Intervall (a, 6) geordneten Menge der 
Charakteristikpunkte auf eine gewisse feste Gerade g, bildet eine abteilungsweise 
monotone Punktreihe. (Es wird z. B. genügen, wenn die 2-Koordinate des 
Charakteristikpunktes abteilungsweise monoton variiert.) 

Die Tangenten einer einfachen Kurve bilden sonach ein einfaches (reraden- 


system. t 

! A. Kyeser: Allgemeine Sätze über die scheinbaren Singularitäten beliebiger Raumkurven, 
Math. Ann. 34. Bd., S. 205. 
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Es gilt aber dann auch der Satz: 

Die Geraden eines einfachen Geradensystems sind Tangenten einer einfachen 
Kurve, welche als Ort der Charakteristikpunkte des Geradensystems erzeugt wird. 

26. Wir definieren eine Normkurve als eine einfache Kurve, deren Normalen 
ein einfaches Geradensystem bilden. Da indessen die Richtung der Normalen 
einer einfachen Kurve abteilungsweise monoton variiert, so ergibt sich, dass die 
notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass eine einfache Kurve als Norm- 
kurve ausfällt, dadurch ausgedrückt wird, dass der Charakteristikpunkt (£, 1) der Nor- 
malen existiert, und dass seine Abszisse (bezw. Ordinate) abteilungsweise monoton 
variiert. 

Wenn also die in der Einleitung genannten Gleichungen 


p— E4 (y) $! — o, 
dl ke NE y 
s d a 


die Werte £, » als derartige Funktionen von x bestimmen, von welchen wir wis- 
sen, dass wenigstens eine als abteilungsweise monotone Funktion ausfällt, dann 
wird die hierdurch bestimmte Evolute eine einfache Kurve sein, welche von den 
Normalen der ursprünglichen Kurve berührt wird. Wir können somit ins beson- 
dere den folgenden Satz aussprechen: 

Es sei y — f (v) eine zweimal differenzierbare Funktion, für welche f" (x) endlich 
und stetig und niemals gleich Null ausfällt; es sei ferner bekannt, Ps einer der 
beiden Ausdrücke 


Seer 


dy 
hit 


_ (4y\° 
y la x 
d? qj 

d a? 


eine abteilungsweise monotone Funktion von x definiert, so wird man hieraus schlies- 
sen können, dass die Evolute der Kurve y — f(x) eine einfache Kurve ist, welche 
von den Normalen der Kurve y —f(x) berührt wird. 


Die aus den Lehrbüchern bekannten Sätze über den Schmiegungskreis als 
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Grenzlage eines Kreises durch drei veränderliche Punkte der Kurve u. dgl., über 
die Lage des Schmiegungskreises bezüglich der Kurve, und über die Evolutenlänge. 
lassen sich nun ohne Schwierigkeit für Normkurven zeigen. In bezug auf diese 
Einzelheiten können wir uns auf einen Hinweis zur Darstellenden Geometrie des 
Verfassers (Leipzig 1914)! beschränken, wo diese Dinge auf wesentlich denselben 
Grundlagen in elementarer Darstellung behandelt sind 


A 
(vgl. namentlich 7. Kapitel). P m 
27. Ein einfacher konvexer Bogen OP (Fig. 3) wird M N / 
am einfachsten durch seine natürliche Gleichung darge- \ " 
Hi 
stellt; darunter versteht man die Gleichung | 
0 = 0 / 
welche für einen beliebigen Punkt 17 des Bogens zwi- | 
schen der Bogenlänge s — OM und dem Winkel (zm)rbe- || 7 2 - 








steht, wobei x und m die dem Umlauf OP entsprechenden © Re 
vorwärts zeigenden Halbtangenten in O und M bedeuten. dioe 
Die Bogenlänge s wird numerisch gerechnet, und den Winkel (wm) rechnen wir mit 
einem Vorzeichen, das mit einem im voraus fest gewühlten Umlaufssinn der Ebene 
übereinstimmt. Da der Bogen als konvex und ohne Knick vorausgesetzt ist, wird 
die Funktion ((s) stetig und monoton, und man hat ausserdem (0) — o. 


In ‚dem rechtwinkligen Koordinatensystem (x, y) mit dem Anfangspunkt O, 


(x y) = + E . wird der Punkt M durch die folgenden Koordinaten x, y dargestellt : 


qu | cos f) (s) ds, 


UE | sin 4 (s) ds. 


nr 3 - er ER: dé . 
Ist die Kurve eine Normkurve, so existiert die Derivierte Az und wird ausser- 


dem eine stetige und abteilungsweise monotone Funktion. Umgekehrt lasst sich 
zeigen, dass diese Bedingungen auch hinreichend sind.* 

28. Als weitere Anwendung unserer allgemeinen Regel über die in der 
Wirklichkeit vorkommenden Abhängigkeiten (19) als Grundlage einer praktischen 
Abgrenzung der infinitesimalgeometrischen Untersuchungen geben wir den Beweis 





2 Vel. Di Gs 7. Kap. 
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Wenn eine gegebene einfache konvexe Kurve r auf einer anderen einfachen kon- 
vexen Kurve f rollt, so fällt der Momentanpol der Bewegung nach dem Berührungs- 
punkt O der beiden Kurven. 

Die gemeinsame rechtsseitige Halbtangente in O sei mit + bezeichnet (vgl. 
Fig. 4), und die natürlichen Gleichungen von x und O aus (im obigen erklärten 
Sinne) seien 


OS); 
0, — 0, (s), 


wobei s die gleichgrossen Bogenlängen Ó A und OA, bedeutet, während 0, 0, die Win- 
kel (xa) bezw. (xa,) darstellen. Wir wollen nun gleich voraussetzen, dass die 





Fig. 4. 


Funktion 6(s)— 60,(s) abteilungsweise monoton ist (und dabei wie immer ohne 
Invariabilitätszüge), also in der Umgebung von s— o durchweg monoton. 

Lassen wir r so weit auf / weiter rollen, bis der Punkt 4 von r in den 
Punkt 4, von f fällt (Ó A, — OA). Die Halbtangente a in A (ftir den Umlaufs- 
sinn OA) kommt dann mit der Halbtangente a, in A, zur Deckung. Fiir die 
beiden Figuren Aa und 4A,a, ergibt sich nun ein Rotationspol O,, der in den 
Mittelpunkt des Kreisbogens AT A, fallen muss (7 ist der Schnittpunkt der bei- 
den Tangenten in A und 4,). ©, ist dem Mittelpunkt M des kleinen Bogens 
AA, des Kreises diametral gegeniiberliegend. Wenn A (und 4,) nach O kon- 
vergiert, wird auch M nach O konvergieren, und es ergibt sich als notwendige 
und hinreichende Bedingung dafür, dass O, nach O konvergieren soll, dass der 
Durchmesser des Kreises gegen Null konvergiert. 

Die Koordinaten x,y und v, y, der beiden Punkte A und 4, werden, wenn 


s, die Bogenlänge OA bedeutet: 
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Qt 
Qt 


so 
x — | cos 0 (s)ds, 


y = sind (s)d s, 
0 


a= [eos 0, (s) ds, 


D 
0 


und der Durchmesser des Kreises AT 4, wird durch 


AA, 
sin [9 — 6 | 


Do 


ausgedrückt. 
Nun ist ersichtlich, dass die Grösse 20 dann und nur dann gegen Null kon- 
vergiert, jvenn es jede der beiden Gróssen 


Be DEA 


sin]#—9,| sin[#—9,| 
tut, und die Bedingungen hierfür sind: 


So 
> 


| (cos f) (s) — cos 0, (s)) ds 


m s cerit lim LS 
sin(0—60O,) 0 


—— Oi, 


sin (V — 4) 


so 
> 


| (sin 0 (s) — sin 6, (s)) ds 


1 (UT I Fibs PRA = EE a ee <=) 
ua sin (9 — 0.) m sin (4 — ();) 


Da nun #(s) — f, (s) in der Umgebung von s— o eine durchweg monotone 
0 (s) — 0, (s) 
2 


Funktion ist, so wird auch die Funktion sin in dieser Umgebung 


monoton. Man hat deshalb: 
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So 


() — f£), (s 
| (cos f) (s) — cos 0, (s)) ds| «2 s, sin | (8) 1 (80) b 


? 


d 
und 


So 


| (sin f) (s) — sinf, (s))ds|<2s, sin 105.) — 6: (89) I 


> 
ce 


0 


und die obengenannten Grenzwerte werden dann wirklich den Wert Null haben. 
Also: 

Wenn 0(s)—€0,(s) abteilungsweise monoton (und ohne Invariabilitätszüge) ist, 
so wird die Bewegung einen bestimmten Momentanpol haben, und dieser Momentan- 
pol fällt nach O. 

>29. Unter derselben Voraussetzung wird man leicht zeigen können, dass 
wenn 4 bei der Rollbewegung sich A, nähert, wird der Halbstrahl 4,.4 gegen 
die Normale in 4, konvergieren. Setzen wir weiter voraus, dass die Funktion 
f (s) — 0, (s) abteilungsweise monoton und differenzierbar ist, so lässt sich zeigen, 
dass die bei der Rollbewegung erzeugten Bahnkurven bestimmte Krümmungs- 
kreise haben, und dass man die bekannte EULER-SavArY’sche Relation zu ihrer 
Bestimmung verwenden kann, wenn nur die in dieser Relation vorkommende 
Differenz der Krümmungen der beiden Kurven r und f durch die Derivierte von 
f) (s) — 0, (s) ersetzt werde.! 

Sehliesslieh soll noch darauf hingewiesen werden, dass wir durch die vor- 
hergehenden Methoden auch den Weg nach weitergehenden Untersuchungen über 
die Fundamentalsätze der Kinematik angegeben haben. Es ist z. B. leicht, un- 
sere Untersuchungen über den Fundamentalsatz der Rollbewegung auszudehnen, 
so dass man den allgemeineren Fall behandelt, wo (s) und 0, (s) Funktionen mit 
beschränkter Variation bedeuten. Wir haben uns aber hier auf die durch die 
praktischen Anwendungen natürliche Abgrenzung beschränkt. 


5. Raumkurven. 


30. Was die Raumkurven anbetrifft, wollen wir zunächst voraussetzen, 
dass die Kurve in einem beschränkten Teil des Raumes enthalten ist, und dass 
jeder Punkt der Kurve eine eindeutig bestimmte Tangente hat. "Unter dem 
Richtungskegel der Kurve verstehen wir dann einen Kegel, dessen Seitenlinien zu den 


! Dies wird durch die in D. G, Kap. 7, 159—190, verwendeten Methoden sofort ersichtlich. 
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Tangenten der Kurve parallel laufen. Die Kurve soll nun eine einfache Raum- 
kurve heissen, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind: 

1. Kein Teil der Kurve darf eben (oder geradlinig) sein. 

2. Der Richtungskegel ist ein einfacher Kegel, d. h., er muss eine Leitkurve 
besitzen, welche in dem früher angegebenen Sinne eine einfache ebene Kurve ist. 

3. Es gibt eine gewisse Gerade g, derart, dass die Projektion der Kurve 
auf g von einer anderen gewissen Geraden g, aus eine abteilungsweise monotone 
Punktreihe auf g bildet. (Es wird z. B. hinreichen, wenn eine der rechtwinkli- 
gen Koordinaten eines Punktes, welcher die Kurve monoton durchläuft, abteilungs- 
weise monoton variiert.) 

Da jeder Punkt der Kurve eine bestimmte Tangente hat, können nur zwei 
Möglichkeiten eintreten (die Endpunkte der Kurve ausgenommen): entweder hat 
der Punkt zwei entgegengesetzte Halbtangenten, oder die Halbtangenten rechts 
und links des Punktes fallen zusammen. Im letztgenannten Falle sagen wir, 
dass die Kurve in dem Punkte eine Spitze hat. Wir wollen nun zeigen, dass 
eine einfache Raumkurve nicht unendlich viele Spitzen aufweisen kann. Wären 
nämlich unendlich viele Spitzen vorhanden, dann müssten ihre Tangenten (mit 
Ausnahme höchstens einer endlichen Anzahl) wegen der Bedingung 3 die Gerade g, 
schneiden. Durch Projektion von einem unendlich fernen Punkte aus, welcher 
auf g, liegt, würde dann aus der gegebenen Raumkurve eine ebene Kurve entste- 
hen, welche unendlich viele Spitzen hätte, und trotzdem die in dem früher bewie- 
senen Satz (24) genannten Bedingungen erfüllen würde. Dies ist aber unmöglich, 
und es hat sich so herausgestellt, dass eine einfache Raumkurve, wie wir sie 
oben definiert haben, höchstens eine endliche Anzahl von Spitzen enthalten kann. 
Die Kurve lässt sich sonach in eine endliche Anzahl von Bögen zerlegen, deren 
jeder den folgenden Bedingungen genügt: Jeder Punkt des Bogens (die Endpunkte 
ausgenommen) hat zwei entgegengesetzt gerichtete Halbtangenten; der Richtungs- 
kegel des Bogens ist konvex, d. h., er hat eine ebene konvexe Leitkurve. Einen 
solehen Bogen im Raume nennen wir im folgenden einen Zlementarbogen. 

31. Jeder Elementarbogen hat höchstens zwei Tangenten, welche zu einer 
gegebenen Ebene parallel sind; denn auf dem Richtungskegel gibt es höchstens zwei 
Seitenlinien, die der Ebene parallel sind. So kann man erkennen, dass eine 
Ebene nicht 4 Punkte P,Q,R,S, mit dem Bogen gemein haben kann, denn sonst 
müsste jeder der Bögen PQ,QR, RS (wenn P,Q, R, S einander in dieser Reihen- 
folge auf dem Bogen folgen) mindestens einen Punkt enthalten, dessen Tangente 
der Ebene parallel wäre (dieser wäre nämlich der Punkt, der auf dem betrach- 
teten Bogen von der Ebene den grösstmöglichen Abstand hat). Folglich: Ein 
Elementarbogen im Raume hat höchstens drei Punkte mit einer Ebene gemein. 
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32. Die Schmiegungsebene in einem Punkte M wird definiert als die Grenz- 
lage, welcher eine Ebene zustrebt, wenn sie beständig die Tangente m in M ent- 
hält und noch durch einen anderen Punkt N des Bogens geht, der nach M kon- 
vergiert. Dass die Schmiegungsebene für jeden Punkt M eines Elementarbogens 
existiert und eindeutig bestimmt ist, erkennt man, wie folgt: Der Bogen MN 
muss einen Punkt P enthalten, dessen Tangente p der Ebene mN parallel ist. 
Der Richtungskegel enthält zwei Seitenlinien m, und p,, die zu m und p parallel 
sind, die Ebene mN ist deshalb der Ebene m,p, parallel. Wenn nun N nach 
M konvergiert, konvergiert auch P nach M, und gleichzeitig konvergiert p, nach 


m,, so dass die Ebene m,p, nach der Tangentialebene des Kegels längs m, kon- 


© 
vergiert. Hieraus folgt nun: Jeder Punkt eines Elementarbogens hat eine be- 
stimmte Schmiegungsebene, welche der Tangentialebene des Richtungskegels längs der 
dem Punkte entsprechenden Seitenlinie parallel ist. 

Eine Ebene, die drei beliebige Punkte A,B,C des Bogens enthält, ist zwei 
Tangenten p und g, einer an den Bogen AB, der anderen an den Bogen BC pa- 
rallel. Hieraus schliesst man nun leicht: 

Wenn drei veränderliche Punkte A, B,C eines Elementarbogens nach demselben 
Punkte M konvergieren, muss die Ebene ABC notwendigerweise nach der Schmie- 
gungsebene in M konvergieren. 

Diese Resultate lassen sich nun leicht für beliebige einfache Raumkurven 
verwerten. 

33. Mit Hilfe des Richtungskegels untersucht man leicht die Parallelpro- 
jektion eines Elementarbogens und gelangt zu dem folgenden Resultat: 

Durch Parallelprojektion eines Elementarbogens 5 im Raume entsteht eine 
einfache ebene Kurve b’. Hat b eine Tangente, die ein Projektionsstrahl ist, so 
hat b' in dem entsprechenden Punkte eine Spitze erster Art, und die Tangente 
in dieser Spitze ist die Spur der Schmiegungsebene. Ist eine Schmiegungsebene 
eine projizierende Ebene, ohne dass die zugehörige Tangente ein Projektionsstrahl 
ist, so wird der dem Berührungspunkt entsprechende Punkt von b' ein Wendepunkt. ! 

Die Schnittlinie der Schmiegungsebene in einem Punkte 4 und der Schmiegungs- 
ebene in einem anderen Punkte B konvergiert nach der Tangente in 4, wenn B nach 
A konvergiert.? Dieser Satz gilt dann natürlich für jede beliebige einfache Raumkurve. 

Weiter lässt sich zeigen, dass ein ebener Schnitt der Tangentenfläche eines Ele- 
mentarbogens, also auch einer beliebigen, einfachen Raumkurve, eine einfache, ebene 


Kurve ist.? 
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Indem wir schliesslich unsere Definition der einfachen Raumkurven erwei- 
tern, derart, dass auch Kurven, welche sich ins unendliche erstrecken, in Be- 
tracht genommen werden, folgt dann sofort, dass eine perspektive Transforma- 
tion eine beliebige einfache Kurve in eine einfache Kurve überführt. 

34. Durch projektive Transformation wird man ferner aus unserer ursprüng- 
lichen Definition der einfachen Raumkurven den folgenden Satz erhalten: 

Eine Raumkurve ist dann und nur dann einfach, wenn folgende Bedingungen 
erfüllt sind: 

1. Kein Teil der Kurve ist eben (oder geradlinig). 

2. Es gibt eine Gerade g, derart, dass eine Projektion der Kurve auf diese 
Gerade existiert, welche abteilungsweise monoton ausfällt. 

3. Jeder Punkt der Kurve hat eine eindeutig bestimmte Tangente. 

4. Es gibt eine Ebene, welche die Tangentenfläche der Raumkurve in einer 
einfachen ebenen Kurve schneidet. 

Es sei noch bemerkt, dass jede einfache Raumkurve den von SrAUDT' schen 
Sätzen, welche von A. KxEsER als Kurvendefinition benutzt worden sind, ! Ge- 
'nüge leisten. 

35. Es sei eine reelle stetige Funktion f(x) einer reellen Veränderlichen x 
in einem”gewissen Intervall (a,b) vorgelegt. Für einen bestimmten Wert x wol- 
len wir dann als Grenzquotienten der Funktion im Punkte x jeden Grenzwert 


lim BUDE INS) 
5s rt 
bezeichnen, wo die Reihe z,,2,,...25 ...... eine Fundamentalreihe mit dem Grenz- 
1? 





punkte x bedeutet. Für jede derartige Fundamentalreihe gibt es wenigstens einen 
Grenzquotienten. Wenn z,,2,,2,,... alle auf der rechten (bezw. linken) Seite von 
x liegen, so spricht man von rechtsseitigen (bezw. linksseitigen) Grenzquotienten. 

Hilfssatz I. Wenn für eine reelle stetige Funktion f(x) in; jedem inneren 
Punkte des Intervalls (a,b) einer ihrer rechtsseitigen Grenzquotienten gleich Null aus- 
fallt, dann hat die Funktion in dem betrachteten Intervall stets denselben Wert. 

Der Satz wird folgendermassen bewiesen. Wenn die Kurve y — f(x) nicht 
mit einer geraden Linie parallel zur x-Achse zusammenfiele, so behaupten wir, 
dass man einen Wert x finden könnte, wo kein rechtsseitiger Grenzquotient gleich 
Null sein könnte. Dies leuchtet unmittelbar ein, wenn die Kurve eine schräge 
gerade Linie oder ein konvexer Bogen ist, und für die anderen Fälle werden die 
folgenden Überlegungen ausreichen: Man kann immer eine nicht zur a-Achse 
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parallele Gerade g finden, welche 3 Punkte 4,B,C mit der Kurve gemein hat, 
derart, dass die Bögen AB und BC nicht auf derselben Seite der Geraden g 
liegen. Es lässt sich hiernach auf jedem dieser Bögen einen Punkt M bezw. N 
auffinden, dessen Abstand von g ein Maximum wird. Diejenigen Geraden m und 
n, welche durch M und N parallel zu g gezogen werden können, müssen dann 
den ganzen Bogen A4 BNC einschliessen, und es werden deswegen die Punkte 
M und N nicht beide die Bedingung erfüllen können, einen rechtsseitigen Grenz- 
quotienten gleich Null zu besitzen. 

Hilfssatz II. Wenn für eine gegebene stetige Funktion f(x) jedem Punkt x des 
Intervalls (a, b) ein rechtsseitiger Grenzquotient p (x) entspricht, derart, dass die Funk- 
tion p(x) stetig wird, so ist f (x) differenzierbar, und es ist f' (x) — p(x). 


Zum Beweis hat man nur den vorigen Hilfssatz I auf die Funktion 
T 


(x) — | (ip (x) dx anzuwenden. 

à 

Es sei nun eine beliebige ebene Jordankurve À B mit den Endpunkten 4, 5 
vorgelegt. Für einen beliebigen Punkt M der Kurve, welcher von 4 und B 
verschieden ist, wollen wir als Grenzrichtung der Kurve im Punkte M jeden Halb- 
strahl bezeichnen, welcher als Grenzlage eines Halbstrahls M M;(; ,,, entsteht, 
indem M,, M,, ... M;... eine Fundamentalreihe auf der Kurve mit dem Grenz- 
punkt M bezeichnen. Wenn M,M,... auf der Kurve auf derselben Seite von 
M liegen, sprechen wir von einer rechtsseitigen (bezw. linksseitigen) Grenzrichtung, 
indem wir nach Willkür den einen Umlaufssinn als den rechtsseitigen, den andern 
als den linksseitigen bezeichnen. 

Aus dem Hilfssatz II ergibt sich nun durch projektive Transformation der 

Hilfssatz III. Wenn es für eine ebene Jordankurve, welche mit jedem Strahl 
eines bestimmten gegebenen Strahlenbüschels höchstens einen Punkt gemein hat, mög- 
lich ist, zu jedem ihrer Punkte P (die Endpunkte ausgenommen) eine rechtsseitige 
dem Strahlenbüschel nicht angehörige Grenzrichtung p anzugeben, derart, dass die 
Richtung p stetig mit P variiert, so hat die Kurve in jedem Punkte P eine be- 
stimmte Tangente, und diese Tangente ist p. 

36. Wir gehen nun daran, den folgenden Hauptsatz zu beweisen: 

Wenn eine Raumkurve k in jedem Punkt eine bestimmte Tangente und eine be- 
stimmte, mit dem Punkte stetig variierende Schmiegungsebene hat; wenn ausserdem 
eine Projektion der Kurve auf eine Ebene & existiert, welche eine einfache ebene Kurve 
k, ist, während keine Schmiegungsebene eine projizierende Ebene ist, und wenn 
schliesslich eine Gerade g vorhanden ist, welche von der Folge der Schmiegungsebenen 
in einer abteilungsweise monotonen Punktreihe geschnitten wird, so muss die Kurve 


k eine einfache Raumkurve sein. 
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Wir können uns offenbar auf den Fall beschränken, wo die Projektion auf 
die Ebene « eine Parallelprojektion ist, und wo die Gerade g unendlich fern ist; 
ferner wird es ausreichen, den Fall zu erledigen, wo die ebene Kurve k, ein kon- 
vexer Bogen ist, dessen Totalkrümmung <i. Wir wählen auf k einen bestimm- 
ten Umlaufssinn als den rechtsseitigen und haben dann in der Projektion k, ei- 
nen entsprechenden (rechtsseitigen) Umlaufssinn. Keine Schmiegungsebene ist 
eine projizierende Ebene, und es wird dann auch keine Tangente von k ein Pro- 
jektionsstrahl sein können. Die rechtsseitigen Halbtangenten von k werden in 
rechtsseitige Halbtangenten von 4, projiziert. Keine zwei Halbtangenten von # 
kónnen parallel sein, es müssten denn ihre Projektionen auch parallel sein. 

In jedem Punkt A von & haben wir eine bestimmte Schmiegungsebene c 
als Grenzlage einer Ebene, welche durch die Tangente a in 4 und durch einen 
Punkt 5 von £ hindurchgeht, welcher nach A konvergiert; und es ist dabei ohne 
Belang, von welcher Seite B sich 4 nähert: da nun die Projektion k, konvex 
vorausgesetzt ist, und die Schmiegungsebene keine projizierende Ebene sein kann, 
so wird ersichtlich, dass die Halbebene, welche von der Tangente a begrenzt 
wird und den Punkt B enthält, bei dem genannten Grenzübergang eine eindeu- 
tig bestimmte Grenzlage «, erreichen muss. Diese Halbebene c, nennen wir die 
Schmiegungshalbebene in A. Der Bogen AB auf k enthält wenigstens einen Punkt 
M (zwischen A und B), dessen Tangente zur Ebene aB parallel läuft, und wenn 
wir uns B auf der Kurve k auf der rechten Seite von A angenommen denken, 
so wird die Halbebene, welche von der Tangente a begrenzt wird und einen 
Halbstrahl enthält, welcher der rechtsseitigen Halbtangente m, in M gleichgerich- 
tet ist, nach der Schmiegungshalbebene konvergieren, wenn B nach 4 konver- 
giert; dies ergibt sich unmittelbar durch Betrachtung der Projektion k,. Aus 
diesen Tatsachen können wir nun gleich die folgenden Eigenschaften des Rich- 
tungskegels ableiten, indem wir uns auf den Mantel dieses Kegels beschränken, 
dessen Seitenlinien den rechtsseitigen Halbtangenten von k parallel laufen: 1) Der 

Kegel hat keine Doppelseitenlinien; 2) die Projektionen seiner Seitenlinien auf 
“die Ebene « bilden einen monoton verlaufenden Strahlenbüschel in dieser Ebene: 
3) jeder Seitenlinie a! (parallel zur rechtsseitigen Halbtangente a, eines Punktes 4 
der Raumkurve; vgl. die Bezeichnungen oben) entspricht eine bestimmte Funda- 
mentalreihe von Seitenlinien m,,m',.... mit der Grenzlinie a', derart, dass die 
Halbebene, welche von a! begrenzt wird und m; enthält, nach einer Grenzlage 
konvergiert, welche zur Schmiegungshalbebene der Kurve kin 4 parallel ist. 
Schneidet man also unseren Richtungskegel mit einer Ebene, und wendet man 
auf die Schnittkurve den früher bewiesenen Hilfssatz III an, so ergibt sich, dass 
der Richtungskegel làngs jeder Seitenlinie eine bestimmte Tangentialebene besitzt, 
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welche zur Schmiegungsebene der Kurve k in dem entsprechenden Punkte pa- 
rallel ist und in zwei entgegengesetzte Tangentialhalbebenen zerfällt, eine rechts- 
seitige und eine linksseitige. 

Wir gehen nun dazu über, die letzte unserer Voraussetzungen über die 
Kurve zu benützen, nämlich die Bedingung, dass eine Gerade g existiert, welche 
von der Folge der Schmiegungsebenen in einer abteilungsweise monotonen Punk- 
reihe geschnitten wird. Ohne die Allgemeinheit der Untersuchung zu beschränken, 
können wir, wie schon bemerkt, annehmen, dass die Gerade g unendlich fern ist. 
Es leuchtet dann ein, dass wir zu den bereits gefundenen Eigenschaften des 
Richtungskegels auch diese hinzufügen können, dass die Folge der Tangential- 
ebenen des Kegels von der Geraden g in einer abteilungsweise monotonen Punkt- 
reihe geschnitten wird. Und hieraus folgert man dann weiter, dass der Richt- 
tungskegel ein einfacher Kegel ist. Hiermit ist dann der Beweis unseres Haupt- 
satzes vollständig erledigt. 

37. Auf die vorhergehenden Resultate über einfache Raumkurven wollen 
wir im folgenden das Dualitätsprinzip anwenden, indem wir definieren: 

Ein stetiges Ebenensystem (das eindeutige und stetige Bild eines linearen 
Punktintervalls, durch dessen Punkte die Ordnung der Ebenen im System angege- 
ben wird) heisst einfach, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind: 

1. Das Ebenensystem enthält keine stetige Folge, die durch dieselbe Gerade 
oder durch denselben Punkt geht. 

2. Es gibt eine Gerade g, welche das Ebenensystem in einer abteilungsweise 
monotonen Punktreihe schneidet. 

3. Für jede Ebene des Systems existiert eine bestimmte Charakteristiklinie. 
welche als eindeutige Grenzlage der Schnittlinie der Ebene mit einer Nachbar- 
ebene erzeugt wird 

4. Es gibt eine Ebene « und einen Punkt ©, derart, dass von O aus die 
Charakteristiklinien auf sin ein einfaches Geradensystem projiziert werden. 

Man wird nun-aus den vorhergehenden Resultaten sofort schliessen können, 
dass die Schmiegungsebenen einer einfachen Raumkurve ein einfaches Ebenen- 
system bilden; nach dem Dualitätsprinzip wird es aber dann auch umgekehrt 
gelten, dass jedes einfache Ebenensystem aus Schmiegungsebenen einer einfachen 
Raumkurve k bestehen muss. Jede Ebene « des Systems hat einen Charakteristik- 
punkt, welcher als Grenzlage des gemeinsamen Punktes von 3 Ebenen des Sy- 
stems entsteht, welche alle gegen « konvergieren (von derselben Seite); dieselbe 
Grenzlage wird von dem Schnittpunkte der Charakteristiklinie der Ebene « und 
einer Nachbarebene erreicht, welche gegen s konvergiert. Die Charakteristik- 


punkte bilden die obengenannte Kurve k. 
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38. Um zu erkennen, ob ein vorgelegtes Ebenensystem einfach ist, wird es 
sehr wichtig sein, den folgenden Satz zu haben: 

Ein stetiges Ebenensystem ist einfach, wenn folgende Bedingungen erfüllt sind. 

r. Jede Ebene c des Systems besitzt eine bestimmte Charakteristiklinie k, die 
als eindeutige Grenzlage der Schnittlinie der Ebene s mit einer Ebene s, entsteht, 
wenn e, nach & konvergiert. 

2. Die Ebene « besitzt ausserdem einen bestimmten Charakteristikpunkt K, der 
als eindeutige Grenzlage des Schnittpunktes von k und «, entsteht, wenn s, nach « 
konvergiert. 

3. Der Charakteristikpunkt K variiert stetig mit e, und wenigstens eine seiner 
rechtwinkligen Koordinaten variiert abteilungsweise monoton. 

4. Es gibt eine Ebene, welche das vorgelegte System in einem einfachen ebenen 
Geradensystem schneidet, und welche keinen Charakteristikpunkt enthält. 

Der Satz ergibt sich ohne weiteres durch Anwendung des Dualitätsprinzips 
auf den früher bewiesenen Hauptsatz (36) über einfache Raumkurven. 

39. Unter einer Normkurve im Raume verstehen wir eine einfache Kurve, 
deren Normalebenen ein einfaches Ebenensystem bilden. Wir behandeln nur 
Normkurven, welche in einem beschränkten Teil des Raumes liegen; die Unter- 
suchungen können aber leicht auf den allgemeinen Fall ausgedehnt werden. 

Da die Normalebenen einer einfachen Kurve immer den Tangentialebenen 
eines einfachen Kegels parallel sind, so werden die Bedingungen dafür, dass die 
Normalebenen ein einfaches Ebenensystem bilden nach 37 darauf beschränkt 
werden können, dass ı) jede Normalebene der Kurve eine bestimmte Charakte- 
ristiklinie, die Arümmungsachse in dem entsprechenden Punkte der Kurve, hat; 
2) die Projektionen der Krümmungsachsen auf eine Ebene (z. B. eine Koordi- 
natenebene) ein stetiges Geradensystem mit bestimmten Charakteristikpunkten 
bilden, deren eine Koordinate abteilungsweise monoton variiert. 

Noch einfacher ausgedrückt können wir nach dem vorhergehenden Satz (38) 
die Bedingungen in folgende Form bringen: 

Eine einfache Kurve im Raume ist dann und nur dann eine Normkurve, wenn 

1. jede Normalebene eines Punktes P der Kurve eine bestimmte Charakteristik- 
linie und einen bestimmten Charakteristikpunkt K hat; 

2. der Charakteristikpunkt K stetig mit P variiert, und eine seiner rechtwink- 
ligen Koordinaten abteilungsweise monoton variiert. 

Dieser Satz wird bei den gewöhnlichen analytischen Darstellungen sofort 
zur Anwendung kommen können. 

40. Den geometrischen Ort des Charakteristikpunktes nennen wir die Pol- 


kurve der gegebenen Kurve. Da die Polkurve einfach ist, kann man sie in eine 
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endliche Anzahl Bögen zerlegen, deren jeder höchstens 3 Schmiegungsebenen 
durch denselben Punkt haben. Einem solchen Bogen der Polkurve entspreche 
nun ein Bogen 6 auf der ursprünglichen Kurve. Es leuchtet ein, dass b von 
einer beliebigen Kugel in höchstens 4 Punkten geschnitten wird: denn das Vor- 
handensein von 5 gemeinsamen Punkten würde bedingen, dass man durch den 
Mittelpunkt der Kugel 4 Normalebenen an die Kurve 5 legen könnte. Ferner 
ist ersichtlich, dass eine Kugel durch 4 veränderliche Punkte des Bogens b, welche 
alle derselben Grenzlage M zustreben, sich einer eindeutig bestimmten Grenzlage 
nähern muss, der Schmiegungskugel in M, deren Mittelpunkt nach dem M ent- 
sprechenden Punkte auf der Polkurve fällt. Ebenfalls werden die Existenz des 
Schmiegungskreises und dessen wesentlichste Eigenschaften leicht bewiesen. 


6. Die Abwickelung der Tangentenfläche einer einfachen Raumkurve. 


41. Dass die Tangentenfläche einer einfachen Raumkurve auf eine Ebene 
abwickelbar ist, folgt aus einem allgemeineren Satz von H. LEBESGUE,! nach 
welchem die Tangentenfläche einer Raumkurve dann und nur dann abwickelbar 
ist, wenn es ihr Richtungskegel ist. 

Hier wollen wir nur auf die Konstruktion der Abwickelung hinweisen. Einem 
beliebigen Punkt P der gegebenen Raumkurve AB entspricht eine bestimmte 





Bogenlänge s — AP und eine (rechtsseitige) Halbtangente, deren Richtung durch 
die entsprechende Seitenlinie m, des Richtungskegels dargestellt wird. Jedem 
Wert von s entspricht sonach eine Seitenlinie m, des (rechtsseitigen) Richtungs- 
kegels. Man breitet nun diesen Kegel in die Ebene aus, und m, wird dann in 
einen bestimmten Halbstrahl m’, überführt. Jedem Wert von s entspricht sonach 
eine bestimmte Richtung m’, in der Ebene, und nun konstruieren wir mit Hilfe 
dieser Beziehung eine ebene Kurve, die wir uns von einem beweglichen Punkte 
M durchlaufen denken, derart, dass wenn der von M zurückgelegte Weg die 
Länge s hat, die M ensprechende vorwärtszeigende Halbtangente gerade die 
Richtung m’, hat. Die so hergestellte Kurve bildet mit ihren Tangenten zusam- 
men die Abwickelung der gegebenen Fläche. Sie ist eine einfache Kurve. 

42. Wenn wir in der Abwickelung eine beliebige gerade Linie / auswählen 
und zur Tangentenfläche zurückgehen, wird / in eine geodätische Kurve auf dieser 
Fläche verwandelt. Da der Richtungskegel dieser Kurve offenbar durch Rollen 
einer Ebene auf dem Richtungskegel der ursprünglichen Kurve entsteht, wird 


sie notwendig eine einfache Kurve. 


* H. Leseseve: Intégrale, Longueur, Aire. These. Milan 1902, p. 103—107. 
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Wenn eine Ebene e auf der Tangentenfläche rollt, werden ihre geraden Linien 
alle in geodätische Kurven überführt, und während der Rollbewegung sind sie 
Tangenten dieser Kurven. Hierdurch zeigt sich, dass jeder Punkt der Ebene « 
eine Kurve beschreibt, deren Tangente senkrecht zu allen geraden Linien der 
Ebene ist, also seukrecht zu dieser Ebene selbst. 

Umgekehrt, wenn die Fläche auf einer Ebene & rollt, wird jeder mit der 
Flüche fest verknüpfte Punkt (ausserhalb der Berührungserzeugenden), dessen 
augenblickliche Lage in e fällt, eine Kurve beschreiben, deren Tangente senkrecht 
zu e ist. Hierdurch wird es wiederum möglich zu zeigen, dass jeder Punkt M 
im Raume, welcher mit der Fläche während der Rollbewegung fest verbunden ist, 
eine Kurve beschreibt, deren Normalebene in M durch die Erzeugende e, längs welcher 
die Fläche die Ebene & augenblicklich berührt, hindurchgeht. 

Um dies zu zeigen, betrachten wir eine andere Erzeugende e, auf der Fläche, 
welche durch die Rollbewegung in die Gerade e, der Ebene « überführt wird. 
Die Tángentialebene z, längs e, wird gleichzeitig in s überführt. Durch den 
Schnittpunkt P von e, mit e ziehen wir nun eine Gerade a, derart, dass e, durch 
Rotation um einen gewissen Winkel « um a in « überführt werden kann, wührend 
e, bei derselben Rotation eine Lage erreicht, welche parallel zu e, läuft; es wird 
dann möglich sein, die in Rede stehende Rollbewegung aus dieser Rotation und 
einer nachfolgenden Parallelverschiebung in eine zu e parallele Richtung zusam- 
menzusetzen. 

Fassen wir nun diese Verhältnisse ins Auge, wie sie sich bei dem Grenz- 
übergang von e, nach e gestalten, so sehen wir, dass die Rotationsachse a, 
welche durch den Punkt P geht, sich der Erzeugenden e nähert; lassen wir näm- 
lich den Richtungskegel der Fläche auf der Ebene e rollen, indem er in der 
Anfangslage diese Ebene längs der zu e parallelen Seitenlinie e' berührt, so wird 
man den Kegel in die Lage, in welcher die zu e, parallele Seitenlinie e', in die 
Ebene hinein gelangt, durch eine Rotation um eine zu a parallele Achse a’ über- 
führen können und diese Achse a’ konvergiert nach e', wenn e', sich e' nähert 
(vgl. 18); ferner wird der Punkt P einer bestimmten Grenzlage auf der Rückkehr- 
kante zustreben (37). 

Für einen beliebigen Punkt M im Raume, welcher mit unserer abwickel- 
baren Fläche fest verbunden ist, während diese auf der Ebene & rollt, werden 
wir nun eine folgende Lage M, finden können, wenn wir den Punkt M, erstens 
um a durch den Rotationswinkel « herumdrehen, und nachher die entsprechende 


: : : c rupes d 
Parallelverschiebung ¢ vollziehen. Nun ist es klar, dass das Verhältnis , Regen 
€ 


Null konvergieren muss. Wir wissen nümlich aus den vorhergehenden Unter- 


Acta mathematiea. 40. Imprimé le 22 avril 1915. 9 
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suchungen, dass die Punkte, deren augenblickliche Lagen in e fallen (ausserhalb 
ce) Kurven beschreiben, deren Tangenten senkrecht auf & stehen, und hieraus fol- 


AU : : 
gert man, dass lim -— 0, wenn e, nach e konvergiert. Aus diesem Umstande 
a 


schliesst man dann wiederum, dass die Grenzlage der Geraden MM, senkrecht 
auf der Ebene eM stehen muss, und hiermit ist unser Satz bewiesen. 

43. Schliesslich bemerken wir noch, dass man aus den vorhergehenden Ent- 
wicklungen sofort ersehen wird, dass die Planevolventen einer einfachen Kurve 
immer Normkurven sind. Die Filarevolventen einer einfachen Kurve hingegen 
sind nicht einmal immer einfach. Es gilt aber der Satz: 

Wenn einer Normkurve k die Bedingung auferlegt wird, dass eine ihrer Filar- 
evolventen eine Normkurve sein soll, so werden alle ihre Filarevolventen Normkurven, 
und die rektifizierenden Ebenen der Kurve k bilden ein einfaches Ebenensystem. 

Unsere Kurve wird dann den bei den Anwendungen gewöhnlich stillschwei- 
gend vorausgesetzten Eigenschaften hinsichtlich Krümmung und Torsion genügen, 
und unsere Untersuchungen erhalten hiermit einen gewissen Abschluss. 


Schlusswort. 


Die vorstehenden Betrachtungen lassen sich unschwer auf Kurven in mehr- 
dimensionalen Räumen ausdehnen. Um aber dieses in allgemeinster Form durch- 
führen zu können und um überhaupt die Begriffsbildungen der monotonen Ge- 
bilde beherrschen zu können, wird es sich als nützlich erweisen, eine allgemeine 
Theorie der monotonen Fundamentalreihen in höheren Räumen auszubilden. In 
einer folgenden Arbeit beabsichtigen wir dieser Theorie etwas näher zu treten.! 


? Vgl. die inzwischen erschienene Abhandlung des Verfassers: Introduction à la theorie des 
suites monotones. Bulletin de l'Académie royale de Danemark, 1914, S. 1—74. 
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sinleitung. 


Die Rremann’sche Zetafunktion ¢(s) der komplexen unabhängigen Variablen 
s—=0o-+it ist bekanntlich eine in der ganzen Ebene, bis auf den einzigen Pol 


s=ı, reguläre analytische Funktion, welche der Funktionalgleichung 


Las) ar cos 77 P ()E (9) 


genügt. Diese Funktionalgleichung erlaubt die Untersuchung der Zetafunktion 
auf die Halbebene ge zu beschrünken; in der Tat, wenn man die Zetafunktion 
für c > Behoreolit lasst sie sich mittels der Funktionalgleichung, welche ja die 
Werte von Zeta in den beiden Punkten s und r— s verbindet, in der übrigge- 
bliebenen Halbebene o <, studieren. 
In der Halbebene o > 1 ist [(s) durch das Eurer’sche Produkt 
2 I 
z(s) Ji "T 


dargestellt, wo p, die nt? Primzahl bedeutet; es ist also speziell ¢ (s) # 0 für o>r. 
Von dieser Produktdarstellung ausgehend habe ich in einigen früheren Abband- 
lungen durch eine arithmetisch analytische Methode, welche auf die Theorie der 
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Diophantischen Approximationen basiert ist, das Verhalten von { (s) in der Halb- 
ebene o>ı studiert und u. a. den folgenden Satz bewiesen:! Es nimmt { (s), 
bei jedem 0>0, im Streifen x «0 <1+0 jeden Wert ausser Null an, sogar unend- 
lich oft. 

Es war schon seit langem ein Problem in der Theorie der RrgMANN'schen 
Zetafunktion die Bedeutung des EurEm'schen Produktes für das analytische Stu- 
dium von £(s), und speziell zur Untersuchung des Wertevorrates von {(s), auch 


für solche Gebiete der Halbebene o>) zu erkennen, welche links von der Gera- 
den o=1 gelegen sind — obwohl das Produkt in keinem Punkte s — 6 + ?t mit 
: <o<1 konvergiert. 


In zwei Abhandlungen der neuesten Zeit? ist es gelungen, dies Problem an- 
zugreifen, und zwar mit wesentlichem Erfolg. Ein weiteres Beitrag wird in der 
vorliegenden Abhandlung gegeben. Die Möglichkeit sowohl in den beiden zitierten 
wie auch in der vorliegenden Arbeit, die EULER’sche Produktformel zur Unter- 


suchung von £(s) im Streifen -<o<ı verwenden zu können, beruht auf einer 
2 


z 


recht bemerkenswerten Tatsache, die übrigens leicht aus einem von Herrn ScHNEE 
herrührenden Mittelwertsatz in der Theorie der DrricaLeT'schen Reihen abgeleitet 
werden kann, und die, allgemein gesprochen, folgendermassen ausgedrückt wer- 
den kann: Das Eurer’sche Produkt konvergiert wohl in keinem Punkte s 


des Streifens 2 OS d. h. bei festem in diesem Streifen gelegenem s strebt 


N 
Il (roa ji mit wachsendem N keinem bestimmten endlichen von Null ver- 


n=1 


N 
schiedenen Grenzwerte zu; trotzdem konvergiert aber das Produkt [[ (x — 7,» 


n-l 
: A OST : 
wenn mann kein festes s sondern das ganze unendliche Gebiet 7 «c <1 ins Auge 


fasst, im Grossen und Ganzen gegen die Grenzfunktion Z(s); genau ausgedrückt 
(in der Form, in welcher diese Tatsache in der letzten der beiden zitierten 
Abhandlungen benutzt wird, welche das Verhalten auf einer festen Geraden 


o =o, des Streifens - «g «1 behandelt): Es sei 6, eine Zahl im Intervalle - <o<I 


| H. Bour: Über das Verhalten von £(s) in der Halbebene o > 1. (Göttinger Nachrichten 
1911). Der Leser braucht übrigens für das Verständnis der vorliegenden Abhandlung weder 
die hier zitierte, noch die späterhin zu zitierenden Arbeiten über die Zetafunktion zu kennen. 

? H. Bonr und E. Laxpau: Sur les zéros de la fonction £(s) de Riemaxx (C. R. Paris. 1914). 


H. Bour und R. Covnawr: Neue Anwendungen der Theorie der Diophantischen Approximationen auf 
die Rismaxx'sche Zetafunktion (Crelles Journal, 1914). 
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und e>o, d>o beliebig gegeben; dann gibt es dazu ein N, — N,(o,, ¢,0) mit 
folgender Eigenschaft: bei jedem festen N>N, ist für alle hinreichend grosse T 
die Summe der Längen der Intervallen der reellen Variablen t zwischen — T und 
+T, für die 


C (0, t 
= BEEN —1|<e 


II a - >»; +0) 
n=1 
ist, dividiert mit der Gesamtlänge 27', grösser als 1 — 6. 

Bevor ich dazu übergehe, das Ergebnis der vorliegenden Abhandlung kurz 
auseinanderzusetzen, werde ich zunächst zu Orientierung die Resultate der bei- 
den oben zitierten Abhandlungen kurz erwähnen. 

Die erste Abhandlung, welche von Herrn Lanpav und mir herrührt, be- 
handelt das Problem der Nullstellen der Zetafunktion. In einer früher verfassten 
gemeinsamen Arbeit! hatten wir den Satz bewiesen: Es bezeichne, bei festem à > o, 


N(T) die Anzahl der Nullstellen von 5 (s) im Gebiete o> : +0, —T «t« T; dann 


ist für unendlich wachsendes T 
(1) N (T) — O(T).? 


Nur wegen der besonderen Wichtigkeit der Nullstellen von Z(s) hatten wir 


in dieser Abhandlung unsere Methode auf die Abschätzung der Anzahl der Wur- 
zeln von Z(s)—o0 beschränkt und sie nicht allgemein zur Abschätzung der An- 





‘ H. Bour und E. Laxpau: Ein Satz über Diricurer'sche Reihen mit Anwendung auf die £- 
Funktion und die L-Funktionen (Palermo Rendiconti, 1914). 
? Damit hatten wir, unter Berücksichtigung bekannter Tatsachen, speziell gezeigt: Die dem 


3x dis E : EURE: = I 
Streifen o «a <1 gehörigen Nullstellen von £(s) liegen meist in nächster Nühe der Geraden o = 5; d.h. 
wenn (7) bezw. ¢(T) die Anzahl derjenigen Nullstellen von £(s) im Rechtecke o<o< itp 


à cya I 2 I , - 
— T<t<T bezeichnet, welche dem schmalen Streifen SU >+ö angehören bezw. nicht 


angehören, so gilt bei jedem © > o die Gleichung 


(Zi) 


lim * 10! 
T= e( TER 


Dieser letzte Satz ist das eine zweier Resultaten, durch welche es in der neuesten Zeit gelungen 
ist, dem RrEMaNN'schen Problem der Nullstellen der Zetafunktion im kritischen Streifen O<a<I 
wesentlich näher heranzurücken. Das andere Resultat ist die von Herrn Harpy (Sur les zéros 
de la fonction £(s) de Riemaxx, C. R. Paris 1914) gemachte Entdeckung, dass auf der Geraden 


I : i 
a= _ unendlich viele Nullstellen von £(s) gelegen sind. 
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zahl N,(T) der Wurzeln von Z(s) = a in demselben Gebiete 6 > : +0,—T<I<T 


verwendet; wörtlich dieselbe Methode ergibt bei jedem komplexen a das ent- 
sprechende Resultat: 


(2) Na(T) = O(T). 


In der später verfassten Note in den Comptes rendus konnten wir, für die An- 
zahl der Nullstellen, unser früheres Ergebnis N (T) = O(T) durch das weiterge- 
hende Resultat N(T)=o(T) ersetzen, d. h. die Relation 


: N(T) 
lim sup —,— « o 
Tao 1 
dahin verschärfen, dass sogar 
cepe) bee 
(3) Immo 


ist. Die Methode, welche uns dieses letzte Resultat ergibt, beruht, wie oben er- 
wähnt, auf die Idee der Verwendung des divergenten EULER’schen Produktes für 


den Streifen 0x I; sie ist prinzipiell nur zur Abschätzung der Anzahl der 


Nullstellen — und nicht wie die frühere Methode auch zur Abschätzung der 
Anzahl der a-Stellen — verwendbar. 

In der zweiten der oben zitierten Abhandlungen, welche von Herrn COURANT 
und mir herrührt, untersuchen wir die Werte, welche ¢ (s) auf vertikalen im Strei- 


I : : : : 
fen = «e X1 gelegenen Geraden o =o, annimmt. Wir beweisen durch eine Ge- 


neralisation meiner früheren für die Halbebene o>1 ausgearbeiteten arithme- 
tischen Methode den Satz: 


Satz I: Es liegen bei jedem festen o, des Intervalles 5 « g € 1 die Werte, welche 


Z(s) auf der vertikalen Geraden 6 = o, annimmt, in der ganzen Z-Ebene überall dicht. 
Dieser Satz, welcher das intrikate Verhalten von Z(s) im kritischen Streifen 
in prägnanter Weise zum Ausdruck bringt, enthält speziell, das Z (s) im Streifen 


I : = aes : 1 
„<e<ı jeden komplexen Wert beliebig nahe kommt; er liefert aber keine be- 
stimmte Aufklärung über die Werte, welche Z (s) in diesem Streifen tatsächlich 


annimmt, d. h. der Satz erlaubt für keinen einzigen Wert zu entscheiden, ob er 


im Streifen - «6 «1 angenommen wird oder nicht. Uber die Frage der Werte 
2 


von Z(s) im Streifen - «o «1 war es vor einigen Jahren Herrn Lanpau und mir 
2 


z 
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gelungen, unter Annahme der Richtigkeit der Rıemann’schen Vermutung über die 
Nullstellen von {(s), d. h. unter der Annahme Z5 (s)z o für o > =, das recht be- 
merkenswerte Resultat zu erschliessen,! dass ¢(s) in jedem vertikalen Streifen 
««co«p mit : <a<pß<r sämtliche von Null verschiedenen Werte annimmt. Auf 
sicherem Boden, d. h. ohne Annahme der RıemAnn’schen Hypothese, war aber 
bis jetzt über den Wertevorrat von ¢(s) im Streifen > <o < t sehr wenig bekannt. 


Ich beweise nunmehr in der vorliegenden Abhandlung, von der EuLer’schen 
Produktformel ausgehend und in wesentlicher Anknüpfung an die von Herrn 
CouRANT und mir ausgearbeiteten arithmetischen Methode, dass die obige Aus- 
sage über die Werte von {(s), welche von Herrn Lanpav und mir als eine Fol- 
gerung der RrgMANN'schen Hypothese gewonnen wurde, unabhängig von der Rich- 
tigkeit oder Unrichtigkeit dieser Hypothese wahr ist, d. h. ich beweise den Satz: 


Satz II: Es sei : <a<pP<1. Dann nimmt 5 (s) im Streifen « «o «€ B jeden 


von Null verschiedenen Wert an, sogar unendlich oft. 

Es ist zu beachten, dass während dieser Satz über den Wertevorrat W,,; 
von C (s) im Streifen « «o « 8 unter Annahme der Richtigkeit der RIEMANN’schen 
Hypothese ein endgültiges Resultat liefert, nämlich: es wird jeden Wert a «o 
unendlich oft, den Wert o dagegen gar nicht angenommen, erlaubt der Satz, 
wenn keine Hypothese über die Nullstellen hineingezogen wird, nicht den Werte- 
vorrat W,; vollständig zu bestimmen; er besagt nur: W,; enthält gewiss jeden 
von Null verschiedenen Wert, lässt aber die Frage offen, ob die Menge W,,; aus 
den sämtlichen Werten überhaupt, oder aber aus den sämtlichen Werten mit 
Ausnahme von Null besteht. Es scheint vorläufig, als ob die Untersuchungs- 
methode bei der Entscheidung dieser letzten Frage, d. h. bei der Entscheidung 


des fundamentalen Rremann’schen Problems, ob £ (s) im Streifen * <o <1 tatsüch- 
lich Nullstellen besitzt oder nicht, prinzipiell versagt. ? 

Über das Problem der a-Stellen bei von Null verschiedenem a erlaubt aber 
die Methode der vorliegenden Abhandlung nicht nur den Existenzsatz II auf si- 
cherem Boden zu stellen, sondern auch den folgenden viel weitergehenden Satz 
zu beweisen: 


Satz III: Es sei -« «««x und aso; es bezeichne Mis (T) die Anzahl 


der a-Stellen von b(s) im Rechteck a «o «B, —T «t«T. Dann ist 





! H. Bour und E. Laxpau: Beiträge zw Theorie der Riemany'schen Zetafunktion (Math. 
Annalen, 1913). 


-1 
bo 


Harald Bohr. 


lim int Haas (D) 


mu T 0; 


d. h. es gibt eine positive Konstante k — k(a,«,f) derart, dass für alle hinreichend 
grosse T 

(4) Mao (T)> kT 

ist. 

Durch diesen Satz ist es gelungen, die »wahre Grössenordnung» der Funk- 
tion M, (T) festzustellen; denn, wie aus der von Herrn Lanpav und mir be- 
wiesenen Relation (2) unmittelbar folgt, gibt es andererseits eine positive Kon- 
stante K = K (a,«, 9) derart, dass für alle hinreichend grosse T 


Mae UD esse Ren 
ist. 
Es bezeichne, stets für - «a «g«r, Mo45;(T) die Anzahl der Nullstellen 


von £(s) im Rechteck « «o « 8, —T «t « T; dann ist nach der Relation (3) 


lim Mos (T) 


T=» 


Unter Berücksichtigung dieser letzten Gleichung ergibt sich aus (4) das sehr be- 
merkenswerte Resultat: Hs ist bei jedem a x o 


lim Mo, 3 (T) ar 
T= Ma, (T) 1 


d. h. ungenau ausgedrückt: die Anzahl der Nullstellen von Z(s) im Streifen 
«<o<, wenn es überhaupt solche gibt, ist jedenfalls von kleinerer Gróssen- 
ordnung als die Anzahl der a-Stellen bei beliebig gegebenem a» o. Es ist hier- 


mit zum ersten Male festgestellt, dass für die Werte von Z(s) im Streifen =< 0 «I 


die Zahl Null, mag sie in der Wertmenge enthalten sein oder nicht, eine allen übri- 
gen Zahlen gegenüber besondere Rolle spielt. 

Bei den folgenden Untersuchungen werde ich mich nicht auf den Beweis 
der soeben erwähnten Resultate über Z(s) beschränken, sondern dieselbe sogleich 
in einer etwas allgemeineren Form beweisen, die ich erhalte, indem ich einerseits 


die Resultate für den Halbstreifen "<< 1,t>o statt für den ganzen Streifen 


„<o<ı ableite, und andererseits — was wesentlicher ist — die Funktion log © (s) 
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statt ¢(s) selbst studiere. Bevor ich die somit erhaltenen verallgemeinerten 
Resultate kurz angebe, ist zunächst zu erklären, was dabei unter log Z(s) in 


I : : : : 
der Halbebene 02 zu verstehen ist: Es bezeichne, wie durchweg im folgenden, 


SN : = : I 
G dasjenige einfach zusammenhängende Gebiet, das aus der Halbebene o > 
5 


entsteht, wenn erstens das reelle im Punkte s— r ausmündenden Intervall 


I 4 M. I A. 
«sr und zweitens, bei jeder eventuellen der Halbebene e > - angehörigen 
DEA — 2 


Nullstelle o,+ it, von ¢(s), die horizontale Strecke = <o<o,,t=t, entfernt wird. 


In diesem Gebiete @ zerfällt der Logarithmus von £(s) in unendlich vielen ein- 
deutigen regulären Zweigen; unter log Z(s) soll derjenige in @ reguläre Zweig 
verstanden werden, welcher für reelle s > ı reell ist. Für die somit in G definierte 
Funktion log ¢(s) werde ich alsdann die beiden folgenden Sätze A und B be- 
weisen, von denen der erste eine Generalisation des von Herrn Courant und 
mir bewiesenen Satzes I bildet, während der zweite den Satz III und somit à 
fortiori den Satz II als speziellen Fall enthält. 


Satz A: Es sei o, eine feste Zahl des Intervalles - «co X1; dann liegen die 


Werte, welche log 5 (s) in denjenigen Punkten der Halbgeraden 6 =0,, t > o annimmt, 
die dem Gebiete G angehören, in der ganzen Ebene überall dicht. 


Satz B: Es sei "<a <P<1 und a eine beliebige komplexe Zahl (Null nicht 


ausgeschlossen). Hs bezeichne L..,s(T) die Anzahl der Wurzeln von log C(s) —a 
in demjenigen Teil des Gebietes G, der dem Rechtecke «<o<P,o<t<T angehört. 
Dann ist 


: : D a, (i) 
Dd inf T 


>o, 
d. h. es gibt eine positive Konstante C — C (a,«, 9) derart, dass für alle hinreichend 
grosse T 
Lee SCH 
ist. 
In diesem letzten Satze ist speziell enthalten, dass log L (s) in jedem Strei- 


fen « «o € B mit = <a<Pp<ı jeden komplexen Wert unendlich oft annimmt. Dies 
Í 5 | 1 1 


Resultat ist, selbst unter Annahme der Richtigkeit der RrEMANN'schen Hypo- 
these ein neues; in der Tat, die funktionentheoretische Methode von Herrn Lax- 
DAU und mir, durch welche wir unter Benutzung der RiEMANN'schen Hypothese 
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bewiesen haben, dass [(s) im Streifen « «6 « jeden Wert ausser Null annimmt, 
ist unfähig, das schärfere Resultat: es nimmt log Z(s) im Streifen « «o « je- 


den Wert an, zu ergeben. 


Die obige im Gebiete G definierte reguläre Funktion log £ (s) ist, wie aus 
der EuLER'schen Produktformel unmittelbar folgt, in der Halbebene 6 > 1 durch 
die Reihe 

log & (s) — — Ÿ Log (1 — p; *) 


n=1 
dargestellt, wo fiir einen 2 mit positivem reellem Teil Log x stets den Hauptwert 


bezeichnen soll, d. h. denjenigen Wert, dessen imaginäre Teil zwischen — und 


af - gelegen ist. Ich schreibe nun, bei festem N > r, nicht nur in der Halb- 


ebene o>1, sondern im ganzen Gebiete G 


N 
log £(s) =— Log (1 — v, *) 4 Ex (s); 
n=1 
hierbei bedeutet also Rx (s) diejenige in @ reguläre Funktion, welche in der Halb- 
ebene o » 1 durch die Reihe 


Ry (s) = — Ÿ Log (1— p;*) 
n=N+1 
definiert ist. 


Die folgende Untersuchung von log Z(s) zerfällt nunmehr in drei Para- 
graphen. 

In $ ı wird das Verhalten des »Restes» Ry(s) mit Hilfe der ScHNEE’schen 
Mittelwertsatzes untersucht; es wird hierbei nicht etwa der Rest Ry(s) bei fest 
gehaltenem s für unendlich wachsendes N abgeschätzt, sondern es wird gezeigt 
(vergl. die obigen Bemerkungen über den »Rest» des EuLer’schen Produktes), 
dass bei festem sehr grossem N der Rest Rx (s) in den meisten Gebieten des 


unendlichen Streifens =< o « I sehr klein ist. 


In $2 bezw. $3 wird zunächst mit Hinblick auf den Beweis des Satzes A 
bezw. B, der »Anfang» 
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durch die arithmetische Methode, in der generalisierten, sich auf die Idee der geo- 
metrischen Wahrscheinlichkeit stützenden Form untersucht. Schliesslich werden, 
in denselben Paragraphen 2 und 3, unter Heranziehung des Resultates von Sim: 
die Beweise der beiden Hauptsütze A und B vollendet. 


Sur 
Abschätzung des Restes. 


Der Ausgangspunkt der Untersuchungen dieses Paragraphen bildet der fol- 
gende Satz, welcher einen Spezialfall des sogenannten ScuwEE'schen Mittelwert- 
satzes in der Theorie der DirtcHLET’schen Reihen, in einer von Herrn LANDAU und 


mir unerheblich verallgemeinerten Form darstellt! 
v In 
Hilfssatz 1. Es sei die Dirichletsche Reihe f(s) = Dic für 6 > o konvergent, 


n-l 


-<o,<ı und o0,» 1. Dann ist gleichmässig für o, « o « o, 
2 SS 


2: 
3 ree à 2 
lim | o+7t)Pdt= la. 
lim Z5 | Uo + iopar- Y lel 
Um n1 
7 
Aus diesem Satze folgt sofort das 
Corollar: Es ist 
02 © 
> A ^ wa Fa 2 a Ly 2 
(5) Jim 7 | | |f (o + it)Pdodt — | E npn el : 
a Lo < 09 a a 
ES UN 


Durch Anwendung dieser letzten Ungleichung auf die Zetafunktion werde 
ich zunächst den folgenden Satz beweisen, welcher implizit schon in der in der 
Einleitung zitierten. C. R.-Note von Herrn Lanpav und mir enthalten ist, und 
dessen Beweis ich dieser Note entnehme. 


Hilfssatz 2. Es sei 259, e 0,2 und e>o. Dann gibt es dazu eine Zahl 
N,— N, (0,, 0,, c) mit folgender Eigenschaft: Bei jedem N > N, gilt für alle hinreichend 
grosse T, d. h. für T » T, — T,(N) die Ungleichung 
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| J [Ev(s)—1|?dodt<eT, 


0, € 0 X 35 
Tope 


wobei Zw(s) die Funktion 


FN 


tx (s) =¢ (s) II (3— 279 


n=1 
bezeichnet. 


Beweis: Es ist bei festem N die Funktion {x (s) eine in der ganzen Ebene 
N 
bis auf den einzigen Pol s— 1 (mit dem Residuum Ila ssp 1) reguläre Funk- 


n-l 


tion, welche für o >ı durch das Restprodukt 


dargestellt wird. Um den ScuHwEE'schen Mittelwertsatz zur Abschätzung von 
Cw(s)—1 zu verwenden, betrachte ich zunäehst, statt der Funktion Zy(s)— 1 
selbst, die ganze transzendente Funktion E )— 1) (1— 2!-5), welche für 6» o 


durch eine konvergente DIRICHLET’'sche Reihe Ÿ an „ darstellbar ist. (Dies folgt z. B. 


PE 


unmittelbar daraus, dass die Funktion (fy (s)— ı) (r— 2!) gleich 





N, N 
ON LC pas) — 1 (x 2-9) (9) az I (1— p,*)— (1 — 217°) 
n-l = 


ist, also bis auf zwei Gliedern als das Produkt einer für 6 >o konvergenten Dr- 


I 


I I à 3 
RICHLET'schen Reihe Z (s) (r—2!~’) — 1— = d Zen und einer aus nur endlich 
4 


vielen Gliedern bestehenden DIRICHLET'schen Reihe erscheint.) Aus der Definition 


oo 


von {x (s) folgt sofort, dass die Koeffizienten a, der Reihe (Sy (s) —1)(1—2!—3) = m 


n° 
den Bedingungen 
| QAO für n < DAN 


lla. x2 für n > py, 


genügen. Angewandt auf die Funktion (Cw(s)— 1) (1—2!-*) ergibt die Un- 
gleichung (5) die Relation 
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zT. EXE - dm 21201 
ME ERE VET 


lim 5 | [i (E (s) — x) (x — 21—s) Pdodt<(o, see Ss F eso, 26) ey 
a, <a 
= FNS 


T 


Ea 
TS 


o (bei festen 0,,0,) ey — o für N — o. 
Es ist also für alle hinreichend grosse 7, d. h. für T» T, — T,(N)(» x) 


| | ext) — 0 Ga) p dodt « sex T. 
0, to cs 
_T<I<T 


Nunmehr soll unter dem Integralzeichen der hineingebrachte Hilfsfaktor 
(1 —2!~s) wieder weggeschafft werden. Zu diesem Zwecke konstruiere ich zu- 
nächst die Kreisen I',(v=o,+I, +2,:::) mit dem Radius 5 um die Nullstellen 
von r —2!-5, d. h. um die Zahlen 


27 vi 


SEI E 





(v=o0,+1,+2,-::) 


In der ganzen Ebene ausserhalb dieser Kreisen ist offenbar 
| EC 


wo c eine positive absolute Konstante bedeutet. Hieraus folgt für 7' >7,, wenn 
nur über dasjenige Gebiet H (T) integriert wird, welches aus dem ausserhalb der 
Kreisen 1, gelegenen Teil des Rechteckes o, <o<o,, — T «t X T besteht, die 
Ungleichung : 

(6) | | Ix) )—1[? dodt <* 3 Nip 

HT) 

Es handelt sich jetz darum, die kleinen ausgeschnittenen Kreise 7', (mit » o) 
dem Integrationsgebiet wieder hinzuzufügen. Um die hierzu nötige Abschät- 
zung des Doppelintegrals über den Kreis I', vorzunehmen, kann man sich des 


folgenden kleinen Kunstgriffes bedienen. Da {y(s) in den Kreisen |s— z, | « 1 
(v0) regulär ist, gilt bei jedem »<o die Ungleichung 


| rt ~2P deat <| | [Sx(s)—1Pdodt. 


78 Harald Bohr 


Denn wenn die nicht konstante Funktion f(s) — No s" für |s|< E regulär ist, 


n=0 


gilt bekanntlich für o <r < R die Relation 


2a 


= |/ (res) fe aet ul Bren, 
n=0 
0 


also für o< r,<7,< K die Ungleichung 


25 2x 
| ft 60) PaO < | Ios ereao.] 
$ $ | 
Durch Summation >’ über diejenigen » +o, für welche der Kreis I, dem Recht- 
eck c, <o<o,, —T<t<T ganz oder teilweise angehört, folgt fir T'- T', 


— 
SI 
— 


xn ‚ro —ıFraoaı< X Jh | Ix (5) s)— 1 | dodt 


1 1 2 
pee Llama les 
TR ; 3EN 
< | [Sx (s) — 1 dodt « 2 (T +1). 
H(T +1) 


Es ergibt sich somit für 7 >7, durch Addition der beiden Ungleichungen 
(6) und (7), dass das Doppelintegral von |{x (s) —1[* erstreckt über das ganze 
Rechteck o, <o<o,, — T €t € T nur mit Ausnahme des kleinen Kreises | s— 1 Es 


um den Pol s— 1 kleiner ist als 
En € € 
SONT EUN iy GT); 


also gilt à fortiori, für 7 ^ T, die Ungleichung 


a 


| [lex \—1Pdodt <2 p. 


Ich wähle nun, wegen &,—o, die Zahl N, so gross, dass für N > N, die Unglei- 


N = 


chung ce besteht. Dann ist für dieses N, (nebst den obigen Zahlen 7’, (N) 


für N > N,) die Bedingungen des Hilfssatzes offenbar erfüllt, 
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Sr: I : à : 
Es sei wie oben OUS. 2 0,2 feste Zahlen, und es sei N > r eine belie- 


bige ganze Zahl; dann definiere ich für v 72 eine stetige Funktion py(r) der 
reellen Variablen r durch die Gleichung 


(pn (x) = | | Ex —ırasat. 
9, So € o, 
t—1<t<r+1 


Wegen der für 7’ > 2 giltigen Ungleichung 


T Nn 
J| ex (04r «2 | | lin (s) — 1 [ dodt 


D a o € o, 
1<ı<T+l 


folgt sofort aus dem Hilfssatze 2 das 
Corollar: Es sei <o, < 2 0,» 2 und e>o. Dann gibt es dazu eine Zahl 


N,=N, (6,,6,,8) mit folgender Eigenschaft: Bei jedem N > N, ist für alle hinreichend 
grosse T', d. h. für T 2 T, — T,(N) 

a 
(8) | qu (r)dv «eT. 


" 
2 


Für das folgende wird es von Bedeutung sein nicht nur das Integral von 
px(r) sondern auch die Funktion qx (r) selbst abzuschätzen. Dies geschieht durch 
den folgenden, aus der obigen Ungleichung (8) fast unmittelbar abzuleitenden 
Hilfssatz 3, welcher in unpräziser Formulierung aussagt: bei sehr grossen N ist 
für unendlich wachsendes r die Funktion px (r) fast immer sehr klein. In die- 
sem Hilfssatze tritt, obwohl nur in impliziter Form, der Begriff der Wahrschein- 
lichkeit auf, welcher für die ganze Untersuchungsmethode der vorliegenden Ab- 
handlung (sowie schon der mit Herrn COURANT gemeinsam verfassten Abhand- 
lung) eine wesentliche Rolle spielt, und dessen Einführung in den Kreis der Be- 
trachtungen es zuerst ermöglicht, bei den Beweisen der Sätze 4 und B die Un- 
tersuchung des »Restes» Ry(s) einerseits und die des »Anfanges» Fx (s) anderer- 
seits aneinander zu knüpfen, d. h. diese beiden zunächst getrennten Untersu- 
chungen zu einer gemeinsamen Untersuchung der Funktion log £(s) — Fx (s) + Rx(s) 
zu vereinigen. 
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Hilfssatz 3: Es habe bei festen = < 6, <i 0,>2 und einem N » 1 die Funk- 
tion qx(x) die obige Bedeutung, d. h. es sei für 22 


n pn 


qx (1) = | [mt —xPdode 
5 


gesetzt. Es seien ferner o <e, < 1 und o<e,<1 beliebig gegeben. Dann gibt es ein 
N— N'(o,,0,,€,,€) derart, dass bei jedem N>N' für alle hinreichend grosse TT, 
d. h. für T » T' — T'(N) die Strecke 2<1<T eine endliche Anzahl von Intervallen 
enthält, von denen keine zwei einen inneren Punkt gemeinsam haben, und welche 
die beiden folgenden Eigenschaften besitzen: Es ist die Summe der Längen der In- 
tervallen >(r— 8) T und für jeden inneren Punkt rv einer dieser Intervallen gilt 
die Ungleichung 


9x (t) € &. 
Beweis: Ich bestimme nach dem obigen Corollar ein N’ derart, dass bei 
jedem N » N' für T » T' — T'(N) die Ungleichung 
T 

(9) | on (ede «^ 0 —2) 

: 4 

$ 
besteht; hierbei soll ausserdem, für alle N > N', die Zahl 7" — T" (N) so gross ge- 
wählt sein, dass sie der Ungleichung : 3) (T'— 2) > (x —&) T' genügt. Dieses 


N' und diese Zahlen T'(N) (N > N') werden alsdann die Bedingungen des Hilfs- 
satzes erfüllen. In der Tat, es sei N > N', T » T'(N) und, auf Grund der Defini- 
tion des bestimmten Integrals, die Zahlen 2 — 2, <a, < x, :: X 2m <2my1 — T so 
gewählt, dass 

T 


pa (z,41— Xv) Max py (v) — | pn(r)dr < Bf (T — 2) 
ERO my € T X xvi 5 4 
ist, also wegen (9) 
> (&,+1—%,) Max px (r)< Suma (T — 2) 
ES zy X TX qva 2 


ist. Da auf der ganzen Strecke 2 « r € T die Funktion px (r) positiv ist, muss 
hierbei die Summe der Längen derjenigen Intervallen (z,,z,,:), für welche 
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Max œn(r)>e, ist, kleiner sein als (7 —2). Es erfüllt somit die Menge 
sr TX mv1 2 


aller übrigen Intervallen (x,, &,+1) die Bedingungen des Satzes; denn sie haben 


eine Gesamtlänge > : —à] (T—2)>(r—)T, und es gilt für jedes in diesen 


Intervallen gelegene r die Ungleichung 
Qu (v) € &. 


Damit ist der Hilfssatz 3 bewiesen. 

Um späterhin (d. h. beim Beweise des Hilfssatzes 5) von der gefundenen 
Abschätzung des Integrals qx (r) = ff | x (s) — 1 |? dodt zu einer Abschätzung der 
unter dem Integralzeichen stehenden Funktion |Ix(s)— 1| selbst zu gelangen, 
bediene ich mich einer einfachen funktionentheoretischen Bemerkung, die ich 
aber wegen eines späteren Gebrauchs (in $ 3) als besonderen Hilfssatz formuliere. 

Hilfssatz 4: Es seien in der s-Ebene C und C' zwei geschlossene Kurven (bei 
den Anwendungen stets Kreise oder Rechtecke), von denen C ganz innerhalb C' 
gelegen ist. Es sei ferner & > o beliebig gegeben. Dann gibt es eine, nur von C, C' 
und & abhängige Zahl à » o mit folgender Eigenschaft: Jede innerhalb C' reguläre 
Funktion f (s), welche die Bedingung 


| [tre Paca «à 
c 


erfüllt, genügt für alle s innerhalb oder auf der Kurve C der Ungleichung 
If (| € e. 


Bemerkung: Wenn bei festem e>o die Existenz eines solchen à = à (C, C") 
nachgewiesen ist, wird dies 0 offenbar von einer Translation der Figur C, C' nicht 
abhängen. 

Beweis: Es sei 20>0 die kürzeste Entfernung eines Punktes auf € zu einem 
Punkte auf C', also für jedes innerhalb oder auf C gelegenen s, der Kreis 
ls—s,|€o ganz im Inneren von C’ enthalten; dann behaupte ich: die Zahl 
à — c 0*c? hat die verlangte Eigenschaft. In der Tat, es sei f (s) regulär inner- 


halb C", die Ungleichung 
| firorasar<o 
Joy 


erfüllt, und s, ein beliebiger Punkt innerhalb oder auf C. Dann folgt, nach einer 
schon oben verwendeten Schlussweise 
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"TE i M Fat NE 
If JP € re | | Ul dedi rs | FIG) Pdodi< 775 =e 
Jle—sil<e cl 
also 
If (s)| «e q. e. d. 


Nach diesen Vorbereitungen gehe ich nunmehr zur Abschätzung des Rest- 
gliedes in der Formel für log 5 (s) über, d. h. zur Abschätzung der im Gebiete 
@ (vergl. S. 73) regulären Funktion Rx (s), welche für 6 >1 durch die Reihe 


(1o) Ry(s)=— > Log p=) 


n=N+1 


dargestellt wird. Ich beweise diesbezüglich den folgenden, fiir den späteren Ge- 
brauch angepassten Satz, welcher das Ziel dieses Paragraphen bildet. 


Hilfssatz 5: Es sei = «o'«r,o«e«r,o«s'«r. Dann gibt es eine Zahl 


N*=N*(o',e',e') mit folgender Eigenschaft: Bei jedem N > N* enthält für alle hin- 
reichend grosse T, d. h. für T » T* — T* (N) die Strecke 2 € v € T eine endliche An- 
zahl Intervallen, von denen keine zwei einen inneren Punkt gemeinsam haben, deren 
Gesamtlänge (x — €") T ist, und so, dass bei jedem im Inneren einer dieser Interval- 


: : IT I 
len gelegenen ı erstens der horizontale Halbstreifen 6 7» o, v — «tv + ganz dem 


Gebiete G angehört, und zweitens für alle in diesem Halbstreifen gelegenen s die 
Ungleichung 
| Rx(s)|<e' 
besteht. 
Beweis: Aus (10) folgt sofort, dass gleichmässig für alle N>r und alle 

—a<t<o 

lim Ry(s) =o 

g- 4o 
ist; es sei auf Grund dieser Bemerkung 6": so gewählt, dass bei jedem N > 1 


in der ganzen Halbebene 6 > 6" 


| Ry (s)|<é' 


ist. Es ist hernach der Nachweis (für ein N >1 und ein v » 2), dass der Halb- 


3 ; I I ide hr PAD 
streifen o» 6, r— <t<r+- dem Gebiete G angehört, und dass in diesem Halb- 
= 2 — 2 


streifen |Ay(s)|<e' ist, damit gleichbedeutend zu zeigen: Es gehört das Recht- 
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I I A 
eck R: |o' <o<o",r me +] dem Gebiete @ an, und es besteht im gan- 


zen Rechtecke A die Ungleichung | Ax(s)|<e'. 
Ich werde nunmehr zeigen, dass diese beiden letzten Bedingungen für das 
Rechteck R erfüllt sind, wenn im ganzen Rechtecke À (inkl. Rand) die Ungleichung 


" eu 
(1r) in) 10 «2 (<3) 
N 
besteht, wobei {x (s) die obige Funktion £w(s) — (s) Il — p,:) bedeutet. In 
n=1 


der Tat, aus (rr) folgt zunächst, dass Ew(s) “o, d. h. Z(s) * o, im Rechtecke R, 
also dass das Rechteck À dem Gebiete @ angehört. Ferner ergibt sich aus (11), 
als eine leicht zu ziehende Folgerung, dass im Rechtecke R der imaginäre Teil 


2 1 m / 3 1 : 
von Rx (s) zwischen — — und + — gelegen ist, also dass in R die Relation 
2 2 


Rx (s) = Log {x (s) 


besteht, wo Log x wie immer den Hauptwert bedeutet; denn auf der rechten Seite 
des Rechteckes (wo o=o" ist) gilt, nach der Bestimmung von o", die Unglei- 
chung |Rx(s)|<e <1; also ist dort gewiss der imaginäre Teil von Rx (s) ab- 


solut genommen = und da, nach (rr), die Funktion {x(s) — eZ y? im ganzen 
Rechteck À einen positiven reellen Teil besitzt, muss der imaginäre Teil der in 


R regulären Funktion Ry(s) im ganzen Rechtecke R zwischen -— und += 


bleiben. Aus der somit in R bewiesenen Relation 
Ry (s) = Log £x (s) = Log (x + (Ew (s) —1)) 
folgt aber sofort, durch nochmaligen Gebrauch von (rir), die Ungleichung 
| Ru (s)| € 2| Ew (sS) — 1| € &. 


Es darf folglich beim Beweise des Hilfssatzes (5) die beiden an einem In- 
tervallpunkt r2 gestellten Bedingungen durch die eine Forderung ersetzt wer- 


» : . I I , 
den: Es soll öx(s) im Rechtecke o' «o <o", v —- «tr = der Ungleichung 
von DE 2 


T el 
[Sw(s)—1] <> 


genugen. 
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€ I I 
Es sei nunmehr o, = - + 2); 0, —20! 


gesetzt, also ; GES 2 0,>2 und 


eckes R':(0, <o<o,, T—1<t<r+1) enthalten. Da, für r>2, die Funktion 
Ew(s)—1 im Rechtecke R' regulär ist, so ergibt der Hilfssatz 4 die Existenz 
eines 0 — 0 (£', R, R') —0(c,0, 0") mit folgender Eigenschaft: Wenn 

| | |ön(s)—ıldodt< à 

Rm 
ist, so gilt im ganzen Rechtecke A (inkl. Rand) die Ungleichung 


IE (s) —1]<=- 


Es ist somit der Beweis des Hilfssatzes 5 darauf zurückgeführt zu zeigen: 
Bei hinreichend grossen N (d. h. für N > N*) und für alle hinreichend grosse T 
(d. h. für T » T*(N)) liegt auf der Strecke 2<r<T eine endliche Anzahl Inter- 
vallen, von denen keine zwei einen gemeinsamen inneren Punkt besitzen, deren 
Gesamtlänge >(z—e") 7 ist und deren innere Punkte 7 die Bedingung 


pn(x) = | | Ets) — x dodt « 0 
0 en 
T—1<t<r+l 
erfüllen. Die Existenz eines solchen N* nebst Zahlen T* = T* (N) (N > N*) ist 
aber gerade, was im Hilfssatze 3 bewiesen wurde. 

Der Hilfssatz 5 wird erst in $ 3 beim Beweise des Satzes B in vollem Um- 
fange verwendet. Für den Beweis des Satzes 4 in $ 2, welcher das Verhalten 
von logz(s) auf einer festen Geraden 6 — 6, behandelt, wird das folgende Co- 
rollar genügen. | 


Corollar: Es sei o, eine feste Zahl im Intervalle TES und o<e' <1, 


o<e'"<ı. Dann gibt es eine Zahl N* mit folgender Eigenschaft: Bei jedem N > N* 
enthält für alle hinreichend grosse TT, d. h. für T > T* — T*(N), die Strecke 2<r<T 
eine endliche Anzahl von Intervallen, von denen keine zwei einen inneren Punkt 
gemeinsam haben, deren Gesamtlänge » (x —«&") T ist und so dass bei jedem im In- 
neren einer dieser Intervallen gelegenen v der Punkt o,4- iv dem Gebiete G angehört 
und die Ungleichung 


| £x (o, +ir)|<e! 
befriedigt. 
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$ 2. 


Beweis des Satzes A. 


Im vorliegenden Paragraph wird das Verhalten von log ¢(s) auf einer ver- 
tikalen Geraden 6— o, untersucht, wobei o,, wie durchweg im ganzen Paragra- 


phen, eine beliebige, fest gewählte Zahl des Intervalles << bezeichnet. 


Ich studiere zunächst mittels der arithmetischen Methode den »Anfang» von 
log £ (o, + t) 


N 
Fy (6, + it) = — Ÿ Log (x — pz (ti?) 


n=1 


d. h., wenn zur Abkürzung 


NE Uc 
\"" Dm 


Log pn (n.— 1,2,---) 
lin E = 
2n 
gesetzt wird, die Funktion 
N 
(12) Fx(o,+ it) = — 9 Log (I — Pn e2 tilt n)), 
n=1 


Hierbei ist, wie ich für die folgenden Anwendungen sogleich hervorhebe, die Reihe 


divergent, die Reihe 


» oo 
Arn 
n=1 
dagegen konvergent. 

Den Ausgangspunkt der folgenden arithmetischen Untersuchung des An- 
fanges Fx(o,+it) bildet die Theorie der Diophantischen Approximationen, vor 
allem der folgende von KRONECKER herrührende Satz: 

Es seien A,,h,,:::An linear unabhängige Zahlen, d. h. es bestehe keine Rela- 
tion C, À, - C4 t FCN AN =o mit rationalen nicht sämtlich verschwindenden cn, 
es seien ferner q,,0,,::: (x. beliebige reelle Zahlen. Dann gibt es zu jedem positi- 
tiven & ein positives t und dazu gehörige ganze Zahlen g,,9.,---gn, so dass die N 
Ungleichungen 
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Ein — Pn—gnl<e (n=1,2,:::N) 
sämtlich erfüllt sind. 

Geometrisch sagt dieser Satz aus, dass im N-dimensionalen Einheitswürfel 
Q die Menge A aller Punkte P; (o «t« o), die aus den Punkten (£A,,t},,---tAn) 
durch Reduktion der Koordinaten modulo ı entstehen, überall dicht liegt. 

Der Kronecker’sche Satz lässt sich dahin verallgemeinern — und diese 
Verallgemeinerung, deren prinzipielle Bedeutung für das Studium der Zetafunk- 
tion zum ersten Mal in der oben zitierten, mit Herrn COURANT gemeinsam ver- 
fassten Abhandlung erkannt ist, hat auch für die vorliegende Abhandlung eine 
ausschlaggebende Bedeutung — dass die Punktmenge A aller Punkte P; im Ein- 
heitswürfel Q nicht nur überall dicht liegt, sondern auch, dass sie dort »überall 
gleich dicht» liegt; d. h. es gilt der folgende 

Hilfssatz 6:! Es seien die reelle Zahlen A,, À4,,--- AN linear unabhängig. Es sei 
im N-dimensionalen  Einheitswürfel Q (o<yn<ı) (n —1,2,:-- N) ein parallel den 
Achsen orientiertes Parallelepipedon 2: Yn «y, « ys t d, mit dem Rauminhalt d, d, dx 
gegeben. Es bedeute E = H(Q,T) die Menge aller Werte t im Intervalle o <t € T, für 
die der aus (ti,,td,,---thn) durch Reduktion der Koordinaten modulo 1 entstehende 
Punkt P, dem Parallelepipedon 2 angehört. Dann besteht bei jedem T >o die Menge 
E aus den inneren Punkten einer endlichen Anzahl von Intervallen. Bezeichnet L(T) 
die Summe der Längen dieser Intervalle, so ist 

L(T) 


lim m — did, d, 


d. h. der Quotient E strebt für unendlich wachsendes T gegen den Rauminhalt des 
Parallelepipedon 22. 

In der vorliegenden, sowie in den früheren arithmetischen Untersuchungen 
der Zetafunktion wird der Kronzcker’sche Satz auf die Amplituden der Zahlen 
‘pr(n=1,2,...N), d. h. (wenn durch 2x dividiert wird) auf die in dem Aus- 
drucke (r2) vorkommenden Grössen 








! Die in diesem Satze enthaltene Gleichmässigkeitseigenschaft der Punktmenge À ist für 
beliebiges N zum ersten Mal von Herrn H. Wer in einem Vortrage in der Math. Gesellsch. in 
Göttingen (Juli 1913) explizit ausgesprochen. Herr Wryr gab dort einen neuen Beweis des 
Kronecker’schen Satzes, der gleichzeitig die überall gleichmüssige Dichte der Punktmenge À in 
Evidenz setzte. Die Wryr'sche Beweismethode (veröffentlicht in der Abhandlung: Über ein Pro- 
blem aus dem Gebiet der Diophantischen Approximationen, Göttinger Nachrichten, 1914) hat sich 
für die Behandlung anderer Probleme in der Theorie der Diophantischen Approximationen 
von Wichtigkeit gezeigt. Wenn es sich aber nur um den verallgemeinerten Kroxzcker'schen 
Satz des Textes handelt, kann man, wie ich nach dem Weyr'schen Vortrage bemerkt habe, den 
Beweis mit Hilfe des Kronecker’schen Satzes selbst leicht erbringen (vergl. BoHR-CoUuRANT, l. c.) 
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Log Pn 
27¢ 








ti, =t| | (MES 2 EN) 


angewendet. Die Möglichkeit dieser Verwendung des KRoONECKER’schen Satzes 
beruht darauf, dass die Zahlen Log pn (n—=1,2,:::N), auf Grund der eindeutigen 
Zerlegbarkeit einer ganzen positiven Zahl in Primfaktoren linear unabhängig sind. 

Der Kronecker’sche Satz ergibt, allgemein gesprochen, dass die obigen 
Zahlen t},(n=1,2,:::N), obwohl sie ja in Wirklichkeit Funktionen nur des 
einen Parameters { sind, sich (modulo ı) fast ganz benehmen, als wären sie von 
einander unabhängige Variable. 

Betrachten wir daher zunächst, statt der Funktion 


N 
Fw (0, 4 it) — — = Log (1 — r, en), 


n=1 


die Funktion der N reellen unabhängigen Variablen y,, y,,--- yn 


N 
Sw (Vi Vas Ya) = — > Log (r— a e?*iyn). 
n=1 
Nach dem Studium dieser Funktion werden wir alsdann mit Hilfe des KRONEC- 
KER’schen Satzes auf die Eigenschaften der Funktion Fy (0, + it) zurückschlies- 
sen können. 
Es bezeichne in der komplexen Sy-Ebene Xx die Menge aller Werte, welche 
SN (Yi, Vs, yN) annimmt, wenn die Variablen y,,%,,:-:yv unabhängig von einan- 
der sämtliche reelle Werte, oder was auf dasselbe herauskommt, sämtliche Werte 
o <Yyn «r1 durchlaufen. Hierbei durchläuft r, e?”ivn einen Kreis mit dem Mittel- 
punkte Null und dem Radius r, «i. Wenn aber eine komplexe Zahl x, einen 
Kreis |z,| — », <1 durchläuft, so durchläuft — Log (1 — x„) eine geschlossene kon- 
vexe Kurve 1',, die den Nullpunkt im Inneren enthält.! Es ist somit Xy einfach 
die Punktmenge, welche durch »Addition» der N konvexen Kurven !',,T',, Dx 
entsteht, d. h. es ist Xy die Menge aller Punkte y, + 7.+---+yy, wo y4(n —1,2,:-- N) 








1 Die einfachste Weise, um die Konvexität dieser Kurve 7/5 einzusehen, darf wohl die 
folgende sein (vergl. Bour-Courant, |. c. pag 264, Note): Es genügt zu zeigen, dass der Winkel, 
den die Tangente an die Bildkurve y = — Log (1 — x) mit der Abszissenachse der y-Ebene bildet, 
sich monoton ändert, wenn x den Kreis «= r eif (y < 1) im positiven Sinne durchläuft. Dieser 


dy  dydzax I ‘A. ix F 
¥_ oY = 79; =", und es ist also 
do dado -1—x Le 








Winkel ist aber gleich der Amplitude von 
: : : Ir - : : 
nur zu zeigen, dass die Amplitude von De sich monoton ändert; das aber folgt unmittelbar 
— 


NS s ic s > NE «ie 
daraus, dass, wenn x den Kreis [x | = » durchläuft, = ebenfalls einen Kreis durchläuft, und 
Sr 


zwar einen solchen, der den Nullpunkt im Inneren enthält. 
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einen beliebigen Punkt auf I’, bedeutet. Für eine solche geometrische Addition 
konvexer Kurven (auf die ich schon bei der Untersuchung von Z(s) in der Halb- 
ebene c >1 geführt wurde) gilt, wie ich an anderem Orte‘ bewiesen habe, der 
folgende Satz: 

Es sei I„(n=1,2,:--N) eine geschlossene konvexe Kurve, die den Nullpunkt 
im Inneren enthält, und es bezeichne Syn die durch geometrische Addition entstehende 
Punktmenge Ex — D, +1,+:::ITx. Dann ist Sy ein Gebiet (inkl. Rand), welches 
entweder von einer einzelnen geschlossenen konvexen Kurve Y begrenzt wird, oder 
aber von zwei geschlossenen konvexen Kurven Y und I, von denen I ganz im In- 
neren von Y verläuft. 

Es bezeichne ferner E, bezw. e, den grössten bezw. kleinsten Abstand vom Null- 
punkte zur Kurve In, und es seien die Kurven so numeriert, dass das von der 
Kurve I, begrenzte Areal > das von der Kurve I„(n=2,:-:N) begrenzte Areal ist; 
dann tritt im Falle 


N 
Re, 


n=2 


der erste der beiden obigen Fällen ein, d. h. es wird das Gebiel Ew von nur einer 
konvexen Kurve Y begrenzt, und es ist diese Kurve Y ganz im Kreisringe (inkl. 
Rand) 

N N 

> en <|z|< 2 E, 


n=l nl 


gelegen. 

Ich habe hier diesen Satz in seiner allgemeinen Form nur zu Orientierung 
über den Charakter der Punktmenge Sy angeführt. Für den Gebrauch der vor- 
liegenden Untersuchung wird der folgende Satz über die Punktmenge Xy reich- 
lich genügen, welcher sofort aus dem obigen allgemeinen Satze abgeleitet wer- 
den kann. 

Hilfssatz 7: Es sei o eine beliebige positive Zahl; dann gibt es ein M, = M,(o) 
derart, dass bei jedem M » M, die Menge Xy aller Werte Su(y,,¥Y2,---ya) samt- 
liche Zahlen z mit |z| € o enthält. 

Beweis: Wegen r,>r,>r,... ist für n>2 die Kurve I, ganz innerhalb der 
Kurve I’, gelegen. Ferner ist 


Es — Max |— Log (x ZU ra, € 3Un) | = — Log (a Far im); 
0<yn<l 


en — Min |— Log (r — rme?"'Vn)| — Log (1 + rn). 
0 € yn «1 


1 H. Boum, Om Addition af uendelig mange konvekse Kurver, Oversigt over det Danske Viden- 
skabernes Selskabs- Forhandlinger. 1913. 
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Es ist folglich lim -"— r, also, wegen der Divergenz von Xr,, die Reihe Xe, 


n=0Tn 


divergent. Es sei nunmehr M, so gross gewählt, dass die beiden Ungleichungen 


ah M 
SJ 

E,< 3 en, e< Den 
n=2 n=) 


erfüllt sind. Dann ist für dieses M, die Bedingung des Hilfssatzes offenbar er- 
füllt; in der Tat bei jedem M > M, wird, nach dem letzten Teil des obigen Satzes, 
das Gebiet Sj, nur von einer einzelnen Kurve begrenzt, welche den ganzen Kreis 
|z|<o in seinem Innern enthält. 

Während dieser letzte Hilfssatz, welcher in unpräziser Formulierung aussagt: 
mit unendlich wachsendem M breitet das Gebiet Sy, sich nach und nach über die 
ganze Ebene aus, offenbar auf die Divergenz der Reihe Xr, beruht, wird der 
Beweis des folgenden Hilfssatzes, welcher die Funktion 


N 
Y DS 
SM N(YM+1, ymo, YN) = — > Log (1 — rye?Tivn) 
n=M+1 


bei sehr grossen M und N > M behandelt, im Gegenteil auf die Konvergenz der 
Reihe 2»; bauen. 

Hilfssatz 8: Es sei €» 0; dann gibt es ein M' — M'(«) mit folgender Eigen- 
schaft: Bei jeden N » M 7 M' gibt es in N — M-dimensionalen Einheitswürfel 
0 € y, € 1 (n — M 4 x, M 4 2,:--N) eine endliche Anzahl parallel den Achsen orien- 
tierter Wiirfelchen cn € y, € «4 -- d (n — M -- x,---N) von denen keine zwei einen 


emeinsamen inneren Punkt besitzen, deren Gesamtinhalt > - ist, und so dass für jeden 
g I 


2 
z 


Punkt (yar41,--- yn) einer dieser Würfelchen die Ungleichung 


N 
| Sau, s (ya 9p ez; ydp = |— > Log (1—rhetTivn)| « 
n=M+1 
besteht. 
Beweis: Ich betrachte das über den N — M-dimensionalen Einheitswürfel 


Q erstreckte Integral 


^ > J 


Tun | | Sut [Sana (ares arces y Pdyarcidyuss:dyx 
x 1 1 1 

E | | 4 JS» (arsi c yw) P dyusi: dy. 

0 0 0 


Acta mathematica. 40. Imprimé le 26 avril 1915. 12 
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Wegen 
N N 
ee 5 X Log (1 — tn du) = > Log (1 7) = 
n=M+1 n=M+1 


*( 2 T e] ( op ymg-—?2imy, 
sae > aa 
n= 


n= M+1 mel M+1m=1 
folgt in bekannter Weise (durch Ausmultiplizieren und Integrieren) 
5. 
Tas \ QU I 76° \ 
nv= 3 I<inin-t Xe 
m? TREO 
n=M+1m=1 n=M + 


Es sei M' so gewählt, dass 


"x TUNE. 

6 2 pu 

) P E^ 
mST oh 


ist. Dann gilt bei jeden N > M > M' die Ungleichung 


2 


e 
Iu,n< 
2 


Hieraus folgt aber unmittelbar, nach der Definition des bestimmten N— M-dimen- 
sionalen Integrals einer stetigen Funktion, die Móglichheit den N— M-dimensio- 
nalen Einheitswürfel Q so in einer endlichen Anzahl parallel den Achsen orien- 
tierter Würfelchen g, mit den Inhalten 7, einzuteilen, dass die Summe über 
diese Teilwürfel erstreckt 


LE 
> Max | Sa, v (yai y) < 
(x) (in g,) 


ist. In dieser Summe ist aber jedes Glied > o; also muss der Gesamtinhalt der- 
jenigen dieser Würfelchen, für welche Max [Sy wl<e ist, grösser sein als 3 


Diese letzten Würfelehen genügen somit den sämtlichen Bedingungen des Hilfs- 
satzes. 


Nach diesen Vorbereitungen gehe ich nunmehr zum Beweise des Hauptsatzes 
dieses Paragraphen über. 


Satz A: Bei festem o, des Intervalles - < g < 1 liegen die Werte, welche log Z (s) 


in denjenigen Punkten der Halbgeraden 6 =0,,t>0 annimmt, die zum Gebiete 
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G gehören, in der ganzen Ebene überall dicht, d. h. bei gegebenem komplexem a und 


einem e > 0 hat die Ungleichung 
|log (s) —al<e 


eine in G gelegene Lösung s =o, + it mit 0 0. 
Beweis: Ich bestimme zunächst, auf Grund der beiden Hilfssätze 7 und 8, 
eine ganze Zahl M, so gross, dass sie die beiden folgenden Eigenschaften besitzt. 
1) Es gibt im M,-dimensionalen Einheitswürfel o € y, « 1 (n — 1,2,:-- My) 


einen Punkt (y,,y,,... ya), für welchen 


Mo 
(13) -— DE Log (I — r,e?7iv1) = a 
n=1 
ist. 
2) Bei jedem festen N > M, gibt es im N — M ,-dimensionalen Einbeitswür- 
fel o € y, € x (n — M, +1, M,+2,---N) eine endliche Anzahl parallel den Achsen 
orientierter Würfelchen q,(v —r,2,--:», von denen keine zwei einen gemein- 


: : à : Te ; 
samen inneren Punkt besitzen, deren Gesamtinhalt > P ist, und so dass in allen 


inneren Punkten (yan +1, VM, 2; yN) dieser Würfelchen 


N 
(14) = > Log (1 — r,e?*iva) | < g 
n= Mo+1 3 


Nachdem M, festgelegt ist, bestimme ich, was unter Berücksichtigung von 
(13) offenbar aus Stetigkeitsgründen möglich ist, im M,-dimensionalen Einheits- 
würfel o<y„<ı(n=1,2,:::M,) einen kleinen parallel den Achsen orientierten 
Würfel g mit der Seitenlänge d, dessen Inhalt d^^ ich mit + bezeichne, so dass im 
ganzen Würfel g die Ungleichung 
er ' 
(15) — > Log (r— r,e?7!v1)—a EE 
n=1 x 


besteht. 

Ich betrachte nunmehr, bei einem festen N > M,, diejenige Punkte P des 
N-dimensionalen Einheitswürfels o € y, « 1(n — 1,2,::: M,.M,+1,:::N), deren 
M, erste Koordinaten im M,-dimensionalen Einheitswürfel o € y, « 1 (n —r, 2,:-- M) 
einen Punkt im Innern der obigen Würfel g bestimmen, während der zu den 
N — M, letzten Koordinaten gehörige Punkt des N — M,-dimensionalen Einheits- 
würfels o <y,<1(m—=M,+1,---N) im Innern eines der obigen in endlicher An- 
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zahl »,—»v,(N) vorhandenen kleinen Würfeln g, mit Gesamtinhalt > - gelegen ist. 


Die Menge dieser Punkte P besteht offenbar im N-dimensionalen Einheitswür- 
fel o<y„<ı(n=1,2,:::N) aus », Parallelepipeden y'n<yn<y'n+dn (wo 


d,=d,= = du =d; dur = da 2 =: = dy ist), deren Gesamtinhalt > i-- ist, 





ND | A 


also grösser als eine feste, d. h. nicht von N (wohl aber von M,) abhängige Zahl. 
Ich wende nun den verallgemeinerten KRonEcker’schen Satz (Hilfssatz 6) 


an auf die Zahlen 4, = 2m (n =1,2,---N) und die soeben besprochenen v, 


Parallelepipeden des N-dimensionalen Einheitswürfels, deren Gesamtinhalt > E ist. 


Dieser Satz ergibt sofort, stets bei einem festen N > M,, die Existenz eines 
T'— T'(N), so dass für alle T » T' die Strecke o «t « T' eine endliche Anzahl 


nieht übereinandergreifender Intervallen mit Gesamtlänge >-T derart enthält, 


dass für jedes r im Innern eines dieser Intervallen der Punkt (14,,74,,---TAN), 
jede Koordinate modulo ı reduziert, in einem der obigen », Parallelepipeden ge- 
legen ist; für jedes solche v gilt daher, wegen (15) und (14), die Ungleichung 


N 
| Fw (o,+ iz) —a| = |: > Log (1 —rnetilrén)) — a 





Mo N 
dr Ans € 2€ 
«|— V! Log (x —r, e27i9*2) —a| + |— Y Log (1 —7,2:€22)| <= + = = 
n= 1 n = Mo+1 3 3 3 














Bisher war N eine beliebig gewählte Zahl> M,. Ich bestimme nun schliess- 
lich, auf Grund des Ergebnisses von $ 1 über den Rest Ry(o, + it) (vergl. das Corollar 
des Hilfssatzes 5), ein festes N,> M, so, dass für alle hinreichend grosse 7, d. h. 
für T>T,, das Intervall o<t<T (sogar das Intervall 2 «t « T) eine endliche 


Anzahl nicht übereinandergreifender Intervallen mit Gesamtlänge > (: -t T ent- 


hält, mit folgender Eigenschaft: Für jedes v im Innern eines dieser Inter- 


vallen gehört c, + ?r dem Gebiete @ an, und es ist 


| EN. (o, d iv)| < 5 


Es ist nunmehr leicht den Beweis des Satzes 4 zu Ende zu führen. In der Tat, 
es sei T » Max(T,, T'(N,)); dann gibt es (da ja die Summe der beiden obigen 
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Wer 
H T ist, grösser 


«| 


Gesamtintervallängen, von denen die eine » - T, die andere > (x— 


ist als die ganze Länge 7' der Strecke o<t<T) einen Punkt it im Intervalle 
o«t« T, welcher gleichzeitig die beiden Bedingungen erfüllen: 


| x, (o, + it) — a | < 27 
2 


| Ex, (o, + 2t) | € S 


Für dieses £ » o gilt also die Ungleichung 
|log 5(o, + et) — a|« e. 


Damit ist der Satz A bewiesen. 


$ 3. 
Beweis des Satzes B. 


Das Ziel dieses Paragraphen ist der Beweis des folgenden Satzes, in welchem, 
sowie durchweg im folgenden, « und f feste Zahlen bezeichnen, die den Be- 


dingungen -<a<pP<ı genügen, während a eine beliebige fest gewählte komplexe 
2 


Zahl bedeutet. 

Satz B: Es bezeichne L,,4 3 (T) die Anzahl der Wurzeln von log Z(s) =a in 
demjenigen Teil des Gebietes G, der dem Rechtecke «<o<P,o<t<T angehört. 
Dann ist 
Tb Ld (T) So 


om inf m 


Im vorhergehenden Paragraphen war die Aufgabe zu zeigen, dass log Z(s), 
wenn s eine gewisse Wertmenge durchläuft (die Punkte der Halbgeraden 6 — o,, 
L7 0), einer gegebenen Zahl a beliebig nahe kommt. Im vorliegenden Paragraphen 
dagegen handelt es sich um den Nachweis, dass log ¢(s) in gewissen Gebieten 
den Wert a tatsächlich annimmt. Um diesen Nachweis zu führen, muss mit der in 
$ 2 verwendeten arithmetischen Methode noch eine andere, schon in früheren 
Abhandlungen von mir über DIRICHLET’sche Reihen angewandte Methode verknüpft 
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werden, die allgemein gesprochen darin besteht, dass zunächst eine analytische 
Hilfsfunktion H(s) konstruiert wird, welche mit der zu untersuchenden Funk- 
tion (hier log Z(s)) in engem Zusammenhange steht, und die in einem vor- 
gegebenen Punkt s, den gegebenen Wert a tatsächlich annimmt; mit dieser Hilfs- 
funktion wird danach die gegebene Funktion verglichen. 

Diese Hilfsfunktion H(s) wird durch den folgenden Satz eingeführt. 


: : 3 F : 
Hilfssatz 9: Es sei o, — = , also = <o,<1. Dann gibt es eine reelle Zahlen- 


folge Qi; Ps. qu, mit den beiden folgenden Eigenschaften : 


1) Es konvergiert für 2» die Reihe 


— N Log (1 — g2nigy Dm) 


n=1 
sogar bei jedem & » 0, E » o im Gebiete o > : +e,[s|< E gleichmássig, und stellt also 
für E eine reguläre analytische Funktion H (s) dar. 
2) Es ist 
H (o,) =— Y Log (1— &?7i*» p-*) = a. 
nl 


Beweis: Es ist die erste Bedingung offenbar erfüllt, wenn für alle » von 


einer gewissen Stelle an, d. h. für » » N, die Zahl 9, = - (also e?*#%n — (— x)") 


gewählt wird; denn es ist ja die Reihe X Log(r—(—1)'p,*) im Gebiete 
o> : +e,|s|<Æ gleichmässig konvergent, da die beiden Reihen S(— x)" p> und 


X|(—1i»"prz[-Xp.? in diesem Gebiete gleichmässig konvergieren. Ich wähle 


die ganze Zahl N so (d. h. so gross) dass einerseits 


—> Log (1 —(—1)"p>%)| <1 


n=\+1 

ist, während andererseits die aus den Werten 

N | 

Sw (Yrs Yoo VN) — — D Log(1—p} »eriun) 

n-l 
bestehende Punktmenge Xx die sämtlichen Zahlen z im Kreise |z— a| € 1 ent- 
hält, was auf Grund des Hilfssatzes 7 möglich ist. Dann enthält die Menge 3x 
speziell die Zahl 
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z=a+ 2 Log (r—(— 5) CY ayer) 5 
neN-1 
d. h. es gibt N reelle Zahlen q$,, ~,,--- gn derart, dass 


N 


NS. T (ae grip, g — 0) ae \ Log (eye pz) 
PARUS n E 
nel n=N+1 


ist, also, wenn für n> N die Zahl pn =. gewählt wird, dass die Identität 


oo 
ae \ — e22t Py y,— Co) — 
> Log (1— e7*%n pe) —@ 


n= 1 
besteht. Die somit bestimmten Zahlen q,,q,,--- erfüllen somit die beiden Be- 
dingungen des Hilfssatzes. Damit ist dieser Satz bewiesen. 
3 git 1 CE : : 9 — 
Es sei um den Punkt pee ein Kreis mit dem Radius r« ^ ^ so 


gezogen, dass die obige Funktion H(s) des Hilfssatzes 9 (welche im Mittelpunkte 
0, den Wert a annimmt, und die, wie z. B. aus dem Verhalten für 6 — + o» un- 
mittelbar hervorgeht, keine Konstante ist) auf dem ganzen Rande des Kreises, 
d. h. für |s —o,|=r, von a verschieden ist, und es bezeichne « das Minimum 
von | Z (s) —a| für |s—o,]—r. Dann genügt es offenbar, damit log Z(s) inner- 
halb eines im Gebiete G gelegenen Kreises | s — (oy + iv)| € r den Wert a annimmt, 
dass für | s —o,| € r die Ungleichung 


[log &(s+ iv) - H(s)| « u 


besteht; denn dann haben ja die beiden Funktionen log £(s + ir) und H(s), nach 
einem bekannten funktionentheoretischen Satze, im Kreise | s — o,|<r dieselbe 
Anzahl a-Stellen, d. h. wenigstens eine. 

Ich beweise nunmehr den folgenden Hilfssatz 10, welcher beim Beweise des 
Satzes B die entsprechende Rolle spielt, wie der Hilfssatz 8 in $ 2 beim Beweise 
des Satzes A. 

Hilfssatz 10: Es sei &» 0. Dann gibt es ein M' — M'(«) mit folgender Eigen- 
schaft: Bei jeden N » M » M' gibt es in N — M-dimensionalen Einheitswürfel 
0 € ya X 1 (n — M -- 1, M +2,:::N) eine endliche Anzahl parallel den Achsen orien- 


tierter Würfelchen (ohne gemeinsame innere Punkte) mit Gesamtinhalt >- derart 


dass für jeden festen Punkt (yw+1, ym+2,:::yn) im Innern eines dieser Würfelchen 
die Funktion 
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N 
(16) Sun (83 Yuzı, YM42,°°° YN) —— > Log (1 — p; *e?7iva) 
n=M+1 


im ganzen Kreise |s—o,|<r absolut genommen kleiner ist als e. 


Beweis: Es ist offenbar erlaubt, auf Grund des Hilfssatzes 4 in $ 1, beim 
Beweise die Ungleichung 


(17) [Sa n(s; yara v, yus2;:-yx)| «e (für |s—o,|<r) 


durch die Ungleichung 


(18) | | LS a, 0 (85 yuai 9a; yn) E dodt ce 


leo <2r 


zu ersetzen, wo e' eine passend gewählte positive Zahl ist: denn nach dem Hilfs- 
satze 4 gibt es zu dem gegebenen s und den beiden Kreisradien r und 2r ein £, 
so dass aus der Ungleichung (18) die Ungleichung (17) folgt. 

Ich betrachte nun für einen beliebigen festen Punkt (yar+ı, yar+2,--- yn) des 
N — M-dimensionalen Einheitswürfels Q das Integral 


| | |Sarv(s; yarzı, Yarıa, y) E dodt —g(yaei, yrs; YN) 


|s—o, [2r 


und integriere diese letzte in Q stetige Funktion g(yar+ı, Yar+2> 7: YN) über den 


ganzen Einheitswürfel Q; dabei erhalte ich 


Ja N = |] XC | gyri, Yee, UN)dymsidyu ez d yv 
E (Q) 


=) 


le— 51 <2r ^ d» 


'» A x 


| deat | Wig: | |Sanw(ss yarzı, gares c yx) P dyusidyares du 


— | | hisydodt, 
Is | Or 
wo 
h(s) = | ej | Sag N(5; Yarzı, yarez. YN)Pdym+idym+2.-dyx 
JS oy 


ist. Nun ist aber nach (16) 
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Su,n(o + tt; yarzı, c yn) = Sas NO; Yara + karzı, --- yn + EN), 
wo 
t Log p E 
= en (n — M +1,---N) 
270 
ist. Daraus folgt — wie durch die Transformation y, = Yn + kn(n = M +1,---N) 


unmittelbar zu ersehen ist, welche ja den Einheitswürfel Q in einen äquivalenten 
(d. h. nach Reduktion der Koordinaten modulo 1 mit Q zusammenfallenden) Be- 
reich überführt — dass das Integral h(s)=hA(o + it) nur von c, d. h. nicht von 
der Ordinate t abhängt. Da nun (wörtlich wie beim Beweise des Hilfssatzes 8) 


e: I 
Duro 
2 


h(o) = | | = Sao; yaris cy) P dy dyn < = 2 DER 
(Q) n= M+1 


ist, so folgt, wegen 6, — 2r >a 
Ju,n= | | h(o)dodt< var, > s) — EM; 
Ls—“ 0] <2r E 


wo ey —0 für M —c. Also gibt es ein M', so dass für N > M > M' das Integral 


D |m 


Jux= f | ee | g(yasi s Yur+2, cc yN)duarsid yu 2: d uw € 
ro) 


ist. Aus dieser letzten Ungleichung ergibt sich aber sofort nach einer schon 
früher verwendeten Schlussweise (vergl. den Beweis des Hilfssatzes 8) die Exi- 


stenz einer endlichen Anzahl in Q gelegener Würfelchen mit Gesamtinhalt > =: 


so dass im Innern aller dieser Wiirfelchen die zu beweisende Ungleichung 


(18) g(Yar+i1, YM42,°°° yn) <E! 


erfüllt ist. Damit ist der Hilfssatz ro bewiesen. 

Nach diesen Vorbereitungen gehe ich nunmehr zum Beweise des Satzes B 
über: 

Es sei zunächst die Zahl M, so (d. h. so gross) gewählt, dass einerseits, auf 
Grund der gleichmässigen Konvergenz der Reihe H(s) = — X Log (1 —p;etiun), 
wo H (s) die durch den Hilfssatz 9 eingeführte Hilfsfunktion bedeutet, die Ungleichung 
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Mo 
(19) H (s) + p Log (I ES petere] = 
n=1 


für |s— e,| €&r besteht, wo u die auf Seite 95 definierte Zahl ist, während 
andererseits, auf Grund des Hilfssatzes ro, bei jedem N > M, im N — M ,-dimen- 
sionalen Einheitswürfel Q: o € y, « (n — M, +1,---N) eine endliche Anzahl pa- 


rallel den Achsen orientierter Würfelehen mit Gesamtinhalt > - derart existieren 
2 , 


dass für jeden inneren Punkt (yaí41, yx) einer dieser Würfelehen die Unglei- 


chung 
N 
I" N Log ( = se? Tin ec u 
Zu O08 NI DC) "4 
n-Mocl 


für |s—o,|<r erfüllt ist. 

Nachdem M, festgelegt ist, bestimme ich, aus Stetigkeitsgründen, im M,- 
dimensionalen Einheitwürfel o <yn<1(m—=1,2,---M,) einen kleinen Würfel g 
mit dem Inhalte 7 derart, dass für jeden inneren Punkt (y,,y,,---ya) dieses 
Würfelehens q die Ungleichung 


NI ue u 

A One A PES Orem f 

RON re AT) +> Log (1— pz*6&*9»)| < 
n=1 n=1 


im Kreise |s— o,| € r besteht. 
Folglich existiert, bei jedem festen N > M, im N-dimensionalen Einheits- 
würfel o € y, « 1(n — 1,2:-: M,, M, 1--- N) eine endliehe Anzahl von kleinen 


Parallelepipeden mit Gesamtinhalt >° 2 derart, dass für jedem im Innern dieser 


Parallelepipeden gelegenen Punkt (y, %/2,°°"Yao,° yn) die beiden Ungleichungen 


Mo Mo A 
Ÿ —s pxiy,) + Ÿ pO Ke : 

oe run) EP Dog pasen) 7 
n =] n=1 


und 


. ul 
p—Se?Tiln) eu 
n 
4 


N 
— > Log! (z= 


n= Mo+1 





im Kreise |s—o,|<7r bestehen. Für jeden solchen Punkt (y,, 7, --- yn) gilt daher, 


unter Beriicksichtigung von (19), die Ungleichung 


N 
H(s) + > Log (1 — p; *e?*iv»)| < PR 


n=1 
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Ich wende nunmehr den verallgemeinerten Kronecker’schen Satz an auf 


“nu. ---N) und die obigen Parallelepipeden des 


, 


die Zahlen 2, = 

N-dimensionalen Einheitswürfels mit Gesamtinhalt >. Dieser Satz ergibt für alle 
2 

hinreichend grosse T, d. h. für 7'^ T' = T'(N) die Existenz einer endlichen An- 


zahl auf der Strecke o <t< T gelegenen Intervallen (/), von denen keine zwei 
einen inneren Punkt gemeinsam haben, deren Gesamtlänge > -7 ist, und derart, 
= 2 


dass für jeden inneren Punkt r einer dieser Intervallen die Ungleichung 


N 

en 34 

H (s) + p Log (1 — pr seiten) < 7 
n-l 


d. h. die Ungleichung 
. 3 LL 
|H (s) — Fx(s + iv)| € 4 
im Kreise |s —o,|<7 besteht. 
Es war bisher N eine beliebige ganze Zahl > M,. Ich wähle nunmehr, auf 
Grund des Hilfssatzes 5 in $ 1, ein festes N, > M, derart, dass für alle hinreichend 
grosse T, d. h. für 7T' ^ T,, auf der Strecke o «t < T' eine endliche Anzahl nicht 


übereinandergreifender Intervallen (/") liegen, deren Gesamtlänge > E — .) Jd ast. 


und so dass für jeden inneren Punkt r einer dieser Intervallen der ganze Streifen 


: TP UE a UIT : : Gh. 
o>a,ı ws So; im Gebiete @ liegt und dass jedes s dieses Streifens der 


Bedingung 
i 


Ry(s)| <° 
| Zx(s)| 5 


genügt. Da der Kreis |s— (o, + ir)|<r ganz innerhalb des Streifens o «, 


I I : : Med nea ya : : 
ax <t<r+- gelegen ist, gilt a fortiori für jedes solche v die Ungleichung 
SUES ANS 


1 


Ry(s + ir)|<‘ 
| Sn 


im Kreise |s—o,|<r. 
Ich betrachte nun schliesslich für ein 7'» T', — Max (T'(N,), T,) diejenige 


endliche Anzahl Intervallen (/") von Gesamtlänge > E T-— 5 r) = > T', deren in- 
2 0) 


nere Punkte diejenige Punkte der Strecke o <t< T sind, welche den beiden obigen 
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Intervallmengen (/') (für N — N,) und (/") gemeinsam sind. Für jedes v eines 
dieser Intervallen (J) gelten im Kreise [s—6,[<7r gleichzeitig die beiden Un- 


gleichungen 

| H(s) — Fy(s + ir)| < mi 
und 

| Rx (s + i) 

also die Ungleichung 

Log Es + ic) — H(s)] € n. 
Hieraus folgt aber (vergl. Seite 95) nach der Definition von u, dass log Z(s) im 
Kreise |s— (o, + ir)|<r mindestens eine a-Stelle besitzt. 


Es ist nunmehr leicht, den Beweis des Satzes 5 zu vollenden. In der Tat, 
da einerseits eine endliche Anzahl auf der Strecke o<t<T gelegenen Intervallen 


mit Gesamtlänge > = T offenbar mindestens Gr 1) Werte v enthalten, von de- 


nen je zwei einen Differenz >1 haben, während andererseits zwei Kreise 
|s— (0, + ir,)|<r und |s— (o, + ir,)|<r, wo |v; —7,|r ist, gewiss keinen ge- 
meinsameu Punkt besitzen, so folgt für jedes T' > T', die Existenz von mindestens 
(; T — 1) verschi denen a-Stellen im Streifen , —r<o<o0,+7,—r<t<T +r, 
also a fortiori im Streifen a<o<pß, —1«t«T -« 1. 

Hieraus folgt aber unmittelbar, wenn L,,4,9 (T) die Anzahl der a-Stellen von 
log €(s) im Rechtecke « £6 «i, oct « T bezeichnet, die Ungleichung 


lim inf Lo, a, 8 (T) > 


T 0. 
=o 


Damit ist der Satz B bewiesen. 


SUR LA RESOLUTION DE CERTAINES EQUATIONS INTEGRA- 
LES, ET SUR QUELQUES PROBLEMES QUI S’Y RATTACHENT. 


PAR 


HENRI VILLAT 


à MONTPELLIER. 


Le présent Mémoire est consacré à l’etude de certaines équatians intégrales, 
d'un type qui généralise le type classique de FREDHOLM, à savoir des équations 
de la forme 


ou mieux 


A(x) f (x) + | f(s) N (x, s)ds = p(x). 


D 
a 


La fonction inconnue est f(x), et le noyau N (x,s) présente pour s=x une dis- 


continuité polaire, il devient infini comme — —, K étant une constante. Dans 
x 


[77] 


le seconde écriture, l'intégrale est considérée comme égale à sa valeur principale 
au sens de CaucHy. Des équations de cette nature se rencontrent dans diverses 
questions d'Hydrodynamique que j'expose ailleurs (cf. Comptes-Rendus Acad. sc. 
Paris, 6 janvier 1913, t. 156, p. 58) et pour lesquelles il était souhaitable d'ob- 
tenir la solution effective des équations proposées, sous une forme utilisable. 

Dans ce qui suit, j'expose la solution de divers problèmes ! desquels je de- 








! Qertains de ces problémes prennent leur point de départ dans la détermination d'une 
fonction analytique dans une aire annulaire, par diverses données aux frontieres (partie réelle, 
partie imaginaire, etc). J'ai indiqué déjà (Circolo mat. di Palermo, 1912, p. 134/175. Comptes- 
Rendus, 13 mars 1911, 4 sept. 1911. Xenia, Hommage international à l'Université de Grèce, 
Athenes, 1912, p. 359/380) plusieurs résultats sur ces questions. Dans un beau Mémoire (Circolo 
mat. di Palermo, 1913, 2ème Sem. p. 1/28) M. U. Dini est revenu, d'ailleurs d'une manière très 
générale et d'un point de vue différent, sur le même ordre de sujets. 
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duis ensuite la solution, sous forme simple et par une voie indirecte, de certaines 
équations intégrales particulières, de la forme indiquée, — et dans lesquelles ren- 
trent justement celles qui se sont présentées dans les questions d’Hydrodynamique 
auxquelles je faisais allusion plus haut (ou du moins on peut ramener celles-ci 
à celles-là sans difficulté). 

En terminant, je fais voir qu’en utilisant une transformation de M. D. Hır- 
BERT, On peut, dans des cas généraux, où rentrent les équations étudiées anté- 
rieurement, ramener les équations intégrales en question, à des équations de 
FREDHOLM. Mais par ces considérations il serait extrêmement difficile, pour ne 
pas dire impossible, de retrouver sous la même forme simple les résultats exposés 
dans ce Travail. 

Le résumé d'une partie de ce Mémoire a été communiqué à l'Académie des 
Sciences, le 23 oct. rorr. 


PREMIERE PARTIE. 


$1. Nous commencerons par rappeler, au sujet d'une fonction analytique 
dans un cercle, certaines propriétés qui nous seront utiles par la suite, et qui 
sont pour la plupart déjà connues; aussi passerons-nous rapidement sur ces 
propriétés. 

On sait (cf. Schwartz, Zur Integrat. der partiellen Differentialgleichung 
4u=o, Jnal de Crelle, 1872, p. 218; T. Boca1o, Sulle funzioni di variabile 
complessa, R. Accad. di Torino, 47 (1911); H. Virram, Bulletin de la Soc. Mathém. 
39 (1911), p. 443) que dans un cercle de rayon un avant pour centre l'origine 
du plan z — x + iy, une fonction analytique régulière dont la partie réelle prenne 


à la frontière les valeurs /(#), est égale, à une constante imaginaire pure, près, à 


2x 
> 


I 


(x) 4()—7 | 100 


e 


0 


1 + 26-50 : 5h 
ve |) dO — F (x,y) +1G (x, y). 


Plus précisément, on sait (cf. P. Farou, Séries trigonométriques, Acta Ma- 
thematica, 30, 1906, p. 335) que si f(0) est une fonction périodique, de période 
2x, bornée et sommable (au sens de LrEBEsGvE) la partie réelle de l'expression 
ci-dessus tend vers /(9) lorsque le point z tend vers le point ef” en suivant le 


rayon qui y aboutit. Il ne peut y avoir exception que pour des points de la 
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circonférence |z| — r, formant un ensemble de mesure nulle (Farov, loc. cit. p. 
348). La méme conclusion est valable si f(0) est une fonction non bornée, mais 
intégrable en valeur absolue (id. p. 373). 

La partie imaginaire de la fonction A(z) est bien déterminée dans le cercle; 
pour qu'elle ait une limite quand z tend vers e! en suivant le rayon, il faut et 
il suffit (Farou, p. 360) que l’integrale 


m 


[ (0 +2) — f(0 — 0] eotg ! at 


/ 


c 
€ 


— 
nN 
— 


ait une limite quand & tend vers zéro par valeurs positives; la partie imaginaire, 
et Vintégrale ci-dessus, tendent de plus vers leurs limites, uniformément ensemble 
(c'est à dire qu'il en est ainsi pour la partie imaginaire, sous la condition, néces- 
saire et suffisante, que l'intégrale tende uniformément vers sa limite). 

Si l'intégrale en question a une limite la partie imaginaire de A (z) est égale, 
au point e'0, à 


(3) g (0) = | f(e) de 


où lintegrale est considérée comme égale à sa valeur principale, au sens de 
CavcHy. En particulier, si la fonction f(4) satisfait à une condition de LrPscurrz, 
on peut écrire 


g(0) I He de 
9 t à 


N 2 


Lie) 


l'intégrale ayant son sens ordinaire, et la fonction g(0) satisfera à une condition 
de méme sorte (FATOU, p. 361). 

Comme l'a montré L. LICHTENSTEIN (Journal de Crelle, 141, 1912, p. 12/42), 
si f(0) est intégrable, et qu'il en soit de méme de son carré, la fonction g (A) est 
bien déterminée, sauf peut-étre pour un ensemble, de mesure nulle, de points de 
la circonférence frontière; et cette fonction est intégrable, ainsi que son carré, 
dans l'intervalle o, 2. 

Si l'on pose 


z — pei 


RR : GEAR a pA EE : of 
la dérivée partielle j, existe à l'intérieur de la circonférence de rayon 1; on en 
vo : 
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nog ; dU GU? P TN he 
déduit par conséquent la dérivée jj: qui, Si elle a une limite quand o tend vers 
Q 


un, nous fournira la dérivée normale extérieure de la fonction F sur la frontiere. 
Si f(0) est l'intégrale indéfinie d'une fonction /'(0) intégrable ainsi que son carré, 
alors cette dérivée normale à la frontière, h(#), existe sauf peut-être aux points 
d’un ensemble de mesure nulle, et elle est intégrable ainsi que son carre 
(LICHTENSTEIN, loc. cit.). Si l'on admet que la fonction f(#) soit bornée, et qu'elle 
n'ait qu'un nombre fini de points (;; de discontinuité, où elle passe brusquement 
d'une valeur f(0;— o) à une autre /(0; 4-0), un calcul facile (cf. H. VILLAT, 
Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1914) montre qu'on peut écrire 


2x 


Ling mt (5) rw f(06; — 0) — f(6; + 0) 
(4) ad en iy EC er 0—0; 


tg 





N 


2 


l'intégrale ayant sa valeur principale, ou bien, lorsque f'(#) satisfait à une con- 
dition de LipscHirz, 


Ale m ea um 


VB 277 - 0 — 6; 
i tg = 


0 étant supposé distinct d'un point de discontinuité. On vérifie du reste aisé- 


2x 
ment la relation | A(0)d0 — o, dont on sait la nécessité. 
D 
Supposons maintenant qu'on se donne la valeur q(#) de la partie imaginaire 
d'une fonetion analytique dans le cercle de rayon un, aux points de la circon- 
ference frontiére; il résulte à peu prés immédiatement de ce qui précéde, que la 
fonction 


, 5 L sp-il 
: g(0) 5 ; d — F (x, y)+iG (x, y) 


est une telle fonction analytique, et que, dans des conditions analogues à celles 


qui ont été dites tout à l'heure, sa partie réelle sur la circonférence frontière, est 


Eee 
er [<= 


— 
Un 
— 
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ou encore, si g(e) satisfait à une condition de Lirscurrz, 


late) — g(0 
NO = ae Vite 
ri a 
et f(0) satisfait alors à une condition analogue. 
Il est d'ailleurs aisé de montrer que, si g(0) est l'intégrale indéfinie d'une 
fonction intégrable g'(0) la dérivée normale de la partie réelle F(x, y) aux points 


de la frontière, est égale, en général,! à 


h(0) — g' (0) 


comme on devait s'y attendre. 

Supposons encore qu'on se donne la valeur 2(0) de la dérivée normale ex- 
terieure, sur la frontière, de la partie réelle d'une fonction analytique régulière 
dans le cercle; bien entendu, nous supposons remplie la condition, dont on con- 
nait la nécessité, 

22 
(6) | h(0)d0 — o. 


0 


Il est bien connu que la fonction analytique (à laquelle on peut ajouter une 
constante quelconque) 


(7) Q(2) — —- | h(e) log (ei* — z)de — F(x, y)+iG(a, y) 


répond à la question (cf. par exemple Boaato, loc. cit.). D'ailleurs, si l'on pose 
z — gei, on a de suite 


0C — I A 
"yl 


fest) 


Jo 
0 


La partie réelle de cette expression est 


OF I fe .geos (0 — s) —o to 


FT 29 cos (0— €) + o? 


bi 


2 


Ü 0 TE Q 


! Nous écrirons fréquemment »en général» pour abréger, au lieu de »excepté aux points 
d'un ensemble de mesure nulle». 


Acta mathematica. 40. Imprimé le 24 juillet 1915. 14 


106 Henri Villat. 


ce que, d’apres la condition ci-dessus, on met facilement sous la forme 


Ge. m / TB à 
| I — 20 cos (0— €) +0? 


2 
do 2m 0 hie) e). 
0 
On est done ramené à une intégrale de Porssos, à laquelle s'appliquent les ré- 
sultats connus, particulièrement ceux de M. P. Farov. 
En négligeant la constante additive, on voit aisément que, pour un point 
z — e! de la frontière, la fonction analytique en question a pour partie réelle 





27 
(8) f(0) = — : | h(e) log sin ze 
et pour coefficient de 7, 
(9) g(0) —— 7 | Wh(e)de 


en désignant par VW Vangle que fait avec l'axe des x la demi-droite qui va du 
point ei? au point eff. La fonction A(s) étant supposée sommable, est, sauf sur 
un ensemble de mesure nulle, la dérivée de son intégrale indéfinie (sc). On 
peut done écrire 


et en integrant par parties, 
2x 


+ 2 [a de. 
7L 


9(6) — —7 t He} QE rs 


0 


Or la fonction wW(e) présente une discontinuité lorsque & traverse la valeur 6, et 
l'on s'assure facilement que 
V(0 + 0) — v(0—0) =z, 


ES SE: : e À A 7t fs 3 (¢) 
d'ailleurs, ^ dépend linéairement de e [il est même égal à + — + selon que 
o 2 > 


e est supérieur ou inférieur à 0. L'intégrale écrite au second membre dans la valeur 


de g(0) est done une constante indépendante de e, et la partie intégrée se réduit à 
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3 = H (0) p (0 — 0) — (0 + 0)] = H (0). 


7 


On a donc, sauf sur un ensemble de mesure nulle, 
g (0) = h(0). 


En outre, une méthode directement inspirée de celle qu’emploie L. LICHTEN- 
STEIN (loc. cit. Journal de Crelle, 1912, p. 25 notamment) permet de montrer que, 
si la fonction A(0) est intégrable ainsi que son carré, les fonctions f(0) et g(0) 
existent en général, et jouissent de la méme propriété. On met d'abord aisément 
C(z) sous la forme, valable dans le cercle de rayon r, 


2 X 3 
(10) C(z) = — ib, + D (an — ibn) 2” 
1 
avec 
2a 25 2 
I I I ; 
[)) = | ehle)de, An — ae | h(e)cosnede, bn = ^ | h(e)sinnede. 
rj 0 D) 


Si A(0) est intégrable ainsi que son carré, on sait qu'on a, d’après P. FATOU 
(Acta, 1906, p. 379) 


2 2 
2 Wipe t e S97 s 
| [h(e) Bd e = Y (nia? + n*5,2). 
ÿ 1 
2 WY e Y © 5 . > # . 
Les series N aus Yos sont done a fortiori convergentes, et l'on peut écrire 
1 


oo 


(xr) f (0) + Wa, cos n0 + b, sin nd 


— 
1 
(r2) g(0) ~ NS — b, cos nd + a, sin n 


[(0) et g(0) désignant deux fonctions définies presque partout, sommables en 
méme temps que leurs carrés. Pour faire voir que ce sont justement à une con- 
stante prés, les deux fonctions déjà désignées sous ce méme nom il y a un in- 
stant, il suffit de considérer la fonction 
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formée au moyen de la fonction (11). Un calcul immédiat permet d'écrire 


oo 
IP (2) one, > (An — 1 Bn) 2” 
1 
avec 


2317 
4 


2 2x 
I (an I À 
one MOG, C= | f(e)cosnede, Pn = ; [rosinnede, 


et d’après la definition de f(0) on a «, — a4; Pn—bn. T(z) ne diffère donc de 
C(z) que par une constante, d’où la conclusion annoncée. 

La comparaison des divers résultats précédents, en supposant que la fonc- 
tion analytique dont il s’agit à l’intérieur de la circonférence C de rayon un, 
soit partout la même, conduit aux conclusions suivantes. 

Tout d’abord, les deux équations 


f= EC te 
n "s tg 5 
(13) 2z 
D CE e TOU ME NC 
2m | 0 — 
0 tg 2 


où C, et C, sont deux constantes convenables, sont, comme on sait, inverses l'une 
de l’autre. En multipliant les deux membres des deux égalités par d60 et inté- 


grant de o à 27, on voit sans peine que les valeurs des constantes sont 


27 j 2x - 
1 : | ion dó et — | «ao 
27U 27U 
ô 0 
et que les équations ci-dessus doivent s’écrire 
f (0) =— 5 | g(e) de+— [roa 
(14) 270 O—e- 270 


0 tg zn 0 
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(te a f^ | 
| Gees eren g(e)de. 


| 


Si l'une des deux fonctions f(0) ou g(0) est intégrable ainsi que son carré, il en 
est de même de l’autre; si l’une de ces deux fonctions satisfait à une condition 
de Lipscutrz, il en est de méme de l'autre. 

Considérons encore les deux équations 





(15) f (0) = — | h (s) log sin na e + (te 
: 2 
E Ffte)de Ba w / (0 — 0) — f (0; to) 
(16) h tan) t UG 2 ars a 0 —0; , 


elles seront inverses l'une de l'autre dans des conditions qui résultent clairement 
des développements précédents, lorsque f(0) est supposé continu et dérivable, 
sauf peut-être en un nombre fini de points. Nous ferons remarquer que, si f (6) 
possède une discontinuité au point 0;, et y subit un saut brusque égal à k, la 


fonction A(0) devient en ce point infinie comme N) : a: 
700: 


La réciproque de ce 
fait est aisée à déduire de l'équation (15). 

Il suit de là que, si l'on suppose f continu dans tout l'intervalle (ce qui 
entraîne que A n'ait pas de singularités polaires), on doit effacer dans (16) les 


termes contenus sous le signe > et les deux équations restantes donnent la so- 
i 


lution l'une de l'autre. Si alors l'une des deux fonctions f ou h est de carré inté- 


grable, il en sera de méme de l'autre, d'aprés des conclusions antérieures. 


$2. Je vais maintenant supposer qu'il s'agisse d'une fonction analytique, 
réguliére dans un domaine limité par deux circonférences concentriques, de centre o 
et dont nous prendrons les rayons égaux à 1 et à q (<1) ainsi qu'on peut évi- 
demment toujours s'y ramener. Nous désignerons constamment par les notations: 
f(0).et f,(0), g(0) et g,(0), A(0) et h,(0), les valeurs que prennent, aux points 
€'Ü et qe? des frontières, respectivement, la partie réelle, la partie imaginaire, 
et la dérivée normale de la partie réelle, dans la direction extérieure à l'aire 
annulaire. à 

Supposons d'abord que les valeurs de f(0) et de f,(0) soient données. La 
fonction analytique dont la partie réelle prend sur les deux circonférences C (de 
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rayon 1) et C, (de rayon g) les valeurs en question, est, comme je l'ai démontré 
ailleurs, ! à une constante (imaginaire pure) pres, 


2% 
tw, [ (Ww & 
(17) A(z) = zn | f (9€ [ra loga— x eu, o. de — 
0 


2% 


$0, [ a a wo 
— | file) os loge Te 
5 





oii o.) de — F (a, y) t iG (2, y). 


Les fonctions elliptiques qui interviennent dans cette formule, sont construites 
avec les périodes 2w, et 27w,, dont le rapport seul est déterminé, et satisfait à 
la relation 


—3 O8 2 


(18) Je Cie 


D'ailleurs (cf. H. Vizcar, loc. cit.) la condition, nécessaire et suffisante, pour 
que la fonction analytique À (2) soit uniforme, est 


2x 2a 


» 


(19) | fede = | f, (de 
0 D 


0 


et nous supposerons bien entendu cette condition remplie. (Les fonctions f et f, 


sont évidemment supposées sommables.) 
Pour préciser davantage les circonstances dans lesquelles on peut étre assuré 
que la fonction A(z) satisfait bien à la question, formons la difference 


I + ze: 


1— zer: 


27 
40, fre de — A@)— Aula) 
0 


entre A(z) et une fonction A,(z) définie, dans tout le cercle de rayon 1, par la 
donnée f(0) de la partie réelle sur la frontière. On a 


* Cf. H. Vırzar, Le probleme de Dirichlet dans une aire annulaire, Rendiconti del Circolo 
matematico di Palermo, 1912, 1er Semestre, où j'ai établi directement cette formule. Comme je 
l'ai fait voir au même endroit, on peut aussi déduire cette formule d'un développement (dû à 
M. U. Dixi) connue antérieurement. Dans son Mémoire déjà cité, M. U. Dixı a de nouveau in- 
diqué cette déduction. 

* Nous adopterons pour ce qui concerne les fonctions elliptiques, les notations du Traité 
de M. M. Taxxery et Mork (Gavrmier-Virrars, 4 volumes) auquel nous renverrons souvent dans 
la suite, par l'indieation: T. M., suivie du double numéro de la formule à utiliser. 
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io, .… | w (7) II+zei: 
A) Al) 0 [s Or a loge — ^ "eere eon 
^" 
2x 
het (Pt logz — "7 a 
IT” Tot 


Or, en introduisant les fonctions 9, on sait (T. M., XXXIII, 7) que 


gi u 

n, U 1: 5 3 20. 

u = 1 —— 
z (On ZI ER u 
VA = 

200, 


et d’autre part on peut déduire de la formule (T. M. XXXII, 5) la suivante 


! 
Ÿ 


oo . 
v 7 q" sin 27v 
—L- = 7 cotg mv + = 479 
1 


9'v I— 24?" cos 2x0 + qi” 


On en conclut 


CU 
+ q” sin 
se 1,04 i ITU 270 X (0) 
Day —— + — cotg HN 
[on 20, 20, wo, = " ITU ^b 
1 I—2g*?e08 nl 
, 
vi 9 


c [i à 
Maintenant, pour w=. logz — — e, on a facilement 
7 TU 


à zu u ji + zemie 
colg - — 
20, 'ı — ze 
I U 
sin = — [get — 7 lee 
(1 21 
zu 
COS ———d extet silet 
(0, 2 


[ur =? Lo Cap wa deae (i \ gr (zeie — z1ete) 
— logz—— e] = BE er i = 
> (im 8 7C ali © V2, 1— 28 So al Qua A Were erg. 
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$0, . [C © II- 26-5 no : 
U(2ye) = loga =e) ee OR te 
TT VTT TL PTE CC me ie 


1 


Sous cette forme, il est bien clair que la fonction de z 


25 


: | je) U(2,e)de 
Oren 


se comporte régulièrement dans la couronne, et y est continue, y compris sur 
la circonférence de rayon 1. Lorsque z tend vers un point ef” de cette dernière 
circonférence, l'intégrale ci-dessus tend d'ailleurs vers la valeur imaginaire pure 


if No, V 2q" sin (0 — £) 
Jes Eus : 
1 | | 70? a À I — 2q?” cos (0 — e) + qi” as 
D 


tend également vers une valeur imaginaire pure, et il en résulte que la partie 
réelle de la différence A(z)— A,(z) tend vers zéro. Par suite la facon dont se 
comporte la partie réelle de A(z) au voisinage de la circonférence C, dépend 
uniquement de la facon dont s’y comporte la partie réelle de 4, (z). 

Les résultats rappelés dans le premier paragraphe relativement à cette 
dernière fonction, peuvent donc être immédiatement appliqués à la fonction A (z). 
Celà étant, et en remarquant qu'on peut échanger le róle des deux frontiéres 
par la transformation de z en g/z, on en conclut notamment les conséquences 
suivantes: 

Les fonctions f(0) et f,(0) étant données, périodiques (de période 27) et 
sommables, la partie réelle de A(z) tend, en général, vers /(#) ou f,(0) lorsque 
z tend vers €? ou qe!?. La partie imaginaire de A(z) est bien déterminée quand 
les intégrales analogues à (2) relatives à f ou à f,, ont des limites. Cette partie 


imaginaire tend alors vers les expressions 
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(20) g(0) =" | FES 0 — nde" to )5. 7 (0— 9d« 
Un cE 
ou 
(21) 9, (0) — 2t | ld). (0 — e)de — ^ | f. (OC Ex (9 — e)de 
TU jt WU t 
6 0 


respectivement. Les intégrales relatives à la fonction ¢ doivent y être considé- 
rées comme égales à leur valeur principale au sens de Cauchy. Si f et f, satis- 
font à des conditions de Lrrscnurrz, ces formules peuvent être remplacées par les 
suivantes, où les intégrales ont la signification ordinaire (cf. H. VırLLar, loc. cit. 
p. 110, Note 1), 


g( — ^ | [fle)— f(0)]E 9 (0 — de — 2 (1 — 16 — 


ZU jt 7t iv 
ó 
(22) 2 x 
= = | 1 (CS E (0 — &)d s, 
IL” 7T 
Ü 
9,0) — 75 | (05.75 O—e)de — ^5 | Uf, () — f, (0157 (0 —e)de + 

(23) ÿ ö 


ee E — =| 1, (0). 


7L 
De plus, les fonctions g(0) et g,(0) satisfont alors, elles aussi, à des conditions 
de Lirscnirz. 

Si f(0) et f,(0) sont intégrables ainsi que leurs carrés, je dis que g(0) et 
g,(0) seront alors déterminées, sauf peut être chacune sur un ensemble de mesure 
nulle, et que ces fonctions seront intégrables ainsi qué leurs carrés. 

Bien qu'on puisse déduire ce fait sans grand calcul, des théorémes de 
P. Farovu et L. LICHTENSTEIN, je démontrerai cependant ce résultat directement, 
en suivant d'ailleurs la voie tracée par L. LICHTENSTEIN dans le cas du cercle; 
car cela nous permettra d'obtenir en méme temps diverses formules importantes. 

Il résulte tout d'abord d'un caleul connu (cf. U. Drnt, loc. cit. et H.VILLAT, 
Palermo, I, 1912, p. 171) qu'en appelant «, et 9, les coefficients de FOURIER de 
la fonction f(0) et cn, 9';, ceux de f,(0), c'est à dire en posant 
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2x 2x 
AER | f(0) cos n0d0, By — Jie) sin nd) 
25 27 7t 
f* D] 
A NS S Jr j(0)dd — - J^ (9)d0 
ai |f cos nÜdO, 9, — ; |f.) sin nd 
Ü ó 
la partie réelle F(o, 0) de A(z) peut s’ecrire, en plaçant le point z — oe‘® à Vin- 


térieur de la couronne, 
I 


0n n 
pg E 
V go wv 0” € ; 
(25)  £&(o,0)— o, + > > (an cos n0 + 8, Sin nÜ) + >: («'„ cos nO +6", sin n0). 
! = DE q" 2 = D q” 


(z) est par suite, dans la couronne, représentable par l’expression 


q^ 94) ms 





> Se : a ran — à (B, 
A(z) = F (o, 0) + G (o, 0) =a, + 7A, + = = a 
q" («^ ba. q" tn) ; iq" (B'n — q" B5) (ER 


(26) 
9 
I— q* n 


-1M: 


réelle dont il est aisé de trouver la valeur. Il suffit 


où A, est une constante 


d'observer que l'on a 
2x 


| A (pei?) d0 — 2x (a, + i À). 


ù 
Puis d’après (17), 
" dou oe : [40 | fi ME ‘logo + UE) | de 
6 I; 
he | (95 (2 logo + (0 — e)| de 
A (2 


Or on a aisément 
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() Ü 
At o(2 log e— Let au) 
( [c () 7 vie 7t 
¢ | log o + +(0—e))d0 = — log — men RS xus 
"OW 7U (On (UN 1 Wy 
ö d Bos 





TG) ae w (0) 
— — ix + 2n, | logo — —e+w, 
[OR dor 7 


(au sujet de la détermination du multiple de iw figurant dans cette formule, voir 
H. ViLLAT, loc. cit. $ 6). On a de méme 


D'oü en tenant compte de (25), et réduisant 
I , 


2 2x 2% 
: 


| Awe du — | f()de—2n, E eut — 1. ena 


b Ü D 


PE 


(27) e ats al LH — f, (Me. 


On a done pour A(z) un développement de la forme 


(28) A(z) = a, —àib, + Da: —tb,)2” + Ye Ba Uh ae 
1 1 
avec 
P I fe €), a lí 
IL {(O)d0 — 77 | f, ()d0 =e, =, | IL) — f.0)140. 
0 0 
i — STE gen bu = Bn — q" Bn 
I Ome I— q n 
= q" FE g^" dn 2. q" B; = 9°" En ; 
I— ge I — gae. 


Nous écrirons plus simplement ces dernières: 
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: ay) 
An 4 Cy = Un; by Ar d; — Dn 


I ! 
Qa Q" + Cn— — Un) bn q" + d, a= Bow 
Qn 
On voit que les nombres 
(EeePC. rado pU oy slam Rt est YS AE ES re 


sont les constantes de FOURIER de la fonction f(0), et que les nombres 
I I I 
ar; CT CPE nd rn me re PIU bee d s s 


sont celles attachées à la fonction f,(0), c’est à dire qu'avec les notations de M. 
Hurwitz, on a 


(30) f(0) »a, + (a, + c,)cos 0 + --- + (an + Cn) cos nÜ + - 
+ (b, + d,)sin0 + --- (b, - d;)sinn0 + --: 


(31) f, (o) + a + (ia +6 2l coS QE EET [nsa on a cos@ sae 
xls Ur + a) sin Ü + +: + (oan + du 2) sin nÜ + --- 


Ceci posé, les fonctions f et f, étant de carrés sommables, on a d’après un 
théorème de P. Farov (loc. cit. p. 379) 


: | [f (0) dû = 2a, zl FX (an + CH). + (b, ir dz)s 
AA : 


9 


- | [f (0) dû = 2a, “Us > (a, q^ T Cn = + (boo SF dy : 
1 


q" x 
D 
En outre, en partant de la formule (28) on a, pour o compris entre q et ı (dif- 
férent des extrémités) 
ob 


> I 
F (9,0) —a, +> (an 0" + Cr E cos n () + (bs e" + d, EL sin n 
1 \ ^ 


. x qo I 
G.(0,0) =—b, + > CT Q" — C, 3 sin nd — (o. 0" — d, al cos né. 
0 
1 
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Multiplions respectivement par F (0,0) et G (0,6), et intégrons de o à 27, en traitant 
les seconds membres terme à terme, ce dont on a le droit pour les valeurs de o 
considérées. Il vient d’abord 


2x 2x 2x 
| [F (0,0) d0=a, | F (o, 0)d0 + > lo. o" + o] | F (0,0) cos n 0 dO + 
'o o 0 


eJ 


= | | F (o, 0) sinnd d 
ü 


7 


+ x (o. o" zs du 


et par suite 


| UP e, aa — a | zai + Dane o) + (bngr + | 
D 1 


| 


Et on a de méme 


A oo 9 ; ° 
[ie (o, 0) P d.0 = x | 2b, + > (a. o" — =) + (os o" — Zi 
1 


^ n Si n 
| e e 
0 


Les séries écrites aux seconds membres sont done convergentes, et par suite la 
série 
oo 
Y 
PA (An Cn 3F bn d) 
1 
obtenue par soustraction, est également convergente. 
Cela étant, revènons aux formules (32); il résulte immédiatement de ce qui 
précède, que les séries 


Al 


2 2 ET Ar US I 
CUIDA RUN di ana cs 


9 
An >) 
n 2n 


N' x WS 5? gan N73 
2 | Dong”, de, 


en 
q 


sont toutes convergentes, et par suite il en est de méme des deux suivantes 


= (An — €)? + (On E d)? 
> o. q* E eh me 5. q" ^ dn |: 


Le théorème de Rresz-FiscHer (cf. notamment RrEsz, Comptes-Rendus, 144, 
1907, p. 615; Götting. Nachrichten, 1907; E. FrscuER, Comptes-Rendus, 144, 
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1907, p. 1022) permet de conclure de là qu'il existe deux fonctions g(#) et 9,(#) 
intégrables et de carrés intégrables, telles que l'on ait 

g (0) — 5, + > (An — Cn) sin n0 — (b, — d,) cos nÜ 


(33) 
Cn 5 dyn 
g, (0) ~— 5, + > (a. qu zi sin n 0 — (o. = | cosnd. 


Si nous considerons alors la fonction 


2% 
io, 


A,(z) = F, (0,0) + 7G; (@, 0) - V | g (s) is logz — ^ e de— 


1) es @,\ 
— oye loge de 
PIE )6s ; 22 og E de, 


la partie réelle de cette fonction tend, en général, vers g (0) ou g, (0) lorsque z 
tend vers les points e'? ou ge? des frontières. D'autre part, dans la couronne, 


on a pour A,(z) un développement de la forme 


; ; yee, à lien - JI 
A, (z) — a', — ib‘, + > (a/4 — «0'4) z^ + Der +id',)2 
avec 
U = | g(0)d0 — T [n (0)d 0 
27 27 
0 0 
cf | QE ! 
Antcn=_ | g(0)cosnOd0; ang”? + eis | g, (0) cos n6 dû 
0 0 
; - If it E On ie : 
On Cm — | g(0)sinn0d0; bug" + a” = | g, (0) sin n6 dû 
7 7U 
Ü ‘0 


(il est à peine besoin de faire remarquer que les deux valeurs écrites pour a’, 
sont évidemment égales). Mais, de la définition même des fonctions g et g, il résulte 
2: 253 


| «nao — = | g.(0)d0 


0 0 


ae eee 


270 
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2% 27 
: i j 
dn — bn = i | g (0) cos n0 d0; pom bag? = - | g, (0) cos n0 dO; 
6 6 


REDNER | g(0)sinn0d0; ag" —"— 


ut 


- | 9, (0) sin nÜ dû. 


e 
0 0 


On en conclut par comparaison 


a, E —b, 
a', Fe 1 Dn, bin —An; Cn = dy, > de Cr: 
Done 
q : \ : : À oe : es cos n () 
A, (ee! 9) — — b, — ib, — > (bn + tan) 0" (cos n0 + à sin nd) + X. CH ON Ga = 





et par suite la partie réelle F,(0,0) de A, (z) dans la couronne coincide avec le 
coefficient de i,@ (0,0) de A(z) ce qui démontre complètement le résultat annoncé. 
Il résulte indirectement des développements qui précèdent, que l’on a 


2x 2x 20 
3 
20,7 


(34) | 9(0)d0 — [ o. 20 - zum | etie) — f, (0)]d 0 


. 


* D 
0 0 0 


et que par suite l'égalité 


2x 23 
(35) | {(6)40 — | f. (0)d0 
entraine 
(36) | anao = fa (0)d0 


et la réciproque est évidemment exacte. 

On peut maintenant démontrer le théorème suivant: si f(0) et f,(0) sont 
des fonctions périodiques (de période 2x) et sont les intégrales indéfinies de deux 
dérivées (non nécessairement bornées) f et f', intégrables ainsi que leurs carrés, 


J 
la partie réelle F(0,0) de A(z) a une dérivée za 


jj qui tend en général vers des li- 
( 0 1 


mites déterminées h(#), et — h,(0), lorsque z tend vers les points e# ou ge’. Les 
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fonctions [A(8)]? et [2,(0)? sont intégrables. 1l suffira de suivre le mode de raison- 
nement employé par L. LICHTENSTEIN (loc. cit. p. 25, et Journal de Crelle, 1913, 
p. 189) pour obtenir immédiatement ce résultat. 

Dans ces conditions, la dérivée normale de F existe en général sur les fron- 
tières. Supposons les fonctions f et f, bornées, pourvues en général d'une dérivée, 
et possédant peut-être un nombre fini de points 9; de discontinuité, où ces fonc- 
tions passent brusquement d'une valeur à une autre. Nous pourrons écrire, en 
supposant d'abord g<o<1, 





en [ie ^ logz | Le + = [Ay (Pt loge — 7 e + o.) de 
puis on a | 
27 27 2a 
| e(t logs — e de— 7 Ira (2! loge — © lane a © [rez(Prtogs— Cede 
0 0 


de sorte qu’en tenant compte des discontinuités possibles, 


dial s. t = r ZN AU 
Eu ee 201 sgl Où + 0) — f(0i— oz (7^ 1o ogz — "6i] E er 
[OF oa - [oi DEO | In ff (i Ach ; 
0 0 


en comprenant au besoin le point e—0 2 parmi les points 6;, si f subit un 
saut brusque en ce point. 

On voit alors que l'étude de cette expression dérive immédiatement de l'étude, 
déja faite, des fonctions de la forme 


| F(e)G (1 log z = = « de — | F,(e)&; [7 log z — E 4) de 
Ü 6 
(on pourra prendre ici F(«) =f (e), et F,(e) égale à la constante - — jr (e)de). Par 


suite, dans des conditions qui ressortent clairement des le antérieures, 


: : 0; TE 
le coefficient de i dans tendra en général vers — f'(0) quand z tendra vers 


} 
do 


le point e'9; quant à la partie réelle, elle sera 
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h (0) — = UA 0; 4 0)—](0; — 0) ]¢ — a (0— 6) 2th" f(— o) i 
(38) 
Qi ie (1 
ale (0 — &) )de 4 * EIS 2 0— 9 + o, as, 


l'intégrale relative à © étant prise égale à sa valeur principale; cette dernière 
existe dans les conditions que l'on sait (et notamment son existence est assurée 
si f'(0) est intégrable ainsi que son carré). 

f satisfait à une condition de LrPscuiTZ, on peut mettre, en général, 


après un Calcul trés simple, cette expression sous la forme 


(8) — 5 SUF + 0) — f(0;—9)]: 00) + f= 


t ^. fi L 2 n [7] 
oh ju [/ (s) — f (9)]5 0, (0 — «)d e — zT COT (x — ro E 
Zur 7 7E 
Ü 
(i aj 
EN fas 9e[^ + (9— e) de, 


0 


ou les intégrales ont leur signification ordinaire. 
En désignant par A,(0) la dérivée normale extérieure de F(o, 4), en un point 
ge de la frontière intérieure, un calcul analogue au précédent conduira à l'ex- 


pression suivante 





h, (0) — zl tool“ (0 — &) + o, |a: + E XU 05-5 o) f. (05 50)] E 09 )+ 
PE dr 
(39) 
Cum m oi E^ DE (9 ode 
amio | (0d 


ou encore, si f', satisfait à une condition de Lipscutrz, 
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2x 
BN Di EE E EMO, ay ; ra E es 
„0-7, ONE (9—2) 4 ie at f.(0; 9) (0 — 4) + 
TES Oe denm Jin (0157 (0 —2)de— ze 1110). 


Observons encore qu'on peut affirmer que, si f! et f', satisfont à des con- 
ditions de Lipscuirz, il en est de même des fonctions h et h,. 

Enfin, on peut vérifier sans grande difficulté que les fonctions h et h, 
verifient les conditions 


27% 2x 
| h(0)d0 = | h,(0)d0 — o 


« . 
0 0 


dont on connaît la nécessité, provenant de l’uniformité de la fonction analyti- 
que A(z). 


$5. Si l'on cherche une fonction analytique uniforme, B(z), déterminée par 
la connaissance des valeurs g(0) et g,(0) de sa partie imaginaire sur les deux 
circonférences limites, il résulte évidemment des développements précédents, 
qu'une telle fonction est, à une constante (réelle) prés, 


= th rl 0 n 
dm as | TOS (5 loge 7 
(40) 0 


css] de + 





23 


t (€) (a) 
zx gi (E yea (3 +logz——+ Jon] 
TC 


id e 


ù 


obtenue en multipliant par 7 une fonction analogue à la fonction A(z) antérieure. 
Les données g et g, doivent d'ailleurs vérifier, bien entendu, la condition 


2% 23 


| g(0;d0 = a (0)d6. 


Ce qui a été dit antérieurement se transporte immédiatement à cette nou- 
velle fonction de z. Notamment, si g et g, sont intégrables et de carrés intégra- 
bles, la partie réelle de B(z) tend en général vers des valeurs déterminées /(9) et 
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f,(0) quand z tend vers un point des frontières, et ces nouvelles fonctions f et f, 
sont intégrables ainsi que leurs carrés. Elles ont d’ailleurs pour expressions 


f(0) =— | tat TE (0— e)de + a) "Ol = ae 

0 0 

(41) " " 
i0) — — | glee. (0 — ds + 2 foie (0 —2)de 

0 0 


ou encore, si g et g, satisfont à des conditions de Lrpscutrz, 


; 27 ^ m 6 2x 
f(0) — — 4 | lee) —g (MEO (0 — de + AO (1 7 | g () +2 os "(0 ede, 
ó ù 
f.l0) = — 5 | got (0—e)de + "tat 9, (ES (0— e)de — 
Ü i 


21,0, t) 
nn 1) 0: 


Les fonctions f et f, ainsi déterminées vérifient en outre les relations 


f^ f(0)d0 = fn (0) dom Js g (0) — g, (0)]d0. 


Ü 


De plus, la partie réelle de B(z) — B(oce!?) possède une dérivée partielle par 
rapport à o, qui, en général, tend vers une valeur déterminée quand g tend vers 
I ou q, si l'on suppose que g et g, aient des dérivées, et, en général, les valeurs 
limites A(0) et A,(0) qui en résultent pour la dérivée normale (extérieure à l'aire) 
sont 


hg est ro): 
(0) quu 


Cela découle à peu prés immédiatement des développements contenus dans le 
paragraphe qui précéde. 
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$ 4. Supposons données les valeurs A(0) et h,(#) de la dérivée normale de 
la partie réelle aux frontières, et cherchons une fonction uniforme de z répondant 
à ces conditions. Bien entendu, nous supposons vérifiées les relations nécessaires 


2x 2% 


(42) [naan — | h,(0)d0 = o 
ù ) 
assurant l’uniformité de la fonction de z qu'il s’agit de trouver. Cette fonction 
de z résulte trés simplement des constructions antérieures.! Considérons en effet 
l'expression 
C(z) = — - | h(e) logo (^ log z — eve 


vit 7t 


(43) 


0 


construite de manière à ce que la dérivée par rapport à o(z — oei?) reproduise 
la fonction (visiblement uniforme) 





ee | Mac (s log z— ©: jd: n | oz (St logz —— e de 


ZU 


dont nous savons déjà par ce qui précède, que la partie réelle tend vers h (9) ou 
—h,(0) en général, quand z tend vers e! ou gei®. Cette fonction C(z) n'est pas 
uniforme, mais elle le deviendra par l'adjonction d'un terme convenable en log z, 
ne modifiant pas la valeur de la dérivée normale de la partie réelle, — ce qui 
exige que ce terme soit de la forme iA .logz, A étant réel. La différence des 
valeurs de la fonction C(z)+7Alogz quand largument de z diminue, par 
exemple, de 2;r, est, en désignant par logz la première détermination du loga- 
rithme, 


! M. U. Dixi (Palermo, 1913, loc. cit. — in fine — a déterminé récemment une telle fonc- 
>) 
tion, relativement même au cas un peu plus général, qu'on peut du reste ramener à celui du 
texte par l'addition d'un terme en logz, où les données vérifient seulement la condition 


I T 


2 2 
roc = | h,(0)d0. 
Ü 
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(ou (jo 
2 6 (log a— e 20, 
I Op zm 
— — | ka lo — de — 
(e) 
V 6 | logz —— 
9 ire 1 
() L 
Ei 5, | ‘log z — 1820) 
iu 7E 
-- h,(e) log - -— — de+2Ax. 
7 ) G. [2 lop Ui 
Ó Ser ORC En 


Mais on a 





m : logz | e 
lo 7 SS e (Gr apt nace 
6 O, low [Op VIT 7t 
. Wi Te c 
VIC a D 
(e (e 
5| log 20») toe 
7 Zh. re 
log - —— = 21, €, b ——— + > | 
Ga losz (On 7L 7t 
SI og a 
| 070 L 


D'où pour la différence précédente, en tenant compte des relations (42), l'ex- 
pression 


2x 27 
210 [ 2T,0 
— u | noe =o Dig fer tode +247 
7 IC” 


« 
0 0 


qui sera nulle si l'on choisit la constante réelle A par 


| re hm | e[h(e) + gh,(e)]de. 
ù 
Done la fonction uniforme 
D(z) — — [A10g6 oe logz— el] de — 2 [5 (s)log 6, | logz — t «|ds — 
T a = 7t : m : Cus E 8? ZU 
b ö 


Heine: f: e[h(e) + qh,(e)]de 


à laquelle on peut d’ailleurs ajouter une constante quelconque, répond à la 
question proposée. Ses valeurs aux frontières sont déterminées par 
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D(eor e fo elog 6°" ; (0— 9de—: ne e) log G 6,71 ! (9— e)de— 
Ten 0 
=i ! [ern &) + qh,(e)]de 
D 
et de méme 
D(ge?) - — fh logs | 0-2) +w|de—! [o 08 6,[% — 9 + w]de— 
D ó 


TT 


= ale + a | e[h(e) + gh,(e)]de. 


Mais on sait que (T. M., XII, 3) 
log 6 (a + w;) = 7,4 + log 6o, + log 6,a; 


6, s 6, 20; 


log 6, (a + w;) = 14a + log — + log6a + (2k+1)iw 


De sorte qu'en se rappelant les conditions auxquelles h et h, sont assujettis, il vient 


2n 


D(gei9) = — = L (s) log e| (0—2)]de = Ja, (ec) log 6 - (0 — «)de + 


0 0 
+ ip EN VET uf 22) Jan )+ gh,(e)]de 
ou encore 
D(qe?) = — , J^tos 6, (0 — c) d —4 fae (e) log 6 mode 
D ù 


(+ us f. [h (s) + @h(ehiae 


0 


à cause de la relation connue 
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Finalement on voit qu'on peut écrire, en séparant le réel et l'imaginaire, 








2% 27 
I : Ai : un 
NO wi JR (e)log 674 10 —e|de— À [hl log 6,” (0 — e) de — 
D D 
20 
c | elh(e)+gh,(e)]de; 
D 
(45) ; ; 
f) —— 7 j^ (e) log 6, “(0 — od 2 [ti (6) log 6 10 — e1de — 
6 0 
10,0 |" 
=u a d | elh(e)+gh, (e)]de; 
D 
g(0) — — T | i (c) arg log (0 — 4) de; 
7L j 
(46) . o 9 
g, (0) -—i | A (s) arg [ous W—:)) dee | é[h(e) + qh,(e)]de. 
ù 0 


On peut simplifier beaucoup ces deux dernières formules. Dans la premiere, 
. ne . e) () 

le logarithme qui figure provient de logo (7 logz— 2 : quand |z|tend vers r 
4U 4 

en lui restant inférieur. D’après cela, on se rend compte aisément que l'on doit 


écrire, 4 désignant un nombre entier dont la valeur sera sans importance, 


arg 





log 6 ug 0] = 2Àn pour é<0; 
7L 


arg [log 5 ^ (0 — 2) = 2Àz + sc pour e» 6 
g x 


et par suite, à cause de (42), 


g(0) = — | h(e)de 
; 
ou encore 
N 
(47) g(0) = | Le) de. 
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A : ; E) o 
De même, dans la seconde formule, le logarithme provient de logo," log z—"e 
(LA 2L 


quand |z| tend vers q en lui restant supérieur. Cela entraîne, « étant un entier, 


t 7 P t) 
arg (1085° (0 — 2) _ faux pounsas 
4 \2urr — 7x pour &7 6) 


et par suite 


g, (0) — q Jr (ode— = J tico + qh,(e)]de 
0 0 
ou bien 
2 ae 
(48) g, (0) = «| h, (s) de — = |: [h(e) + gh, (s)]d e. 


0 


Par un procédé exactement analogue à celui qu'on a indiqué dans le cas 
d'un domaine circulaire, au paragraphe 1, on démontre que, si les données h (0) 
et h, (0) sont intégrables ainsi que leurs carrés, les fonctions f(0), g (0), f, (0), g, (9) 
jouissent de la même propriété. 


$ 5. Considérons maintenant une fonction analytique ÆZ(z2), dont la partie 
réelle soit donnée, égale A f(0) sur la circonférenee de rayon 1, et dont la partie 
imaginaire soit assujettie à être nulle sur la eirconference de rayon q. Prolon- 
geons analytiquement la fonction dans la couronne, de rayons extrêmes q et q°, 
obtenue par inversion à partir de la couronne primitive (la puissance étant égale 
à q?, et le centre d'inversion étant le centre commun); aux points inverses, la 
fonction et la fonction prolongée auront même partie réelle, et des coeffi- 
cients de 7 opposés. La fonction qui en résulte, définie dans la couronne totale 
q°’<|z|<r, possède alors une partie réelle égale à f(0) sur les deux frontières, et 
par suite une telle fonction est (cf. H. VILLAT, Comptes-Rendus, Sept. 1911, Xenia, 
Athènes, 1912, U. Dint, Palermo, 1913, loc. cit.) 


2x 


2. di J t ! FAT) r 
z 20 ; - (|, Wy rt e [O14 o an 
9 E (2) = — | € als logz — — &|o',o',|] — 6, -— logz — -— &|w',w',) |de 
(49) e) a5 KK |: DIU D zen iz 2 705 
= 
0 
à une constante prés, imaginaire pure. Cela résulte d’ailleurs des résultats an- 


térieurs; les périodes 2w',, 2w', avec lesquelles sont construites les fonctions ellip- 
tiques actuelles, sont définies par l'égalité 
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20's 
(50) q* =e i01 
de sorte qu'on peut choisir si l'on veut 
! ! 
(034— 203, W,y=—,, 


20,, 20, désignant toujours les périodes utilisées jusqu'ici. D'ailleurs on peut 
écrire (T. M., LIX à LXTIT) 








! - = 
u " XN = à $15, 4 520€ See, 
(51) Sr , B,,05,0— 77 — Eo 
2(pa—e 3) $200 S304 
et par suite, plus briévement, 
2 27 P 
u d (0 (y! 
2 JU (2) e E log &,, | log2— — e| de. 
(52) (2) a À Ve $530 (3, 08 7 


Il est manifeste, d’après la facon méme dont on a construit H(z), que la partie 
imaginaire de cette fonction est constante sur la circonférence de rayon q; cette 
partie imaginaire y est d'ailleurs nulle; en effet, pour z — geï0, la valeur de la 
fonction est 


de, 


; p (03) +=] —e!, 


oron asd Me EXT, 3, eb X1, >) 


= W's 2 (u's s TER: : RATE ; hos 
Comme £ [a + 5 et ¢(a— —| sont imaginaires conjugués, il en résulte évidem- 
= E 
ment que la valeur de Z(qe/?) est réelle. 

Si dans la fonction H(z) on fait la transformation de z en g/z, ce qui inter- 


vertit les frontiéres, et si l'on envisage l'expression 


i 


2 
I JE aJ d 5 c D à 
Bl) = EIC log Es [— “4 logz— 2 2 + 23) de 
A | 
5 
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la partie réelle de cette nouvelle fonction sera nulle sur la frontière extérieure, 
et la partie imaginaire sera —/(#) au point ge~‘’. On en conclut sans difficulté 
que la fonction 


27 
. 


I 
(53) F(z) = 7 | ase) d log S49 |; loge — 7 e— 


7L 
0 


a une partie réelle nulle pour |2| — 1, et une partie imaginaire égale à g,(#) pour 
z-—gé. 
On en conclut enfin que la fonction 


G(z) = E(z) + F(z) 


c’est a dire 


I 
(1 


(54) Gym | dog ER le: loge— — dou] T 


0 


est celle qui répond aux données f(9) et g, (0). 

Il résulte évidemment des considérations précédentes, que pour cette fone- 
tion, dans des circonstances connues, la partie réelle et la partie imaginaire tendront 
en général vers des limites déterminées quand z tendra vers un point des fron- 
tieres (et notamment lorsque les données seront intégrables et de carrés intégrables). 
Et l'on pourra, en général, écrire, en remarquant que par construction, la deuxiéme 
intégrale qui figure dans G(z) est imaginaire pure pour |z|=1, 


G9. s frotte 0-2) 7. fa@dioss (2: (0—0—72]- 


Et l'on a de méme, 


2z 2x 
E B 


CO = - 


EN 


! 
:)d log Es : (0—2) + 23) ch (s) d log £,, ^ (0 — «&). 


D 4 


0 0 


Les fonctions g(0) et f,(0) seront elles-mêmes de carrés intégrables en même 
temps que les données. Si ces données satisfont à des conditions de LirscHirz, 
g et f, y satisferont également, et l’on aura 
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=, [WO — 104122, 7* (0 —2 + * Jntedlogs, (“3 (0—2) — ©); 
7 1 3 \ 70 2 
D b 
f. (0) = : Jf) d log 55, "IS €) + E un : | 91 (s) d log és = (de). 


0 0 


On peut remarquer qu'on vérifie facilement les relations 


| fı(0)d0 = | f(0)d6 
et 


| «(nao — | gi (0) dà. 


0 0 


Quant à la dérivée normale de la partie réelle de G(z), elle existera dans 
des conditions générales que je ne répéterai pas; notamment si les données f et 
g, sont les intégrales indéfinies de deux fonctions intégrables ainsi que leurs carrés, 
les fonctions A(0) et A,(0) définies comme on sait, jouiront de la méme propriété. 
On aura, en général, à cause de (51), 


0G iia’, (s d {..[o', w', aon OR l 
nn € QE 0—«)|—¢,| — lo -(0 —& E 
do re pro te zilese + 7 (0 2] ds poet Tt ( )|} de + 
D 
+ vf ( je Ic wy go + En (0 — &) Us| ge je log o 4- ah (0 — €) — ec 
702 19 "del lin et, AS ee 2 I ; 


On sait que 


—— (su — Gu) = pu—p(u + v). 


Par suite il vient 
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Supposons /(0) continue sauf en un nombre fini de points f, et pourvue presque 
partout d’une dérivée f'(#). La première partie de l'expression précédente pourra 


s’ecrire 


ou encore 





A f w! 

w \ 5 so b loge + " (0 —0)| 

Ss DUO — 0) HO + an nn 

= - c 1 1 

E (loge “* (0 — 0) 
2 JL 7t 

I r 
Qa Fon ey AN 
a i Sch; Li Be * it ( 5) 


1 ECS TÉ 9) 


Uri 


. ^ . . . A 
le point 0 —0 pouvant être compris dans les points 0; sous le signe > sans 


El 
modifications d'écriture, comme il résulte immédiatement du fait que la fonction °° 


(57) À (0)— ^71 Dd fi — 0) — f(0; + 0)] = + - |f ()d logi, ^ (p) 


1 


la dernière intégrale écrite étant évidemment imaginaire pure. 
En suivant une voie analogue, on peut encore démontrer que quand o tend 
^Y 


4 0G . \ : . : 5 
vers q, la portion de 7 relative à f(e) devient imaginaire pure, et que, en sup- 
0 
^ 
posant g,(0) pourvue d'une dérivée presque partout, la portion relative à g,(«) 
donne à la limite, en général, une partie réelle égale à r/q.9'; (0); d'ou pour la 
dérivée normale (extérieure), 


A (6) = — 9.0). 
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Si les données, au lieu d’être f(0) et g,(0), sont f,(0) et g(0), la solution se 
déduit immédiatement de-ce qui précède. A cet effet, dans la fonction g(z), faisons 


la transformation de z en q/z; la fonction aff) aura une partie réelle égale à f (0) 
au point ge-??, et une partie imaginaire égale à g,(0) au point e-/?, En posant 
Tie) ES) 

et 
g(0) — g, (— 0), 


des transformations simples amenent à écrire la fonction 


dont la partie réelle sera f,(0) au point ge”, et la partie imaginaire g(0) au 
point e, (C’est la fonction cherchée, répondant aux données f, et g. Des con- 
clusions analogues à celles qui ont été développées pour G(z) sont actuellement 
valables, et notamment, on a, dans des conditions connues 


(59) (0) - —5 |f )dtog&, (20—2— 77] —* | gic) dogs, ^ (0 — 9); 
ö 5 
cet I f : diee CM ue que (i vk. [9309 — ey. ts 
(60) 9, (0) = x | ^) dog Ss “(0 — e) jai | dog Ss [Or tars 
0 0 


puis, relativement aux derivees normales, 


h (0) — g'(0) 


et 
S iu 1 (0—0;) M 2x : | 
o a s . EO 
(x) RO CD 5 ff, (0) 1110 + of] À [f (d1ogk 7 (0— 9) 
S30 er (0 —0;) 0 
Ore u, a e's Le for jJ 
EO | (0) ) rs] el ( €) + = de 
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$ 6. Je passe maintenant au cas où l'on donne f(0) et h,(#). La fonction 
cherchée est alors celle que j'ai déjà indiquée antérieurement (cf. H. VILLAT, 
Comptes-Rendus, Sept-1911, Xenia, Athènes, loc. cit. 1912) et sur laquelle M. U. Dint 
est revenu dans son Mémoire (Palermo, 1913, loc. eit.). Je vais faire voir brieve- 
ment qu'elle se déduit presque sans calcul de ce qui précède. On suppose 
toujours la relation 

2a 

(62) | h,(s)de — o 


0 


pour l'uniformité du résultat à obtenir. 

Reprenons la fonction Z(z) considérée déjà; sa partie imaginaire est nulle 
sur la circonférence |z|— q des deux côtés de laquelle H(z) est régulière; par 
suite la dérivée normale de la partie réelle sera certainement nulle sur cette 
circonférence, — ce qu'on vérifierait au reste facilement. 

Ceci posé, considérons la fonction 


(€ 1 (e 


r 
W 3 ! I 
, logz — E ou de 


(63) T(z) — Ÿ | h,(e) log & [7 


7t 2 


visiblement construite de manière à ce que sa dérivée par rapport à (z — ge!) 
reproduise 


Nous savons que cette derniére expression (analogue à la fonction F(z) du para- 
graphe précédent) possède une partie réelle qui, pour z tendant vers ge‘? tend 
en général vers — h,(0). La fonction /(z) est d'ailleurs uniforme, car la différence 


des valeurs qu'elle prend pour deux valeurs de logz differant de 2:;r, est 


3 () a) (e 3 
, oe Sol; log z — 3 e—— + 20',| an 
A 7 9 A 
p. | h,(e) log al FE Te m de= 2 | h,(e) log (—1) de 
* * 1 DEL i (2 ——À à . 
0 &u [7 log z 2 > 2 | 0 


quantité nulle par hypothèse. Enfin, pour z — €'?, la valeur 


27 


I(ei0) — a fate) log S;, | 


* 


0 


! I 


Sn (0 — €) — Be de 


7L 
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est imaginaire pure, car la partie réelle de cette expression serait 


2s 


J [tog [s 6-9) 8000-9 + 


0 


ou bien (T. M., LX, 4), 


5 ^ (e) log (— Ve, — e, Ve, —e,) de — o. 
0 


to 


La fonction /(z) a done une partie réelle nulle sur la circonférence de rayon 
1, et cette partie réelle a pour dérivée normale extérieure /,(0) au point qe. 

Au sujet de cette fonction /(z) introduisons ici une remarque, qu'aussi bien 
on pourrait aussi démontrer autrement. En utilisant la relation 


log Sot = log O5 U — log ou, 
et les formules (T. M., CVI, 1) on trouve facilement 


I D 9 9 

= 20 TU ga INTERN 
log £u = — log —1 — log sin — + Ÿ- EN = 

Sa CT us 20, zx 10) (qe GE) 


(il est & noter que les formules (T. M.) auxquelles nous renvoyons ici, désignent 
par q la quantité que nous désignons actuellement par g?) Partant de là, un 
calcul que j'omets pour abréger (d'autant qu'on trouvera dans le Mémoire cité 
de M. U. Dixr, le développement d'un calcul inverse assez analogue) conduit à 


l'égalité suivante, assurément valable dans l'intérieur de la couronne, 


ao 


(64) I(z)— — id, + 2 (an — $5,)z* — > (Qn + tb, je” 
1 1 


où l’on a posé 
pe | 01, (0)d0 
27 
6 


Dd i jn +1 » 
- | h,(0)cosn0d0, Bb, ——— 
ö 


An = — - 
M nat + q?" 


ron) | h,(0) sin n0d0. 
ô 


Ceci montre qu'on a 
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m 9n 2 Qn 
h,(0)~— ps Nan aoe cos nf — > nb, en sinnd. 
d 
1 1 


Admettons alors que A,(0) soit sommable en méme temps que son carré; 
on aura, d’après un théorème de P. Farov, 


” 3 (x ir gin» 


À:(0)d0 = V ra; ge Sa a 


- 5 Ind; gent? 
1 


1 


On en conclut, de suite que les séries 


sont toutes convergentes, et par suite on peut poser, g(0), h (0), f, (0), g, (0) desi- 
gnant des fonctions de carrés sommables, 





g(0) = —b5,— > 25, cos nO + > 2d, Sin nd 
1 1 
h(@) = > 2NAn COS n6) + > 2nb, sin n0 
1 
(66) 
ry v | nt. i J \ RFA: I E 
f. (0) =" (a al cos nO + 2° le q^ sin nd 
\ I x Te \ s 
g,(0)~ — b, + > — b, la" + =| cos n) + > 4 le + = sinnd. 
1 1 


Les deux premieres de ces fonctions sont la partie reelle et la derivee normale 
de celle-ci, sur la eirconference de rayon un; ceci résulte de ce que le developpe- 
ment en série de LAURENT de /(z) est convergent pour |z|—1, et méme au 
delà, comme il est évident d’après la construction même de /(z). Quant à f, et 
g:, ce seront la partie réelle et la partie imaginaire de /(z) pour |z| — q; cela 
est facile à démontrer en employant une méthode indiquée par L. LICHTENSTEIN 
(cf. le Mém. cité, p. 23). 

De tout ceci il résulte que, si Ja donnée 4,(0) est sommable avec son carré, 
il en sera de méme de g, h, f,, g,. 

Il est clair d'aprés ce qui précéde, qu'une fonction de z répondant aux don- 
nées f(0) et h,(0) est 
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J(z) = E(2) + Ie in (e)d log &, [£^ 'logz— 5 Joe. a 


(67) 


2x 
D [/ I I 
se 7) (e (0 

as eh | h, (e) log ar ‘logz— —e— — Joie] de 
ZU vit y 7L 2 

ô 
à laquelle on peut ajouter une constante imaginaire pure quelconque. Pour cette 
fonction on a 


22 2n 
g (0) — : | fea log 5; ES (Dee E | ^, (s) log $3, I (0 — &) — lac; 
: 7 T. 7 2 
(68) i 
1, (6) = = | fot tog £5] (=) + zi t 2 | A, (e) log £4 ^4 |0 — elde 
é P NT 


la dernière intégrale écrite dans g(0) étant, comme on l'a déjà vu, imaginaire 
pure; puis 


2x 
H 


q (0) — 2 J h(s) arg [log £,, ^ (0—e)|de, 


ce qui donne facilement 
À 
(69) == | h,(e)de. 


D 
Enfin, par un calcul simple, on trouve, dans des conditions déjà énoncées, 


e, 


ol Ly Es (0 — 6; 
(0) = = AU (0; — o) — f(0; + 0)] A en ne 
i ES 0-9) 
(70) " ; 
I Se ; , 
&E( fl d log ne) + | Rated log Es (7 (6—9 — 
0 Ü 


Si les données sont de carrés sommables, et si f(0) est en méme temps l'in- 
tégrale indéfinie d'une fonction de pareille nature, les quatre fonctions qu'on 
vient d'écrire jouiront de la méme propriété. 
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Si dans la fonction J(z) on change zen g/z, la partie réelle de J( sera f((/) 


au point ge”; et des propriétés connues de l’inversion il suit que cette partie 
réelle aura une dérivée normale extérieure égale à gh,(0) au point e-‘®, De sorte 
qu'en posant 


f(—6) = j, (0), 
gh,(—0) = h(0) 


on voit, aprés transformations simples, que la fonction 


2% 
> 


A 4 = {lah w', (Os lo. wee. 
K (z) = X^ | f, (e)d log £,, E log z — ET e CUR) . + 
0 
(71) : 
TD z TOR ow, T 
3r a] h(e) log £s, 75, log 2— x LUCE de 
ó 


répond aux données /,(0) et h(0). On peut du reste lui ajouter une constante 
imaginaire pure. Pour cette fonction on a 


(72) (0) =—_ | fd log Es, (2^ (0—9— 7] + * [AC log 8e 7 10— e| de 
ù D 
puis 
g(0) — + = | h(e) arg [log can (— 2) de 
VIA jt 
Ü 
ce qui donne sans difficulté 
A 
(73) a = | horde 
0 

et enfin 


g, (0) -—- | f,(e)d log £,, 7. (0— €) — ~ | h(e) log £,, [^ (0— 2) +=] de; 
Ü ù 
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cl M 


Eg) 
h,(0) — ^ GO 1,0; 4 OIL + 
RU 501 (0— 0) 
(74) } 2: 
Sont (e) d log Es, ^ og male (9d log &,, [^ 4 (0 à — Le 
0 1. " 


Ces fonctions jouissent de propriétés analogues à celles dont il était question il y 
à un instant. 


$ 7. Pour terminer ces généralités, nous voulons encore signaler les cas où 
les données de la question seraient A(0) et g,(0), ou bien g(0) et A,(0). 

Soit L(z) une fonction de z répondant aux données A(0) et g,(0), en suppo- 
sant particulièrement g, 0 (Bien entendu, on a toujours, comme dans tout ce 
qui précède, 


25 


(75) J Fous). 


Une telle fonction étant réelle sur le cercle de rayon q, est prolongeable ana- 
lytiquement dans la couronne de rayons extrêmes q et q?, et l'on démontre bien 
facilement que les valeurs de la dérivée normale de Ja partie réelle devront étre 
h(0) (sur la circonférence de rayon r) et 1/g°.h(0) (sur la circonférence de rayon 
9°). Done, en se reportant à la fonction D(z) et en employant ici une formation 
analogue dans la couronne de rayons extrêmes r et q?, on voit immédiatement 
que la fonction cherchée L(z) ne saurait différer que par une constante de la 
fonction suivante 


9. 


a I r I 
at () () (e 

L,( =a (e) log {6 dee ‘log z— eset (7 ons — eer — 
TT V7U jt 


ZI) > 

LEE er | eh(e)de. 
| ZU 

Formons la valeur de cette fonction pour z — qe!?, il vient 

L(geit)=— : Ele EUIS 


0 


vy r I 
2622): zi 6 A (0— s) + 5 jde— 
2 7 2 


^ 
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Mais on a (T. M., XII, 3) 


03^ I r I 
-n(a- — 6,0 30,03 - 3 
é G = : 
O (94 


E 


: 
() 

6, [a + ) = — 
2 


Done, en tenant compte de l'hypothése relative à h, et de la relation 


103 — 730, = zd , 
il vient 
23 : 
L, (qe) —— - [rotons ^^ @ )+ 52 |s[7: (0 — s) je = 
"n 2 7 


27 
E I ! I 
I () (vo (0 (e 
L(z) = — | h(e) 108 5 | log z— —e ee] 5. — log z — — love) de — 
7t PL A (PL: ZU 
D 
6 
(7 ) 27 2m 
an, x fe 
— — 1 * log z | eh(e)dée + eh(e)de. 
V^ 27t 


E 
0 


A côté de cette fonction, considérons une fonction J(z) dont la partie 
imaginaire soit g,(0) sur la circonférence de rayon q, et égale à une constante 
K sur la circonférence de rayon 1, — la constante K étant telle que 


La derivée normale de la partie réelle sera alors nulle sur la frontière |z|= r. 
Dans ces conditions, il existe une fonction uniforme M (z) répondant à la question, 


sous la forme 
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2x 2x 
: 
M(z) = sd gi(e)de | E (Ft log a — © oc) a = 
mes ME | 
2x 
+ = | 91 (E)Ës ie log ee ela, os] de 





comme il résulte de la formation de B(z) considérée antérieurement. D'ailleurs 
on peut montrer que 


[Oy [UN í TUM log z 
| ar logz— — € DUET —— Quse 2 Oo lo 
170 7 [O7 Un 


(cf. mon Mém. cité du Circolo di Palermo, 1912, parag. 6). Par suite 


2x 2 


et | gi (e) bs (a log == dont + = u 217,0, E | Into)de 
Ü 


et enfin, une fonction répondant aux données 4 (0) et g, (0) est (avec, si l'on veut, 
une constante additionnelle, réelle), 


! I I 
(0) (e) C) 
h (&) log 6 lt : logz = = € Lo m 6, | 3 : log Cire P € jure) de — 


(78) NT. , 
nisl f d Nw TRA ; 
— E E ‘log z Jeh(e)de + FA | hod + an [e 98 logz— 7 jJ» vs] de + 
e 2 TT 7U^ j 7 
0 0 0 
: log z fe 
ar z—m Oe ar 21.0 |1— m | | g\(e)de 
6 


On peut simplifier cette expression, qui présente du reste Vinconvénient de 
comporter des fonctions elliptiques construites avec des paires de périodes diffé- 
rentes. Tout d'abord, de la definition des périodes, il résulte qu'on a le droit 
de prendre 


[pers Duet Se 
D, = 0, W3;= 23. 
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Cela étant, designons toujours par des lettres accentuées les quantités relatives 
aux fonctions elliptiques construites avec 2w,, 20',. On sait que (T. M., XXIV, 1) 


re Ww E68 
(a | v, 0',)65(a | w' We 5 (a low, - >| me ? G(alw,w;). 


Puis 


7, — B5 (wo, | v, o's) 


I 

1 C lw! lo! == 
lad : 
it > 1 1 2 


I I ! 
0), — 270, 1 e€30, 


est lié à 


par (T. M., XXIV, 4) 
et 


est lié à 
par (id. 5) 


Ceci permet de ne conserver dans la formule définitive, que des fonctions 
elliptiques aux périodes 2w,, 2w,; et aprés réductions on obtient, en négligeant 


23 2x 


7 


; ] eru e », 
la constante réelle, sans importance, —  ! | e2h(e)de + "^^ | g, (e)de 
; 478 D : 





0 0 
2 : AT 
I 
(oes | r@10g g6 7. log ele s "er log 2) { ehe)de + 
7t 7L 7 12 7L 
6 ó 
(79) 
2x 27 
Orie . [o mn) i nie : 
SF = | 9 (95. [7^ logz — = ges + E — 55 108 :| | gy (e)de. 
0 0 
Pour cette fonction, les expressions f(0 ), fi (0), A, (0), existeront en général, 


et seront de carrés sommables, dés que 2 données g, (0), h(0), jouiront de la 
méme propriété, et que la fonction g, sera la primitive d'une fonction de carré 
sommable. On aura du reste en général, comme conséquence de calculs que je 
ne reproduis pas pour abréger, 
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2 


Zu 6) U 
dO) Ie log 5° 19 = ejae U 3 | eh(e)de + 
ZT 7 7 
D ù 
(on ^ Où (p 1 10,0 à d 
zt| 1(E)6s — (0 — e)de 73 | e. €, 
Ü i 
27 2a 0 
g(0) — | eh(e)de + — Ale)de+ | h(e)de, 
hs dd ö ö 
80 
| ^ x ae Pa 
0) = — = h(e)lo Gi gode 2 eh(e)de + 
i TU 5 TU 7 3 
Dj Ü 
(, a (ch 110,0 e 
+ [nesze—o2de—7- [sede 


0 0 


h, (0) = — = g!, (0). 
1, (0) qf) 


Si enfin dans la fonction P(z) on fait la transformation de z en q/z, un 
procédé déjà expliqué plus haut conduit sans difficulté, après réductions, à la 
fonction 

Q(z)— —£ | h,(e) log 6, [^ loga— ^* &| o, 03 | de — LES log :| eh, (e)de — 

7 7 3 7U v 
6 0 





(81) 


2% 2x 
» 


— — | glee e log z — © elo,o,) de + 1 logz | g(e)de 
ARTE a iz? 


« 


0 0 


(à laquelle on peut d’ailleurs ajouter une constante réelle quelconque), et qui 
répond aux données g(0) et h,(0). On suppose toujours 


2x 
> 


| h,(0)d0 =o. 


Et dans les mémes conditions que plus haut, on a les expressions, donnant 
naissance à des conclusions analogues à celles qu'on a déjà dites, 
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1(0) = — ao: Or (0 — €) de — Th wile a eh, (e)de— 
0 0 
2x 23 
— secte 94: MEE | gas, 
0 0 
f(0)——1 [te log 6 |9— «|dc — £^ "Jnd )de— 
So [On f^ =. ah "os f) 
— | 905. x Oeste EN (s) de, 
0 0 
6 2a 
g,(0) = — a |^.) le eh,( )de 4 — | g(e)de, 


(0) — g' (0). 


§ 8. La simple comparaison des résultats qui précédent, permet d'écrire à 
cóté de certaines équations intégrales, une solution de celles-ci. Je citerai rapide- 
ment ci-dessous quelques uns des plus simples parmi les ensembles de formules 
qu'on peut obtenir de cette maniére. Je n'ai pas besoin de redire que nombre 
des intégrales qui vont étre écrites doivent étre entendues comme égales à leur 
valeur principale, et qu'on pourrait éviter cette convention en introduisant, 

23 
comme on l'a déjà indiqué, à la place d'une expression telle que | ie f(a) gee ; (0—«)de 


0 
27 


une autre de la forme [ir [f(e) — (9 57 S (0— s)ds, qui est reliée simplement à la 
premiére. 

Si l'on envisage une fonction réguliére de z donné dans le domaine an- 
nulaire, soit par la connaissance de f(0) et f,(0), soit par celle de g(0) et g,(0), 
il est clair qu'il résulte des paragraphes 2 et 3, que les systémes d'équations 


v mn 4) + = Done Oy a f file à jee Bac. 
(83) 5 
mh: [HO ^ (6) — ede — 9 | i (JE e)de+C,, 


Sur la résolution de certaines équations intégrales. 145 


et 
10) - — Te [ez 7 (0 ode + alk qu (2,2 (0 — e)de + Cy, 
Ü 0 
(84) 
EU den eU lt ; 
= [sen (9—2de 75 | (57 0 — 9de + C,, 
0 0 


seront réciproques les uns des autres; les constantes C, et C, y sont d'ailleurs 


liées aux données par les relations 


jio )d6 — jo (0)d0 — E | 91g) — 9, (#)140 tian, 
i ó j 
(85) + er à 
fa (0) d0 = i g, (0)d0 = an | O[f(0) — f. (0)]d0 + 2x C,. 
0 


Si f et f, sont de carrés sommables, il en est de même de g et g,, et récipro- 


quement. 
Le cas des données f,/,, d'une part, f, g, d'autre part, permet de même 


d'écrire les équations réciproques 


y, (0) — % | EP (0 — 9) de— 7 fno: xt (0— ede + 
ó 5 
ege edes NS" | eff() he) de, 
(86) D j 
jt À | fodlog&, | 0 — 2 + a TAE 
| ; 


I 0 
W,W3 |. 


Si notamment on sait que f 0)d0 —o, on peut plus simplement écrire les 


I c a, = 
| 9, (e)d log AE (0 €) 





„u 


Or 


relations 
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g.(0)=— "3 JA SL —a)de +, 


« 


0 


27 


f ()— * | s )dlog & |t 0-2) 


« 
0 
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7,9; 
a g, (s) de — 713 


6 


I ! 
€) 410 3 | 





dont chacune donne une solution de l'autre. 


Les données f, f,, et les données f, h,, indiquent les relations, qu'on doit 


rapprocher, 


em 


h, (0) = 3% iq [ie f(e) e[2 (0 — &) + w|de+ X [/, (0; 4- 0) — f (0; — 0)]Z x 1(0—0,) + 


rod tog 8, |“ (0 


L 
0 


h (0) =. 2 


7L 


Supposant f— o, 
dérivée sommable, 


et f, continu, 


7 
4 Pa f ES o) ut e f ()t in (0 = e) de, 
0 


27 


—o+%]+ T Im ) log &0 "10 — «de. 


ni 


on a en même temps, dès que f, possède une 


(89) En ZI le >= 
et 
(90) f, (0) = Tf %:0 Jog & |0—elde. 
0 
Des données g, f,, ou g, q,, on tire de méme les équations 
NES | g (92. (0 —e)de +”, | 9 (e)5 (9— 9) de + 
ó Ö 
(gr) 27 27 
Bt f, (ede — | elo) —g(elde, 
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er ; 
gi (0) =—— | file (e )dlog £47 x (G5) — = | ge log &, |^ - (= €) LE : d 
0 0 
on peut y faire g — o si l'on est assuré que [9.040 — 0. 
D) 
Les données g,f,, et g, A, donnent, en supposant par exemple f, continu 
et.de dérivée sommable, 


27 


h, (0) = = | f', (e)d log zm (0 — e) + 
D 
= «lvl (0 Sa ks | zT E WE) — 1 ) 
Ü 
(92) E s 
fà ü 
fi (9) 7 | h,(e) log 6 |0—e|de— Th ft (e)d« — 
l TC 
0 
© f - Q, 1, 0,0 n 
—3 995: erde, E g(s) de + C. 
D ó 


En négligeant g, qui ne joue qu'un róle épisodique, on obtient les relations 
plus simples 


h,(0) = 7 ji f (e)d log &,, ^ (0 — 0), 
a 
(93) 
2% | " 2a 
NEE = fr (e) log G 10 — 14e $255 | eh, (e) de + C. 


0 
Partons des données Ah, f,, et h, g,, en supposant tout de suite, pour simpli- 
fier, h =o; on a les deux équations 
ee 00 ie 
f, (0) = eat a E ode a i | e (ode C 
7t? 
0 
g, (0) = sn) ne )d log £y, + (0—e) + C". 


Ó 
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On s'assure bien simplement que les deux constantes C' et C" ont les valeurs 


suivantes 
e-l ned e ege, 
me y - á 
(95) 
N I ; 
C= Vine 


par exemple en observant que les intégrales 


T 


| CU (0 — 2)d0 
TT 
ö 


et 


2 


> d a "Ir 
| 1.108 En = (0—«) dd 


ù 
TEE é 2 
ont pour valeurs principales 277; |1— | et zéro. 
TU} 


Enfin, des données h, f,, et h, h,, nous tirerons, en supposant f, continue, 
et pourvue d’une dérivée, et en supposant de suite A= o, les deux équations 


27 


> ! 
fi (e)d log £,, 3: (9 — s), 
7t 


= 

= 

D 

— 

| 

| H 
NT 


(96) 


HO) | h,(e) log 6 = | — e|de — u | éh,(e)de + Cte. 


0 0 


Il est clair qu’on pourrait obtenir encore un grand nombre d’equations 
ou de groupes d’equations simultanées, à côté desquels les inconnues simultanées 
pourraient être explicitées. Nous nous contenterons ici des relations qui pré- 
cèdent, et dont certaines sont effectivement utiles dans diverses questions, 
d’Hydrodynamique notamment. 
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LE 


$ 9. Je veux maintenant obtenir, en partant des considérations dévelop- 
pées dans le Chapitre qui précède, quelques résultats relatifs à une fonction 
analytique dans un rectangle donné, — résultats que je veux appliquer un peu 
plus loin. 

Reprenons tout d’abord la fonction 


AG) EON | f (s)6 [2 log z — = € | Oy, 2 de — 


= + [en] [On 
^ hos (ul 082— |o 0s de 


et supposons que les fonctions périodiques f et f, satisfassent aux relations 
fen —e) = — j (e 
fi(2x — €) — —fı(e 


moyennant lesquelles la condition, nécessaire comme on sait à l'uniformité de À (z), 


Jie = | (de, 
0 D 


est vérifiée d'elle méme. Par un caleul facile, A(z) devient 


(98) 


s 


40-2 free geret ene 


(99) 


Négligeons la constante imaginaire pure 


mo (tite) — f (Id 


qui est sans intérét pour nous. Il reste 
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iw . [o oO xs, Ie () 
rise y | f. (e) [és (; E logz — = 2 > (ee logz at; A J de. 


Or cette fonction est imaginaire pure pour z réel. Cela est évident pour z 
réel positif (entre q et 1). Supposons z négatif, entre — 1 et — q; on sait qu'on 


peut considérer seulement pour logz la valeur 
log z — log o + ita (e=]2]). 


Or pour cette valeur du logarithme, la fonction A,(z) prend d’après des formules 
connues (T. M., XII, 5) la valeur 


io i - [o (a) — ( 
=) | TO ls log o — T : MEN MIT dE 2: e) Jae— 


0 


ce qui est visiblement imaginaire pure. 

Il en résulte que la partie réelle de A,(z) a les valeurs: f() ou f, (0) sur les 
demi-circonférences de rayons respectifs 1 et g, et zéro sur les segments recti- 
lignes — 1, —4; q, +1. 

Faisons maintenant la transformation 


(ror) Z=X +i¥ —-logz 


À étant une constante réelle positive quelconque, que nous préciserons ultérieure- 
ment. A la demi-couronne cireulaire correspondra un domaine rectangulaire dont 
deux côtés seront portés par les axes du plan X O Y, et dont les dimensions seront: 


. ^ 2 4 IUW- e 
dans Je sens horizontal, a= 4:;r, et dans le sens vertical, b — 7". La fonction de Z 
t, 
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a sa partie réelle nulle sur les bords verticaux, et égale à f(0) ou à f,(0) aux 
points d'abscisse 40, sur les bords horizontaux (le côté inférieur correspond à f(0) ) 
Tout ce qui a été dit au sujet de la fonction analytique dans une couronne, se 
transpose immédiatement sans aucun changement, dans le nouveau domaine rec- 
tangulaire. 

Partons maintenant de la fonction, écrite avec d'autres périodes w', et w',, 


27 


* ! f 
Hein tf flo) (roga — St e| 1) de— 


TC? 


t 


0 


Li ! 
_ ta! . [o © | 
2 ^ fit ak *logz—- ejna. 
ia A 





I I I 
QJ, Qi \ » [ei ron = 
[: [s ze 5” 4 | 2 s Be 7 Jp: 


! f / I I 

| tw (e (e . (vo (e 
at Profis (7: log «— e] — 5s (roga + te] |de 

7 7 7 TU 


m 


o 


a une partie réelle égale à f,(0) ou f,(0) sur les demi-circonférences de rayon re- 


Ta 
[ 


spectifs r et q’ Ge = zai) et à zéro le long des segments rectilignes — 1, —q'; 
qd, +1. u étant une constante réelle positive, posons 


(ro4) Z=X +{iY=u(logz—logg'). 


A la demi-couronne correspond dans le plan Z un rectangle dont deux côtés sont 
sur les axes OX et OY, et dont les dimensions sont: suivant OX, a=u- 7, 
i 


et suivant OY, b=urr. Par suite la fonction de Z (après simplifications imme- 
diates) 


(105) BiG) = IE sez teure] MEA [5s Zur 35 ZI 


Lit tt 
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a sa partie réelle égale à zero sur les bords horizontaux et à f,(0) ou f,(0) sur 
les bords verticaux, aux points d'ordonnée 40 (f, correspond au bord droit, f, au 
bord gauche.) 

Faisons maintenant coincider les deux rectangles ci-dessus, en supposant, ce 


. ER . . . , 1 (0 
qui est évidemment permis, ses dimensions égales à w, et ?. On s’assure fa- 
i 


cilement qu'il suffit de poser 


r 
= o, (e 
I S Hu E 1 
7t ZU 
' . I . 
(QU, = —tWs3, WW, —1W,. 


Dans ces conditions, il y a lieu de ne conserver que des fonctions elliptiques cor- 
respondant aux demi-périodes w, et w,. A cet effet, observons que 


C(ulo',o',) =F (ul —2o,, 10,) =£(u|to,, io,) 


puis 


- : : [du 
C (u|£o,, 73) = — i£ [; lo ox] - 
On a encore 
Es (ulo',o',) = (u + os | o, 03) — E (oy | e, ^3) 


c'est à dire 
= Sew to -: wr 
C (wu | 03) = —i : | ; +0, Jou] —C(o, loo] — —40, E lo. o.) : 


Par suite la fonction B'(Z) prend la forme 


(ro6) B1(Z) = E | ^ (e) E [2— = 2 —L (z + = eae -—- 
D 
= zw (s) E (2—Se) 2 (a+ e) |e. 


La fonction A'(Z) + B'(Z) a done évidemment pour partie réelle une fonc- 
tion harmonique qui résoud le probléme de DiriCHLET dans le rectangle con- 
sidéré. Cette résolution n’est d’ailleurs pas entiérement nouvelle, puisque la 
fonction de GREEN pour le rectangle est déjà connue (cf. par exemple GOURSAT, 
Analyse, t. III). 

En faisant le changement de notations 
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N (21) Le (s i — F(t), 


O3 (3 


r@ı)=ro, ff 


Ji 





on voit sans peine que la somme A'(Z) + B!(Z) en question peut s'écrire sous 





la forme 
T(2) =" | PW) + ot— 7 | FEZ —) — 21S 0141 
(107) : : n 
—° | FE — in -& + it)|dt + | [route CZ dj 
0 0 


Cette fonction analytique, dont la partie réelle prend sur les bords du rectangle 


les valeurs: F(X) pour Z — X(o« X <w,), F,(Y) pour Z=o, +1 Y(o e ee 7). 


F,(X) pour Z=w, + X(o« X <w,), F',(Y) pour Z=i Y (0 d e =), jouit dans 


ce domaine, de toutes les propriétés analogues à celles qu'on a rencontrées dans 
le Chapitre précédent pour les fonctions analogues. 

Notamment, la valeur de la partie imaginaire de 7'(Z) sur les bords verti- 
caux, par exemple, sera bien définie dans des conditions déjà précisées, et auront 


pour expression en général: pour Z — e, 4- i Y, 


@,(Y) == [ Foi Gy —0—üG je Didi | Ft. Y —1)—5,( Y 4 0)]dt — 
ù ô 
(108) 
EN = | F,()[5 @Y — it) —cCQ Y +it))dt + = | Fo. G Y —4t) —G,Q Y + 2t)]dt 
b Ü 


oü la troisiéme intégrale a sa valeur principale; et pour Z — Y, 


GT) =~ | Ft Y —2) CGT + oi; f F,(0[5 G6 Y —0)—25,G6Y +d) ]dt— 
b 0 
(109) ; 
x esl JI CE S 2) oi Y p Ht] s = | F,(t)(G@ Y — d) —C(iY + it) ]dt 


Ü ù 
où c’est la quatrième intégrale qui a sa valeur principale. 
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$ 10. Je veux maintenant traiter un nouveau probleme, par un procédé 
également déduit du Chapitre précédent. Il s’agit de trouver une fonction ana- 
lytique définie dans le rectangle ci-dessus, par les valeurs de sa partie réelle sur 
les bords horizontaux (F(X) et F,(X), aux points d’abseisse X, F correspondant 
au bord inférieur), et par les valeurs de la partie imaginaire sur les bords 
verticaux (G,(Y) et G,(Y) aux points d'ordonnée Y, G, correspondant au bord 
droit). 

Partons encore de la même fonction A(z) que précédemment, mais suppo- 
sons-y 
a f(2% — e) = fe) 
Sen hier — 9) —j,(e) 


de sorte que la condition de régularité devienne 
TÉ Tm 
x 
(erem | f(e)de — | (94: 
0 b 


La fonction A(z) se met alors aisément sous la forme suivante 





On s'assure sans grande difficulté que cette fonction est réelle lorsque z est un 
E 1 { 

point des segments rectilignes —1, —q; g, +1, de laxe réel. Par suite, en 

posant 


[O7 


OR Se ae an, Oi) _ x Oy 
prloge=Z=X+i¥, f(^:]-z0. f| 


et opérant une transformation analogue à une déjà faite, la fonction de Z 

(113) 8S(Z)= | F(t)[5 (Z —1) + 6(Z + t))dt — = | F,(t)[6,(4 — 1t) + 5,(Z + t)jdt 
0 0 

a une partie réelle égale à F(X) ou F,(X) sur les bords horizontaux du rec- 


tangle, et une partie imaginaire nulle sur les bords verticaux. D'ailleurs on a 


la condition 


Sur la résolution de certaines équations intégrales. 155 


[on (t 
D D 


(114) | F (dt = | F,(t)de. 


ù Ü 
Observons encore que la fonction 7S(Z|w',w',) construite avec de nouvelles 
périodes 20, et 20, aurait sa partie imaginaire égale à F ou à F, sur les 
bords horizontaux d'un rectangle analogue au précédent, et sa partie réelle nulle 
sur les bords verticaux. On en déduit qu'en posant 


Zi dy. EZ 


Z + io; 
1 


í 


la fonction is| DUA dans le plan Z' sera définie dans un rectangle 





dont deux cótés seront portés par les axes (les dimensions de ce rectangle étant 
— ic, dans le sens horizontal, et w', dans le sens vertical); la partie réelle de 
cette nouvelle fonction sera nulle sur les bords horizontaux, et sa partie imaginaire 
sera F(Y) ou F,(Y) aux points d'ordonnée Y, sur les bords verticaux, (F à 
droite). Done la fonction 


E = … [Z + iw', ; - [4 + do ; 
S,(Z) =— : | G, (t) EI rae Jes] xs | Lies 3 dose Ju 3r 
7t 2 } 
0 
(115) | 
(1 
: . (2+ io! PART UC) 
ar ; | aede] 3p e pe an i oi) fae 
0 | 


avec, au moins momentanément, la condition | G,(t)dt= | @,(t)dt, répond à la 
0 D 
donnée de la partie imaginaire (G, et @,) sur les bords verticaux, la partie réelle 
étant nulle sur les autres bords du nouveau rectangle. 
Faisons maintenant coincider les deux rectangles en posant 


Lxx CRAN PP 
OT CU CUS ETC" 


et observons que 





À i 


ZEN: i 3 t ra : 
(len) == ie | Z-——tu, |" o, = + 0, — it) 


et que de méme 
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a É + do. die 


23 1 


dose — i05, (2 +o, —it|o, o) 


il vient 
Os 


SCZ) -— | GIE (Z + v — it) HEIZ Lu, + 5t)]dt + 


0 
on 
i 


4 - | G,(t)[5,(Z + o, — it) +0,(4 +, + it)]dt 


0 


c'est à dire encore, d'aprés les formules (T. M., XII, 5) et d'aprés la condition 
supposée entre G, et G,, 
SI : | G,(O[5, (2 — it) + Z(Z + it)|dt + 
D 
(116) 3 
: - | G,(O[E(Z — it)  E(Z 4-3t)]dt- 


D 
Par suite enfin, la fonction S(Z) + S,(Z), ou bien 


U(Z) — * ('Frtyz(z—0 +22 9t— À ('F.(00:42 0 + £2 + Ode — 
6 0 


(117) 


or oa 
i 


- | GIE, (Z — it) + 6,(Z + tt) dt + [ e.t zi i FE (Z + it)]dt 
ö 


Oy 


répond aux données F, F,, G,, G,, dans le rectangle de dimensions w,, 


Momentanément, on a supposé les deux conditions 


(118) | F(t)dt= | #.(oae, 


a « 
0 0 
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(119) | 6t = | G,(t)dt. 
Ü Ü 


Supposons que ces deux égalités ne soient pas toutes deux vérifiées, mais 
admettons seulement l'existence de la suivante 


as 
Q1 i 


(x20) | LPO —r.mar- [16,0 — 6, (dt 


u 


0 0 
sur laquelle nous reviendrons bientöt. Considérons la fonction 
U*(Z) = U(Z) tikZ, 


ou k est réel; pour cette fonction, en désignant par les mêmes lettres munies 
d’asterisques les éléments correspondants à ceux de la fonction U, on a 


Bed) Kult), GE, (t) = G,(t) + kw, 


F*,(t) = F,(t)—k Y G*. (t) = G,(t), 


et par suite, à cause de la relation supposée, on aura 


OL Or 
^ 


| F*( at = | F*,(t)dt 
0 0 
et 
| G*, (t) dt = | G*. (t) dt, 
Ü 0 


dès que l'on prendra la constante k telle que 


(03 


on i 
, ^ 


HO OS | (HF at =| (GG, )dk: 


0 0 


On pourra alors évidemment écrire 
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U(Z)= KZ + | F(t) (C(Z—0 + E(Z + dt — 


m 
0 


—À | Exo —k* ro APE 


(3 


— ‘flaw )+ kw]. (Z — it) + 6, (Z + it)]dt + 


0 


+ — | Gl) E(Z— 4t) + E(Z +it)]dt. 


Or on a, par un calcul simple, 


Or 
E 


| (Zt) +&,(Z +0] dt=2m2, 


[U 


et de méme 


Oa 


[ee — ii) +0, (£ + it)]dt — ang. 


Par suite le coefficient de k dans l'expression de U(Z) est 
3 2Z 
—iZ+ zn 3 — 18 ,)3 


c'est à dire zéro d'aprés une relation connue. La formule (117) est done valable 
dans tous les cas moyennant la seule condition (120). 

Cette dernière condition est d'ailleurs nécessaire. Soient en effet F iG, 
F,-dQ,, etc. avee les mêmes notations que plus haut, les valeurs sur les 
côtés du rectangle, d'une fonction analytique F(z) dans ce domaine. On sait 
que l'intégrale 

Z)dZ 
E Z-—u 


prise le long du contour total du rectangle, est nulle pour tout point » extérieur 


à celui-ci, c'est à dire qu'on a 
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[ony 


LEO iG, (FORI jg, 
prune, ro 
0 0 
eu (6 , T Ta 
= [583 a ai [w FA(D + i6. Deals 
pet it—u 
ó 0 


Supposons le point w très éloigné dans le plan, et considérons la partie réelle 
de l'expression. qu'on vient d'écrire, il viendra de suite la relation qu'on 
voulait obtenir, 

os 


on i 
^ , 


[mo -r« ()]dt — | ea 


"m 


0 


A la fonction U(Z) s'appliquent immédiatement tous les résultats obtenus 
dans le premier Chapitre à propos des domaines annulaires. Notamment, dans 
des conditions bien connues, la partie réelle de U (Z) sur les bords verticaux du 


rectangle sera en général: pour Z — Y, 


ot 
^ 


F,(Y)— | POE y EP Eee 
Df 
(122) — À [r.tt,GY —à - z GY  0]di— 


Pare TBU COP =H) dert Yee pats a DOT ES E Yee ald 


0 0 


| x 


et pour Z=w, +iX, on a de méme 


F,(Y) = * [t be Gen e ear bendi 


0 


1 
a 


ate | F0. GY —0 X 6,(¢¥ +1) + 29]4t— 
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x | GOIE GY =a) S CGY ya 
- | G,(D LE, (6 Y —it) + C, Y + it) + 2n,Jdt 
0 

qui se réduit à 


rn! [roi GY—0- zar + À [FOE GY 946074 nae 


: 0 6 
(123) 
on @3 
i 


x] G,(D [CGY — it) + GG Y. + it]dt + E | G, (t) 5, 66 Y — it) - C (Y + a8) dt, 
LE É ny 

a cause de la relation (120). La quatriéme intégrale dans l’expression de F,, 
et la troisieme dans l’expression de F,, doivent étre considérées comme rempla- 
cees par leur valeurs principales. 


On pourrait évidemment, avec une grande facilité, obtenir par les mémes 
methodes qu’on vient d’exposer, une fonction analytique dont la partie reelle, 
la partie imaginaire ou la dérivée normale de la partie réelle, ou encore des 
combinaisons linéaires de ces quantités, seraient données sur les bords du 
rectangle considéré. Nous laisserons de côté ces généralisations dont nous 
n’aurons pas besoin. Remarquons simplement ici, que les développements pré- 
cédents nous permettent d’écrire des systémes d’équations intégrales et les solu- 
tions correspondantes: par exemple on obtient de tels systèmes en comparant 
les valeurs d'une même fonction analytique dans le rectangle considéré pré- 
cédemment, sur les bords verticaux des frontières, la fonction étant supposée 
définie, d'abord par la donnée de F, F,, F,, F,, puis par la donnée de F, F,, 
GG 

Dans les formules qu'on trouve ainsi, les fonctions F et F, ne jouant pas 
un rôle essentiel, remplacons-les par zéro, en supposant 


03 


| [Gy S CONTE So: 


Il viendra les deux systèmes suivants, où C est une constante, 
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[ = 
G,(0) — — 7 | FO [GC (0 — it) — C (00 + it)]dt + 


0 


ea 





ke | F,(t)(C, 00 — it) — 2, (40+ it)]dt + C, 
à 
(124) | 
oe e] F,()(C, KO) — 6,08 + th) at & 
ö ^ 
= | F,(t) [E (£0 — it) — £(10 + it)]dt + C, 
| : 
To) — - | G, (2 [E (00 — it) + (60 + it) dt + 
2 
| Td | G4 (t) [Z, (00 — it) + 5,(00 +it)] dt, 
Tt 
d 
(125) 1 
(0) : | G, (t) LE, (00 — it) + C, (00 + it)]dt + 


(03 
i 


+ al GIE (60 — it) + E (0 + it)]dt. 
| ó 
Les équations des deux groupes sont réciproques, c'est à dire donnent !a solu- 
tion les unes des autres, dans les conditions énoncées. 

On remarquera que l'addition d'une méme constante quelconque à G, et à 
G, ne modifie pas les deux dernières équations, à cause des relations, faciles à 
démontrer, 


| [5, (20 — it) + 5, (10 + it)]dt = val. ppale de | GO e (r0 E 2t)] dt = 27,0. 


ù D 
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Inc 


$. rr. J'envisagerai dans ce Chapitre la solution de la question suivante, 
qu'on rencontre souvent en Hydrodynamique (cf. notamment deux Notes aux 
C. R. Acad. sc. Paris, 17 juin 1912, ro févr. 1913), à savoir: trouver, quand il 
est possible, une fonction analytique réguliére dans un cercle |z| — r, du plan z, 
dont la partie réelle soit donnée sur une portion de la circonférence frontiére, 
et la partie imaginaire sur le reste de la circonférence. Ce reste peut être 
constitué par un arc c ou par deux arcs c et c,, de cette circonférence. 

Placons-nous d'abord dans le premier cas, et soient et, ef”, les extrémités 
de Parc c (pour les points e de l'are c, on aura par exemple « «0 « 8). Soit 
[(0) la valeur donnée de la partie réelle sur l'are complémentaire de c; soit /(0) 
la valeur (inconnue) de la partie réelle de la fonction cherchée, sur l'are c, et 
enfin soit g(0) la valeur donnée de la partie imaginaire de la méme fonction 
sur le méme are c. Bien entendu, dans tout ce qui suit, il est admis implicite- 
ment qu'on a par définition des relations telles que 


1(0 + 2nx) = f(0). 


Ceci posé, on a d’après le Chapitre 1, sur l'are c, pour « «0 «€ 8, 





8 a4-2zx 
(126) g(0) = : | Ee) dern | EUM de + Cte; 
27t () € 271 0 — s 
‘a tg nn B tg 2 


Vintégrale relative à /(0) est égale à sa valeur principale, par convention. D'ail- 
leurs, en général, on peut encore mettre cette équation sous la forme 


D'aprés le Chapitre I, il est clair que la recherche de la fonction de z de- 
mandée, revient à la résolution par rapport à linconnue [(0), de l'équation 
intégrale qu'on vient d'écrire. La solution peut s'en obtenir indirectement 
comme on va l'expliquer (cf. C. R. 23 oct. 1911). Divers artifices conduisent à 
ce résultat. Je vais exposer celui qui donne la solution sous la forme méme 
oü j'ai eu effectivement à l'appliquer dans d'autres recherches, dont on trouvera 


ailleurs l'exposé. 
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Je commencerai par remplacer l'aire du cercle où la fonction est cherchée, 
par l'aire d'un demi cercle de rayon 1 d'un nouveau plan Z, au moyen d'une 
représentation conforme qui fasse correspondre lare c, au diamètre horizontal 
situé sur l'axe OX du nouveau plan, et l'are complémentaire de c, à la demi 
circonférence |Z| — 1 au dessus de OX. Comme il est bien connu, une telle 
représentation du plan z sur le plan Z est obtenue par une relation de la forme 


(128) N. 


z—e \Z—7 


T 


où la constante N est quelconque. 


Pour simplifier, je choisirai 
y L DI 
N=—e ?, 


.a+ß 
On . à D onc 
de telle manière que le point Z — o corresponde au point z=e 2 , milieu de 


lare c. Explieitons alors les équations qui font correspondre les points des 
frontiéres. 
Voyons d'abord la correspondance entre les bords circulaires. En posant 
Z = ev, 
z= ei, 


un calcul facile montre qu'on a 


ou encore 


(129) cotg* 2 = TEES 


D'une maniére analogue, on verrait qu'entre un point Z — X du diamétre limite, 


et un point z — e? de l'arc c, on a la relation 


. 0—« 
sin 


(ELS. 53 
AX mw ]— 
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ou encore 
ya . G-a«a 
. sin 
X ree / $ 2 
Mp I— X — mr pres 
sin — 


le radical étant arithmétique. 
En conséquence, à la fonction f(0) donnée sur l'are complémentaire de c, 
il correspondra une fonction F(y) définie au moyen de (129). Comme on a alors 


> 


om, (C7 5 3 ( 
sin — — sin cotg? 7 
2 2 "7 


tg —————————————, 
2 a D ° f 
cos — — cos — cotg* 
2 2 2 
ou si l'on veut 
ee eh 
ij ) -——— 
tg 0 — ee LÀ à ái 3 
2 a+ | Gi 
cos p + tg - ^ tg TA 
il en résulte 
(131) F(p)=f| 2 are tg ——t- s TI : 
cos p + tg te“. 


De méme, à g(0) correspondra une fonction G(X); en observant que (130) 
donne 


sin : t ES 
(o ps 2 \X—7 
So 8B [X+1\2 
cos— + cos - s 
2 2 eat 
ou 
-— 
(r4 X3) tg ^ p 2X tg 5—4 
0 4 
NT d GEBET 
© Id X*c-2Xt ge 
4 4 
on aura 
(1 Re ee N ee 
(732) G(X) — g| 2 arc tg ———— d TM xis 
- > a 3 I" 3) 
Id X? +2X 9 — tg x 
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On est alors ramené à trouver une fonction analytique dans le demi-cercle, 
dont la partie réelle soit F(y) au point e? sur la demi-circonférence, et dont la 
partie imaginaire soit G(X) au point d’abscisse X sur le diamètre frontière. 

A cet effet, envisageons d’abord une fonction analytique régulière dans le 
demi-plan supérieur, et dont la partie imaginaire soit G(X) pour Z— X(|X|« 1). 
L'intégrale 

A 
(133) H(Z) => | I du, 


c 


prise le long de l'axe réel dans le sens positif, représente une telle fonction 
si @(X) est une fonction (sommable) définie sur laxe réel par la condition: 
1° d’être égale à G(X) sur le segment — 1, +1, de l'axe OX; 2° d’être égale 
en dehors de ce segment, à des fonctions choisies arbitrairement, de manière 
toutefois que G(X) soit sommable entre — c et + ©. Par exemple on pour- 
rait prendre 
Tie 
(134) H(Z)=~ | 0) au. 


=1 


Les propriétés d'une telle fonction H(Z) ont été déjà étudiées bien souvent, et 
sont bien connues. Cette fonction donne lieu à des résultats analogues à ceux 
qui ont été rappelés dans le Chapitre I au sujet de la fonction 7A(z), — à 
laquelle on peut du reste Ja ramener par une inversion qui transforme en un 
demi-plan la surface du cercle considéré à cet endroit. 

La fonction H(Z) une fois construite, est bien déterminée sur la circon- 


férence |Z| — zi. Pour Z=eir, sa partie réelle est 


4 — COS (m 


— du: 


> 


(135) Su ; | ae) I — 2ucosp + u? 
Il est & peine besoin de faire observer que cette derniere expression est bien 
déterminée sur la demi-circonférence, mais qu’elle n’est pas valable sans pré- 
caution aux points extrêmes situés sur l'axe réel: en ces points, pour = o ou 
x, l'intégrale doit être réduite à sa valeur principale. 

Cela posé, la fonction 


(136) x 3 
I 3 I—Z2? 
= Fe) 9 (e)] 1—2Z coset Z? 
0 
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qui est un cas particulier de la fonction A(z) du Chapitre I (lorsque les don- 
nées sont symétriques par rapport à l’axe réel), est réelle sur l’axe réel du plan 
Z, et sa partie réelle tend vers F(g)— (gy) au point e7 de la frontière. Done 


la fonction analytique 


4x a 
3 S zu f G(uydu- x 2 I— Z2? 
(137) ism =) ze a] Dr les: + get 
EMO 0 


répond à la question proposée. 

L’indetermination qui intervient dans la définition de G(X), facilite évidem- 
ment les caleuls, comme on s'en rend compte sur l'exemple donné plus loin. 

Ce qu'on vient de dire suppose la fonction N(e) sommable entre o et :r. 
Or ce point ne présente en général aucune difficulté, dés que la fonction G(X) 
est elle-même sommable, et que la partie réelle de la fonction H(Z) qui en ré- 
sulte, existe et est finie aux points Z+1. On a vu les conditions pour qu'il 
en soit ainsi: il suffit par exemple, que G(X) au voisinage de X = +1, soit 
continue, et y satisfasse à une condition de Lirscuirz. Dans ces conditions, il est 
clair que $ (s) sera bornée dans l'intervalle considéré, et par suite sera sommable. 

Pour donner un exemple simple du mode de construction dont on vient de 
parler, supposons que les valeurs de F(y) étant queleonques, celles de G(X) 
soient égales: à une constante a sur le segment o,r, et à une constante b sur 
le segment — 1,0. Il est évident sans calcul que la fonction 

ia + 2t logZ 

répond à ces valeurs de la partie imaginaire (on suppose le logarithme réel pour 
Z réel positif). Comme sa partie réelle est nulle pour Z — ef”, la fonction de Z 


ba TE I—Z2 d 
à -de 
1—2Zcose+ Z 
répond au probléme proposé avec ces valeurs partieulieres des données. 
Dans le cas général, remarquons que la valeur de la partie réelle de la 


fonction de Z obtenue, est sur l'axe réel, entre 1 et — r, 


(38) L(x) => | Se oe 9 eee de, 


^ 
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oü la premiére intégrale est considérée comme égale à sa valeur principale. 


Par la transformation 


. 0—a 
sin 
——ıI 
Bel 
sin 
X = = , 
..0—a« 
sin - -— 
2 
att 
. PETE 
sin - 
2 


qui résulte de (r30), la fonction 
1(0) = L(X) 


est une fonction de 0 dans l'intervalle «, et qui fournit une solution explicite 
de l'équation intégrale écrite au début de ce Chapitre. 

La fonction analytique de z, que l’on voulait déterminer, est d’ailleurs 
obtenue en faisant dans la fonction A(Z) la transformation inverse de la trans- 
formation (128). 


$ 12. Passons au cas où la circonférence dans laquelle on envisage la 
fonction de z, est séparée en quatre arcs, sur deux desquels, c et c,, on donne 
la partie imaginaire, la partie réelle étant donnée sur les deux autres. Desi- 
gnons par «, 9, 7,0, les arguments, définis à 2nw près, des extrémités des arcs 
c eb c,. Nous supposerons, ce qui est toujours possible, « « 8 « y «Ó €« t 2, 
et nous désignerons par f(#), f,(0) les valeurs données de la partie réelle aux 
points:e?? des ares complémentaires de c et c,; par /(0) et /,(0) les valeurs (in- 
connues) de la partie réelle sur les ares c(« «0 € B) et c, (y «0 «0) par g(0) et 
9,(0) les valeurs données de la partie imaginaire sur c et c,. Il résulte des 
propriétés rappelées dans le premier chapitre, que les fonctions /(0) et 1,(0), 
dont la connaissance entraine celle de la fonction analytique cherchée, satisfont 
aux deux équations simultanées 


8 ö 
(139) <<) | de 4 [Ae = 
27 ds 21 0 — & 
ipli; EET 

Held Thea 
Te ae: I 4 EGE m T: di € Qe 1 
eu) =| =F as gc es 

AT ENT m 5 elas 
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où la première intégrale a sa valeur principale, et 








B. Ü 
, Ur l(e) de r f&(ode _ 
(n MEO es M n 
a Sr ee 
* Hed "P hd 
I e)de T 14€ e. Y 
za) | SE per oo 
her j te 


où la même convention est faite cette fois pour Ja seconde intégrale. 
Telles sont les deux équations intégrales qu’on va résoudre indirectement. 
Nous transformerons d’abord le domaine circulaire donné, en le demi-plan 
inférieur d'un plan auxiliaire Z,, au moyen de la substitution 


(141) Pr 


On se rend compte aisément qu'à un point e? de la circonférence frontière, 

correspond un point d’abscisse X, sur l'axe réel du nouveau plan, X, étant lié 

à 0 par la relation 

(142) X,— tg (' — 
. 

Nous appellerons .X,, X5, X,, Xo, les valeurs de X, correspondant à 0—a, 

B, y, ou 0. 


Cela étant, posons 








DRE DE: 
: V (Zi — Xe) (ZS) (Z,— X5) (Z; — Xo) 


et plus précisément 


(143) Z-— — i 


Z, devient une fonction elliptique de Z, construite avec les périodes 20,, 20, 
(la première réelle, la seconde imaginaire pure) et définies comme on sait par 


Fee X5 
dX, X, 


“= Var s Xt X) 05 X) 05 X9 


x5 ; x 
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En désignant par S,, S,, S;, S, les fonctions symétriques élémentaires des quatre 


nombres X4, X5, X,, X5, on aura 


ix 9 (Z|o o3) — e'(, | o,0x) 


S 
: ae Tm 
(144) LO EN (Ze, 3) — 9 (| o, 3) 4 


dans laquelle équation v, représente un argument défini par les relations com- 
patibles 


OY == , 
BET I 





ns 
4 8 S. 


Q^ 


I 
ÿ y 


(on peut prendre », entre o et 2w,). On a aussi 





(145) V (Z, — Xa) (Z, — Xa) (Z,— X,) (Z, — X) = eZ — e(Z + v). 


Par ce procédé, d'ailleurs classique (cf. par ex. ArrELL et Lacour, Fonct. 
Ellipt. p. 254), on fait correspondre au demi-plan précédent, l'aire d'un rec- 
tangle dans le plan Z, un cóté de ce rectangle étant situé sur l'axe réel. Les 
sommets de ce rectangle sont les points 

Vs Y Y 


Z = — tidie: aE — + — ali — — 
= , zonam = te 055 = = ine 


D 


Aux arcs c et c, de la circonférence primitive, correspondent les côtés verticaux 
de ce rectangle (c correspond au bord droit.) On en conclut bien facilement, 
par des calculs que j'abrége, la correspondance entre les points e* de la cir- 
conférence du plan z, et les points, définis par leur abscisse X ou leur ordon- 
née Y, des côtés du rectangle ci-dessus: 

A l'are 8 «0 <a + 2, correspond le côté horizontal placé sur OX, par 





(146) tg fr = 


A lare « «0 « 8 correspond le côté vertical droit, par 


ro 
bo 
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(147) ef —*) -£(5 retina à. 


A lare 8 «0 «€ y correspond le bord horizontal supérieur, par 


v 





Ale REC As S, 
(148) te | m ] - 5G +») 5.X S", t Fa 


AT 
A lare y «0 « Ó correspond le côté vertical gauche, par 
[ () 


(149) tg poesie enirn 


Uu 


1 


+ | 


: zt; 0\ pie h 
Les quatre expressions de tg anal sont toutes évidemment réelles. 


Aux fonctions données de 0, correspondent par suite quatre fonctions con- 
nues, soit de X, soit de Y, définies par les relations suivantes 


8,| 


4 | 


0) 4] 2 — 2 are tcx +) —oxX—ty, e 94 | - roo. 


j (0) = | — 2 arc tg J CX + v) —6,X —Gv, + 


2 ls 


]- 9.20. 


29a o u lc p ; | a iss E ee - S,| 
g (0) ol EE 2 PUE ir) bo, + à | 
9,(0) =9,] * —zaretels, (2 iv) i-i) in ein. 


2 


]-«.a. 


T 
(151) Z + = + WO, =}; 


transforme le rectangle précédent, en un autre du plan 3 — X —- i Y dont deux 
côtés soient situés sur les demi-axes positifs, en posant 


on se trouvera ramené à déterminer, dans un rectangle de dimensions c, et 
-0,, une fonction dont les parties réelle ou imaginaire soient égales sur les 
i 


bords, à (X), S,(X), G,(Y), G,(Y), respectivement. 


Sur la résolution de certaines équations intégrales. 171 


Or on sait écrire une telle fonction, sous l'hypothèse qu'il existe entre les 
données la condition (cf. le Chapitre antérieur) 


Ms 
01 i 
a 


(152) | i580 — 85, @Jax- [t6,() — 6,04 Y. 
D D 
Par des calculs assez simples, on peut, en revenant à la variable 0, rem- 
placer cette condition par la suivante 








B 
; ig (0) dû 
| do | 8 E er, ST "i (5 E r)| ar 
* N^ — 4 = — — À 
e 4 ZN * (2 
5 : 
a | = ig, (0)d.0 a y n 
R » [7% () Vi see UP E 
; cos? = ln zT EOM: | ef +, —1] || 
; ()) d 
i | Be = — )d0 — + 
5 cos? — Jte (X + 21 + o9 — 9 CX + 0)] 
Won 0) do 
AL | = Al Ja =0, 


7 () = 
COS? Ir =; [p CX E »,)— 9 X] 


oü il est entendu que dans les dénominateurs, X ou Y doivent étre considérés 
comme les fonctions de 4 définis par les relations écrites plus haut, liant 0 à X 
ou Y sur les quatre arcs successivement. 

En utilisant la variable X, on a une formule plus maniable. Car on a par 
exemple pour la premiére intégrale 








e(2 «iv|-e(2—ir| = — vox, — x3 05 — X9 Qt — X9 5 — X9. 


= —2d X, 


et des relations analogues sont valables pour les trois autres. Il en résulte la 
condition de possibilité sous la forme 
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2557] Xo x, 
i ig(0)d X, : a TE (A)d X, 4 (0) dX, 
| XAG) XG) ee) Ve RM I v 
Xa x, X5 
(153) E " (0) dX; ^f (6) )AX, _ 5 
fine. fests, 
X, 
avec 0 = = — 2 arctg X,}. Toutes les intégrales qui y figurent ont un sens 


dès que /,f,, 9,9,, sont sommables et ne deviennent pas infinies aux limites 
1 


2 


des intervalles, d’un ordre d’infinitude supérieur à (oe par exemple, 
—e étant un nombre positif arbitrairement petit. Cela est assurément le cas si 
les données f, f,, 9, 9,, sont de carrés intégrables. 

On pourra alors écrire, en général, les valeurs suivantes pour la partie 
réelle de la fonction analytique répondant aux données %, à,, G,, G,, sur les 
bords verticaux du rectangle: 

ws 
v 


209b EE : | eii Y uer aide. 


4 - | G,(t)(C, (i Y — it) -C,G + tf) dt+ 
ö 


Or Or 


+ [sor Gr—o«t Y ya, [ROC Y=) +6,0¥ t 20]dt, 


6 0 
(154) 
F--i | rear. 
Or er: ar, {ROE (Year cus 


= [* IE GY —1) HE (CT + dé. 
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La solution des deux équations intégrales (139) et (140) sera dans ces conditions 


1(0) = F,(Y), 


avec 
7 : 4 St Sal, Ber $e S. 
sl —,| =¢C [2 tir) +2 [air] in T 
A 2 2 4 
et 
1,(0) = F;(T), 
avec 


Quant à la fonction analytique elle-même, dans le rectangle du plan ;, 
elle sera 


et OL 
, . > 


"se | D (t) [6 (3 —#) + 6 (3 + t)]dé = | 8 (¢) (65(3—t) + 5. (5 + 2)]dt — 
D D 
(155) 
-i | e. (£) [5. (3 — dé) + 6. (3  :0)]dt + - | EG — in + EG + it] dt, 
ö $ 


et l'on en déduirait la fonction analytique de z dans le cercle primitif, en 
opérant sur cette expression les transformations inverses de celles qu'on a faites 
ci-dessus. : 

Avant de quitter ce sujet, je dirai un mot d'un autre procédé pour ré- 
soudre la question dont on vient de s'occuper, en utilisant une méthode fort 
semblable à celle utilisée au paragraphe rr. Par la transformation 


(156) De a log W — = ao 


le rectangle du plan Z est représenté sur une demi-couronne circulaire de rayons 
_ 703 

extrêmes ı etg\—e i“<r). En posant W=g'?, les points des frontières se 

correspondent, soit par la relation 


A 
I um (qd, 
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soit par cette autre 


ae A Ws 
v= = log o + iÀ 


relations au moyen desquelles les fonctions données F(X), F,(X), G,(Y), G,(Y), 
deviennent les fonctions S*(g), N*,(q), GO, (o), G.(o). 

Formons alors une fonction de W réguliére dans le demi-plan supérieur, 
et dont la partie imaginaire prenne les valeurs (,(— u) et ($,(u) aux points 
d’abseisse wu sur les segments — 1, — q, et +g, +1, de l'axe réel; par exemple 

[8.4 "8,004 
- i [O,(—u)jdu , x ('G,(u)du 
7 2,(W) == | — 
(157) aM V) n | "Em W | 
=i q 
est une telle fonction. 

Elle donne lieu aux mémes remarques que la fonction H(Z) d’un para- 

graphe antérieur. Sa partie réelle prend, pour W—e'? ou W =qe”, les valeurs 





Pe ine Wr pf om 4 — q COS p i ae u—q cos p 
N = (9 í— — = pc MP a) = ah a 
D (p) 2 mat) u" — 2 qu COS P + mue | Tc | IQ; cosp + q* due 





es " 
(158) 
~4 : 

- THO Ree ^ — COS p T Ape 1 — cos fp 

S. (q) = SIE ny Lr Wee NOx) i— u. 

2: (9) =) a( DNE 1 COS Q + I dug 7 [8.00 —2ucosp +1 gu 

=| q 

Si Pon forme ensuite la fonction 

9,07) =" (ts t) — 6.0) RES gW— 2) + 2 (Pr tog W + 2e Jde 


: fr) — 99 E [2 log W — ^ eJ +5, [5 log W +! ¢) ae, 


(ef. ante, par. 10) qui est réguliére sous la condition 


(159) | 9.) —HOlde=| 1.0 — Olde, 


0 0 


la fonction 2,(W) + 2,(W) répond à Ja question, en ce sens que sa partie réelle 


. . . . . oy . ~ 
ou sa partie imaginaire prennent sur les frontières les valeurs respectives \*(p), 
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S(p), G,(o), G,(o). En revenant à la variable 2, on a donc une fonction de 2 
répondant au problème primitif. D'où indirectement la solution, sous une autre 
forme, des équations intégrales signalées antérieurement. Cette construction 
nouvelle de la solution, construction qui en apparence présente une certaine 
indétermination, die à ce fait qu'on peut modifier la fonction 2,(W) comme on 
l'a déjà vu au paragraphe 11, en prolongeant les fonctions ($, et ©, arbitrairement 
hors des segments — 1, —g; +9, + I, est fort utile dans certaines applications 
(cf. mon Mémoire «Sur la determination des problèmes d’Hydrodynamique relatifs 
à la résistance des fluides», Annales de l'Ecole Normale supérieure, 1914). 

Je laisse de côté l'éeriture facile de la solution obtenue par le procédé 
qu'on vient de décrire. En terminant ce Chapitre, je ferai seulement observer 
que la condition de possibilité du probléme a été obtenue sous deux formes trés 
différentes (152) et (159); il est essentiel de remarquer que ces deux conditions 
sont au fond équivalentes. 

Il est en effet aisé de s'assurer que, pour o positif, on a l'égalité 


a 


u— OCOSé 7 QE m I 7 ; 
= ; sde — — + gp  — — — OU ZT O: 
J uw’ —2eu cos & + o* 2u 21 V(u$—9»? u 

0 


Il en résulte sans difficulté, en appliquant cette égalité pour po — r et o—q 


successivement, 
| N9;(e)de — o 
ù 
et 
/ fe quus oa 
| D (e)de = | Su) ir fs ie 
0 =! qd 
Par la substitution 
y= = log |u| + = 
TU t 
on trouve 
2 = 
| 9 (e)de = = | 6.0) — 6,0714 y 
(On 
0 0 


- 2 > » () 
Maintenant on a, par la transformation X —— !— "2, 
2 T 
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| F.(o de | - pX)dX == | AK, 


Portant ces resultats dans (159) on voit que cette condition se reduit bien A la 
condition (152) obtenue par la première méthode. 


Note. 


$ 13. Dans les Chapitres précédents, il a été résolu, d’une manière indi- 
recte, certaines équations intégrales, — il est vrai très particulières, — rentrant 
dans la forme 


b 


* 


(160) | f(s) N (x, s)ds — g(x) 
ou encore 
= 
(161) A (x) f(x) + | Lx) —f(s)] N(x, s) ds — g (a), 


a 


f(x) étant la fonction inconnue. Le noyau N (x, s) présente une discontinuité 
polaire pour s— v. Tous les noyaux N (x, s) qu'on a rencontrés dans de telles 
équations sont, comme il est facile de s'en assurer, tels que la différence 


> k à oS 
N (x, s) isa OÙ k est une constante convenablement choisie, reste une fonc- 
x—s 


tion finie et continue, et même dérivable, dans l'intervalle a, b. y compris le 
point s— rz. En terminant, nous ferons observer que les équations intégrales 
de la forme (160) et celles aussi de la forme 


b 


(162) f(x) + | f() Na 8) ds — g(a), 


= 
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peuvent se ramener à des équations de FREDHOLM, lorsque le noyau présente 
la propriété qu'on vient de dire. Cela résulte de considérations qui ont été 
signalées par D. HirBERT (Congrès des Mathém. Heidelberg, 1904, Verhandlungen, 
P. 233). 

Effectuons d’abord un même changement de variable (linéaire) sur s et 
sur x, en ramenant les limites de l'intervalle d'intégration, à être égales à o et 
27:, de sorte qu'on ait affaire à des équations de la forme 


(163) F (c) + fe, t) F(t)dt — @(e), 
ou bien 
(164) | 9(, t) F(t) dt — oe), 


* 
0 


suivant les cas. De l'hypothèse faite sur les noyaux, il résulte évidemment 
qu'on peut trouver une constante m telle que l'on ait 


Rente 


— + PG, t), 
Sem 
tg 


2 


(165) 


P (e, t) étant fini, continu dans tout l'intervalle, y compris pour £ — c. 
Appelons fonction associée de (s) la fonction G(s) qui lui est reliée par 
les deux équations (éq. r4 du paragraphe 1) 


(166) 


2x G(0) = ka ae | G (ede. 


Cela étant, considerons d'abord l'équation (163); multiplions-la par gt 
ig 


et intégrons entre o et 277 par rapport à s. Après un changement dans l'ordre 
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des integrations pour le terme | - -— | F (t)3t (e, t)dt, de l'expression obtenue 
tg = 


N i 
ù SO 


(cf. HILBERT, loc. cit.) on obtient aisément l'équation 


n Qa 27 2% 
| \ F (t) dt Jes N — Ll 2a*mF (0) 2m | F(e)de = | T 
m 0 -— ó Oo tg 27, - 
Et comme on a d’apres (166) 
2a 
F (0) E A + P(6, 2528 — d(0), 
[o = 
0 D 


en multipliant ces deux derniéres équations par m et — r, et ajoutant, il vient 


27 2x 








—(1 + 4z?m?) F (0) + | F(t)dt) m | - a de + | = 
0 bee arr | 
22 
(168) 4 
mf — Q0), 
0 a 


ce qui est une équation de FREDHOLM pour linconnue F(6). 
Si l’on était parti de l'équation (164), le premier calcul aurait donné aus- 
sitôt, à la place de (167) l'équation suivante 


0 tg” ET 


2x 
(169) — 47m F (0) + [ru a Is (e; eA de + 2 We | "ode, 
€ 
0 
Bien entendu, les intégrales où il subsiste une tangente au dénominateur, sont 
prises égales a leur valeur principale. 

Les équations proposées sont done ramenées à des équations de FREDHOLM. 
Mais il semble qu'il soit bien difficile de tirer parti de ce fait pour retrouver, 
dans les cas particuliers considérés antérieurement, les résultats simples auxquels 
on est parvenu d'une autre maniére. 


ZWEI BEWEISE EINES VON HERRN FATOU VERMUTETEN 
SATZES. 


Aus einem Briefwechsel zwischen 


A. HURWITZ und G. POLYA 


in ZÜRICH. 


Herr Farov! vermutete, dass sich der Konvergenzkreis für eine beliebige 
Potenzreihe zur natürlichen Grenze machen lässt, bloss durch geeignete Änderung 
der Vorzeichen der Koeffizienten. Genauer gesagt handelt es sich um folgenden 
Satz: 

Es sei der Einheitskreis der wahre Konvergenzkreis der Potenzreihe 


did Ann ee; 
dann lässt sich eine unendliche Folge 
ERBE. GOD «SR En ID. co 


wo die &, nur der beiden Werte +1 und —ı fähig sind, derart bestimmen, dass 
die Reihe 


Edo NE ut + 65050 HE + En An $7 de sie 


den Einheitskreis zur natürlichen Grenze hat. 

Das Paradoxe, wovon dieser hübsche Satz zweifellos etwas an sich hat, 
tritt vielleicht durch folgenden Umstand am besten hervor: es gibt Bedingungen, 
die sich nur auf die absoluten Beträge der Koeffizienten beziehen, und die zur 


Folge haben, dass die Potenzreihe nicht über ihren Konvergenzkreis hinaus 





! Acta Mathematica, Bd. 30, S. 335 ff. (vgl. S. 400). 
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fortsetzbar ist; so fordert der von Herrn Hapamarp entdeckte, seitdem sehr 
vervollkommnete »Lückensatz», dass gewisse, unendlich viele dieser absoluten 
Beträge =o sein sollen. Aus dem obigen Satz folgt nun, dass es keine Be- 
dingung gibt, die sich nur auf die absoluten Beträge der Koeffizienten bezieht, 
und die zur Folge hat, dass die Potenzreihe über ihren Konvergenzkreis hinaus 
fortsetzbar ist. 

Herr Farou bewies den Satz für eine spezielle Klasse von Reihen 


s \ c B 5 5 : 
(lim An — 0, 2. [as] divergent). Nun ergibt sich der volle Satz sozusagen un- 
Aa 


mittelbar aus den wichtigen Untersuchungen des Herrn FABry! über die Tay- 
lorsche Reihe. 
Ganz am Anfang seiner Untersuchungen gelangt Herr FABRY zu einem 
Satze, den ich, meinen Zwecken gemüss etwas spezialisiert, so aussprechen will: 
Der Punkt e" ist für die im Einheitskreise konvergierende Potenzreihe 


Oh ae Oke ae Übers e Sas een RH aoo 


gewiss singulär, wenn eine unendliche Folge von Indices u,, Uz,..., Un,... existiert, 
die der doppelten Bedingung genügt: 


1 
1) Jim Ib, ln —I, 


n=O 


2) die reellen Teile der Grössen 


Dan + perry 


bu 


n 


u 2 . 
x nicht negativ. 


> 


sind füriar — Er, 25 Ess «| 


Im Besitze dieses Satzes kommt man mit der gewöhnlichen »Häufungs- 
methode» so zum Ziel: die abzühlbare Punktmenge 


(1) UA; UJ, Us; Um, ND Un, ss 


sei im Intervalle (0,2%) überall dicht. Man konstruiere eine unendliche Folge 


Po: Pis Pas Pas à) Ins ...; 


die jede Zahl der Menge (r), und zwar jede unendlich oft enthält. Man setzt 
zu diesem Zweck etwa 


+ Annales scient. de l'École Normale supérieure, 3t Folge, Bd. 18 (1896) 367—399. Acta 
Mathematica, Bd. 22, 8. 65—88. 
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Po — VU; 


Es sei 
AS CAR AE M GAS oe 3 


eine unendliche Folge von Indices, die der doppelten Bedingung genügt: 


1 
I) lim las, [^ zm 2) An +1 > 3 An: 


n=®» 


Es sei 


Ce ap 165 
und wenn 


| À 
ET, 
IT 2 


D 


so sei &,+, derart gewählt, dass der reelle Teil der Grösse 


Ay ; iv p 
£j +y 2,4 v €" n 
) 


a; 


"n 


nieht negativ wird. Da 


= Tm 
2 
An <= An+1) 


S 


enthalten diese Bestimmungen keinen Widerspruch. Wenn über z,, bisher nicht 


verfügt wurde, so sei etwa 


Gs ap at 
gesetzt. 
Durch eine unmittelbare Anwendung des zitierten Fapry'schen Satzes ist 
ersichtlich, dass alle Punkte 


ei, give give |. ein, Ll. 
und folglich auch der Einheitskreis, singulär werden für die Reihe 
En EG, Cert Er Q5 Ce tl ten Un Caen 


G. Pólya. 
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Für den Satz von Herrn Farou, den Sie zum ersten Male bewiesen haben, 
fand ich einen zweiten Beweis, den ich Ihnen im Folgenden mitteilen möchte. 
Aus der Potenzreihe 


P(a) =a, + ax ++... Hart ---, 
mit dem Konvergenzradius 1 bilde ich zunächst die neue Reihe 
Q(x) — An gm + Ans am +... + An, am, +... à 


in der Weise, dass die Koeffizienten a,, sämtlich von Null verschieden sind und 
der Bedingung 
N, 


lim Vla,,|=r; 


genügen, und dass die Reihe Q(x), bloss infolge genügend starken Anwachsens 
der Exponenten 7,, ,,..., m,,..., den Einheitskreis zur natürlichen Grenze 
hat. Die bei der Bildung von @(x) nicht benutzten Glieder von P(x) fügen 
sich zu einer Reihe P, (x) zusammen, so dass | 


P(x) = P,(x) + Q(z) 
wird. Nun zerlege ich weiter Q (x) in folgender Art: 


wo die unendlichen Reihen P, (x), P,(x),..., P,(x),..., so aus den Gliedern von 
Q(x) aufgebaut sind, dass jedes Glied a,, x": in einer und nur einer der Reihen 
P,(x), P,(x),..., P,(x),..., auftritt. Jetzt endlich bilde ich die sämtlichen 
Potenzreihen 


P,(x) = P,(2) + & P,(2) + & P, (x) aliases + e P(x) + oS 


wobei jeder der Faktoren ¢,, &,...,&,... einen der beiden Werte + 1 und — rx 
erhalten darf. Jede Reihe P,(r) entsteht aus P(x) dadurch, dass die einzelnen 
Glieder von P(x) mit einem der beiden Faktoren +ı und —ı multipliziert 
werden. 

Ich behaupte nun, dass unter den Reihen P,(x) mindestens eine vorhanden 
ist, die den Einheitskreis zur natürlichen Grenze hat. Die gegenteilige An- 
nahme führt nämlich durch folgende Schlüsse auf einen Widerspruch. 
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Zunächst würde jede einzelne Reihe P,(x) auf der Peripherie des Einheits- 
kreises reguläre Punkte besitzen, die sich auf ein System B, von Bögen der 
Kreisperipherie verteilen. Es würde ferner sicher zwei verschiedene Reihen P,(x) 
und P.(x) geben, so beschaffen, dass die Bogen B,, die zu der Reihe P,(x) ge- 
hören, in die zu P;(x) gehörenden Bogen 5B, übergreifen. 

Denn andernfalls würden die Systeme B,, welche der Gesamtheit der 
Reihen P,(x) entsprechen, eine abzählbare Menge bilden, während doch die 
Reihen P,(x) eine Menge von der Mächtigkeit des Kontinuums ausmachen. 

Zwei solche Reihen 


P,(%) = P(x) + a P,(x) + 8, P,(x) +: + e, P,(x) +-:-, 
Pe (x) = P(x) + Py (a) t e, P,(x)+--- + e, P,æ) + --., 


hätten nun auf der Peripherie des Einheitskreises gemeinsame reguläre Punkte, 
und dies steht im Widerspruch damit, dass die Reihe 


P,(%) — Pe(x) = (6, — 8) Pa) xl; (8; — 65) P, (x) amps (ex — ex) Ps (x) + i) 


den Einheitskreis zur natürlichen Grenze hat, also keinen regulären Punkt auf 
der Kreisperipherie aufweist. 
A. Hurwitz. 
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SUR L'HYPOTHÈSE DE RIEMANN. 


Par 
MARCEL RIESZ 


à STOCKHOLM. 


1°. Dans cette Note, je me propose de représenter la fonction 


une intégrale de la forme 


F (x) désignant une fonction entière donnée explicitement. Comme on sait, l'hy- 
pothèse de Riemann consiste en ce que la fonction ¢(s) n'a pas de zéros dans 


le demi-plan R(s)> . Notre représentation fournira une condition nécessaire et 
> 


suffisante pour la validité de cette hypothèse de Riemann. Je ne sais pas encore 
décider si cette condition facilitera la vérification de l'hypothèse. 


2°. Formons les quantités 


: Gen SR) 
n=1 
et la fonction entiére 
Rufe k+l 
vc 
F(x) — 26,7 (k) 
k=1 
D'après le calcul des résidus, on a 
atin i 
D qe 
ae ie <a <1 
(2) ER sin cz PEDES: (2) 
a—ix 


I 
! En ce qui concerne l'ordre de grandeur de r(x) Gf LANDAU: Handbuch der Lehre der 


Verteilung der Primzahlen (Teubner, 1909) t. I p. 177—178. 
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l'intégrale étant absolument et uniformément convergente pour 


—T+0< Arg = (0 > o) (2) 


x : Br I : ; 
Il en résulte immédiatement, en posant a — -, que l'on a uniformément 
2 


lim el, 


al 
Zoo x? 


ou en adoptant une notation due à M. Lanpavu 
F(x) — 0 (23), (3) 


x tendant vers l'infini à l'intérieur d'un angle de la forme (2). 
3°. Formons maintenant l’integrale 
EN — 2 p dx 
q(s)— fa +" F(x)dx, (4) 
| b 
le chemin d'intégration étant l'axe réel positif. En vertu de (3). cette intégrale 
converge absolument et wniformément dans toute bande de la forme 


1+0<R(s) <2— 0 (0 > 0), 


et elle y représente donc une fonction analytique. D'autre part, on peut écrire 


n:p(s)= | yc r2) F( dz 
‘0 
E(s)p(s)= 9 | x 


=1 
n 0 


st) (£a. 


Il est légitime d'intervertir l'ordre de la sommation et de l'intégration. 
Cela est évident pour l'intégrale prise entre o et ı p. ex., les termes de la serie 
étant de l'ordre de grandeur n~*. Pour l'intégrale prise entre 1 et ~, la formule 


(r) nous donne 


: DIT \ ER ; US Mx) - 
' Comme d'ordinaire, la notation ®(z)=o(x«) signifie que - = tend vers zero et la nota- 
T 


: WOCHE T Ox) ner Er 
tion P(z)= O(z«) signifie que , reste fini, quand + tend vers l'infini. 
| ET 
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B 


M désignant un nombre positif ne dépendant que de a. En choisissant - <a < 
> 


R(s , h ; : pes 
<— er on voit que l’interversion en question est legitime. 
2 


«as 
n?! 





Or, la série 
mn 
Sr 
n? 
n=1 


étant uniformément convergente dans tout domaine borné et ayant par consé- 





quent la valeur 
Gem 
on a finalement 


4°. Si l'on avait, v tendant vers l'infini sur l'axe réel positif, 
F(x) — 0 (at*?) (6) 


pour tout nombre positif 9, l'intégrale (5) convergerait absolument et uniformé- 
ment dans toute bande de la forme 


. = +Ü<R(s)<2—06. 


Done, moyennant l'hypothèse (6), la fonction £(s) de Riemann n'a pas de zéros 


dans le demi-plan R(s) > E 


D'autre part, en utilisant un théorème de M. CARATHÉODORY, M. LANDAU 


avait démontré que moyennant l'hypothése de Riemann, on a 








I I : 
ES mus |")? pour R(s)>- +d, 
! Laxpav: loc. cit. t. II p. 870. M. Lirrrtgwoop a démontré que moyennant la méme hypo- 
I \ Le. *gep . H . 7e 
thèse, on a même EG) = O(|s|?), « désignant un nombre positif arbitrairement petit. (Quelques 


conséquences de l'hypothèse que la fonction £(s) de Riemann n'a pas de zéros dans le demi-plan 


T pee in N 
R(s)> ,; Comptes rendus, 29 janvier 1912.) 
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r désignant un nombre positif ne dépendant que de d. Donc, en admettant que 


l'hypothèse de Riemann soit vraie, on pourrait mettre dans (1) a — ; +0, ce qui 
entrainerait (6). 

On en conclut que (6) est la condition nécessaire et suffisante pour la validité 
de l'hypothèse de Riemann. 

Remarquons que la formule (1) met en évidence que la relation (6) est rem- 
plie dans tout angle (2), dés qu'elle l'est sur l'axe réel positif. 

Inversement, on voit sans peine, en combinant (5) avec un théoréme connu 
de MM. PHRAGMÉN et LINDELÓF, que (6) étant remplie sur une certaine demi- 
droite située dans l'angle (2), elle le sera sur l'axe réel positif. 

On pourrait remplacer F(x) par d'autres fonctions de structure analogue. 
On voit que la méthode que nous avons suivie permet aussi d'exprimer la valeur 
réciproque d'une fonction quelconque représentée par une série de Dirichlet. 

Tl est facile de vérifier l'identité 


o6 4 
XJ Mut s 

Flay = Zn (nhe = 
r= 


les w(n) désignant les nombres de Môgius. 
5°. Nous ajouterons quelques remarques sur la distribution des zeros de 
la fonction F(x). 


On a, pour x réel et positif, lim - 


=D 


quelconque < o, F(a) satisfait à l'inégalité | F(x)| «|v|e!*!. De ces deux faits il 


-zF(—x 4 
= Ess 2 — r. D'autre part, pour un x 


résulte d’après des théorèmes connus de PoINCARE! et de M. HADAMARD que F(x) 
est de genre um. 


Désignons maintenant par y, les zéros de vi (r—1,2,...). Del'inégalité 
ci-dessus, on conclut immédiatement moyennant le théoréme en question de M. 


HADAMARD que la série Xj es est convergente, « désignant un nombre positif 


I 
. . . a ros WU . 
arbitrairement petit. Nous allons demontrer que la serie Dr | est divergente. 
: 
y=] ^ 
En effet, si elle était convergente on aurait d'aprés les faits précédents et 


x : 
au ET 3 x À: 

! De la convergence de Sy il s'ensuit 1 — = O(eelzl),= désignant un nombre 
à || Yv \ € 


positif arbitrairement petit. 
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0o 
ms oV? 2 : 9 : 
le théorème cité de PorwcARÉ B(x) = ze J] (x — 3 Observons maintenant 
1 ib 


que la relation F(x) — O (x 1—?) (0 > o), x tendant vers l'infini sur l'axe réel positif, 
est inadmissible. Elle entrainerait en effet le résultat manifestement inexact 
que la fonction Z(s) ne possède pas de zéros imaginaires. Mais si F(x) était de 
la forme ci-dessus, il résulterait immédiatement du dit théorème de PorxcARÉ 


N I 
? » 1; T » à r , Dc 

F(x) = O0(e-20—9)— 0 (xi^). Nous avons done démontré que la série =|,,| 
ov 


est divergente. 


Ainsi nous avons obtenu pour F(x) la forme canonique suivante: 


F (x) = ve’: ll 


Le nombre ; est évidemment réel. 


— 
M 
S |. 
a 
[sj 
— 
NI 
= 


Nous allons maintenant démontrer que F(x) a une infinité de zéros imagi- 
naires. Ceci résultera d’un théorème important de M. PöLya qu'il a eu l'amitié 


de me communiquer lors d'un entretien à Göttingen l'été 1913. ! 
Le théoréme en question peut s’enoncer de la maniére suivante: 


00 


. m Y 2 . 
Supposons que la fonction entière D (x) — Do x" admelte une représentation de 
n=0 
la forme 
T ao 
D(x) = car ect*0s | | ee Pre re) ll + 0,2) et, (8) 
u=l v=1 


y étant > o, Pu et p, désignant des quantités imaginaires conjuguées, c, 0 et à, des 
oo 
quantités réelles, et Do étant convergent. Alors, pour que la fonction D (x) nad- 


vel 


mette pas en méme temps une représentation de la forme 


T 


D(x) = care Ila + put) (= + Duo) TT I + Ó,c) (9) 
UE 


u=1 


y et tous les 0, étant des nombres réels de même signe et le produit ll + 0,2) étant 
=] 


! Le théorème se trouve établi dans le travail suivant de M. Pórva, paru pendant l'im- 
pression du travail présent: Algebraische Untersuchungen über ganze Funktionen vom Ge- 
schlechte Null und Eins. J. f. Math (145) 1915; cf. p. 247—249. 
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absolument convergent, il faut et il suffit que chacune des deux suites a,, a,,...an,... 


et a,, —@,,...(—1)"an,... présente une infinité de changements de signe. 
0 1 


En ce qui concerne notre fonction F (x), il est manifeste, d’après ce que 
nous venons de démontrer, qu’elle ne peut admettre une représentation de la 
forme (9). D'autre part, il résulte de la formule (7) que si la fonction P (x) n'avait 
qu'un nombre fini de zéros imaginaires, elle admettrait une représentation de la 

I I 
TG) C,r(z!'"' 
signe, il s’ensuivrait d’après le théorème de M. PöLyA que F(x) admet en méme 


forme (8). La suite ne présentant aucun changement de 


temps une représentation de la forme (9). Ceci étant impossible, il se trouve 
établi que F(r) possède vraiment une infinité de zéros imaginaires. 
D'autre part, de la relation 


oo x | 
Y 
> F| | =veT* 
N“) 
n=1 


ma . 1 “li” . Hy . , . !31* 
et de l'inadmissibilité de la relation F (x) = O (x: ^?), il résulte immédiatement que 
F(x) change de signe au moins une fois sur l'axe réel positif. 


SUR LES EQUATIONS LINEAIRES AUX DIFFERENCES FINIES 
A COEFFICIENTS RATIONNELS.' 


PAR 
N. E. NORLUND 


à Tux». 


Introduction. 


Le premier jet d'une théorie des équations linéaires aux différences finies 
a été donné par Poincaré? en 1885. En désignant par w(x) une solution de 
l'équation 
i-k 
: Dd rilz) u(x + i) —o, (1) 
i=0 


PoINCARÉ démontre que le quotient w(x + 1):"(x) tend, en certains cas, vers 
une limite quand x tend vers l'infini par des valeurs positives et il détermine 
cette limite. 


L'objet principal du Mémoire de PoINCARÉ était d'ailleurs l'étude des solu- 
tions des équations différentielles linéaires au voisinage du point à l'infini et il 
faisait ressortir l'analogie qu'il y a entre ces équations et celles aux différences 
finies. L'étude des valeurs asymptotiques des solutions u (x) de l'équation (1) a 


' L'impression de ce Mémoire, qui est arrivé à la Rédaction en octobre 1912, à été retardé 
par des circonstances imprévues. Muirrac-Lerruer. 

* Sur les équations linéaires aux différentielles ordinaires et aux différences finies. 
American Journal of Mathematics t. 7, p. 205—258, 1885. 
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été poursuivie plus loin par MM. PINCHERLE,! Honw.? PERRON,? VAN VLECK! et 
par le présent auteur. 

Soient p, (x), p, (z). ..., p. (xv) des fonctions rationelles de x. En m'inspirant 
des résultats de PorwcanÉ relatifs aux équations différentielles j'ai démontré* 
l'existence d'un système fondamental de solutions de l'équation (x), holomorphes 
dans un certain demi-plan. 

J'ai obtenu des expressions asymptotiques de ces solutions pour des valeurs 
réelles et trés grandes de x en formant des développements en séries de facultés 
qui, en certains cas, sont convergentes et en tous cas représentent asymptotique- 
ment les solutions. Dans le Mémoire cité j'ai insisté surtout sur l'existence de 
deux systemes fondamentaux de solutions que j'appelle le premier et le second 
systémes canoniques de solutions. Elles se distinguent nettement, par leurs 
propriétés analytiques, de toutes les autres solutions qu'on sait former, et j'ai 
fait voir quel est le róle que jouent ces solutions dans la théorie des fractions 
continues. Le but du présent Mémoire est d'approfondir l'étude de ces deux 
systémes de solutions. 

Ce sont des fonctions analytiques et uniformes de la variable complexe z. 
Je détermine leurs points singuliers et je mettrai en évidence le caractére ana- 
lytique des singularités. Les resultats auxquels je suis parvenu sont d'une 
grande simplicité. L'équation (r) définit une classe de transcendantes nouvelles 
fort remarquables. 

Jusqu'à ces derniers temps la fonction I’(x) était la seule d'entre elles 


* Sur la génération des systèmes récurrents au moyen d'une équation linéaire differen- 
tielle. Acta mathematica t. 16, p. 341—365, 1893; Sulla risoluzione approssimata delle equazioni 
alle differenze, Rom. Acc. L. Rend. sér. 5, t. 7, p. 230—234, 1898. 

? Zur Theorie der linearen Differenzengleichungen. Math. Annalen t. 53, p. 177—192, 
1900; Über das Verhalten der Integrale linearer Differenzen- und Differentialgleichungen für 
grosse Werte der Veränderlichen. Journal für die reine und angewandte Mathematik t. 138, 
p. 159—I9I, I9I0. 

® Über einen Satz des Herrn Porncaré. Journal für die reine und angewandte Mathe- 
matik t. 136, p. 17—37, 1909; Über die PoixcanÉ'sche lineare Differenzengleichung ibid. t. 157, 
p. 6—64, 1909; Über lineare Differenzengleichungen. Acta mathematica t. 34, p. 109—137, 1910. 
Voir aussi: 

T. Erz: Über die asymptotische Darstellung der Integrale linearer Differenzen-Glei- 
chungen durch Potenreihen. Diss. Pirmasens, 1913. 

P. Krevser: Über das Verhalten der Integrale homogener linearer Differenzengleichungen 
im Unendlichen. Diss. Borna-Leipzig, 1914. 

* On the extension of a theorem of Porxcaré for difference-equations. Transactions of 
the American Mathematical Society t. 15, p. 342—352, 1912. 

° Fractions continues et differences réciproques. Acta mathematica t. 34, p. I—108, 
1910, 
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qu'on eût étudiée. Mais tout récemment MM. BiRKHOFF! et GALBRUN? ont 
publié des travaux remarquables concernant les équations aux différences, Je 
me suis rencontré avec ces auteurs sur plusieurs points. Mais nos recherches 
ont été poursuivies indépendamment les une des l’autres et par des voies dif- 
férentes. Pour ce qui concerne la priorité des questions je fais remarquer que 
la partie essentielle de mes résultats a déjà été démontrée dans ma Thèse.’ 

M. Honw, dans les Mémoires cités, avait formé certaines séries de puissan- 
ces qui satisfont formellement à l'équation aux différences et il avait démontré 
qu'elles représentent asymptotiquement les solutions pour des valeurs entieres 
positives et trés grandes de v. C’est sur la considération de ces séries de puis- 
sances que sont fondées les recherches de MM. BIRKHOFF et GALBRUN. 





‘General theory of linear difference equations. Transactions of the American Mathe- 
matical Society t. 12, p. 243—284, 1911. Plus récemment encore M. Binkmorr a publié un Mé- 
moire trés important qui va sans doute inspirer des recherches nouvelles sur le sujet mais 
que je dois me borner à citer ici. The generalized Riemann problem for linear differential 
equations and the allied problems for linear difference and q-difference equations. Proceedings 
of the American Academy of Arts and Sciences p. 521—568, octobre 1913. 

* Sur la représentation des solutions d’une équation linéaire aux différences finies pour 
les grandes valeurs de la variable. Thèse, Acta mathematica t. 36, p. 1—68, 1912. Voir aussi 
Comptes rendus de l'Académie des Sciences de Paris, 5 avril 1909, 6 décembre 1909, 24 janvier 
I9IO, I2 décembre 1910. 

Parmi les travaux récents qui se rapportent plus ou moins directement à notre sujet je 
cite encore: 

K. P. Wirvıans: The solutions of non-homogenous linear difference equations and their 
asymptotie form. Transactions of the American Mathematical Society t. 14, p. 209—240, 1913. 

T. Brop£ex: Bemerkungen über sogenannte finite Integration. Arkiy för Matematik, Astro- 
nomi och Fysik t. 7, 1911; Einige Anwendungen diskontinuierlicher Integrale auf Fragen der 
Differenzenrechnung. Lunds Universitets Ärsskrift. N. F. Afd. 2, Bd SNEDU 

R. D. Carmicnarn: Linear difference equations and their analytic solutions. Transactions 
of the American Mathematical Society t. 12, p. 99—134, 1911; On the theory of linear diffe- 
rence equations. American Journal of Mathematics t. 35, p. 163—182, 1913; Linear mixed equa- 
tions and their analytie solutions. Ibid. t. 35, p. 151—162, 1913. 

C. B. Hexxer: Transformations and invariants connected with linear homogenous diffe- 
rence equations and other functional equations. Ibid. t. 35, p. 431—452, 1913. 

G. WALLENBERG und A. Guipserc: Theorie der linearen Differenzengleichungen. Leipzig, 1911. 
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Mais d’une part ces séries sont très difficiles à former, d’autre part elles 
sont toujours divergentes.! La serie de puissance qui a rendu si grands services 
dans la théorie des équations différentielles se prête mal à l'étude des solutions 
des équations aux différences finies. C'est, dans ce cas, à la serie de facultés qu'il 
faut avoir recours. 

Dans ce Mémoire je me suis constamment servi de ces séries, toute la 
théorie en gagne beaucoup, en clarté et en beauté, ce me semble. Comme l'a 
démontré récemment M. Honw? les séries de facultés peuvent d'ailleurs aussi 
rendre service dans l'étude des équations différentielles linéaires. 

Les propriétés des séries de facultés ont été étudiées par MM. JENSEN, 
NIELSEN, PINCHERLE et Lanpavu. J'ai dû approfondir sur plusieurs points la 
théorie de ces séries avant d'écrire ce Mémoire. Dans ce qui suit je m'appuyerai 
souvent sur cette étude préliminaire.? 

Dans le chapitre II je considére des équations aux différences finies de la 
forme (x), les coefficients p;(r) étant des polynomes du degré p en x. Je forme 
un système fondamental de solutions w;(x),...,ux(x) qui se représentent sous 


la forme 


u;(x) — a? 2, (x) 7 gs = = 
s=0 ig r| an ehr 1) 
() 


ou, si l’on aime mieux, sous la forme 


> 2, (x) logs 


s=0 


BL RE 
, 


u;(x)— af ) 


les 4,(x) sont des fonctions qui se représentent par des séries de facultés con- 
vergentes de la forme 


ye o (s) 


oO er (s) 2 > 
9, (x) = AQ + = a(x + &)...(x + sw)’ 


«o est un nombre positif convenablement choisi. Les a; et les ?; sont des nombres 


‘Tl faut seulement excepter le cas trivial où la solution en question se réduit à une 


fonction rationnelle multipliée par une exponentielle. 

? Fakultätenreihen in der Theorie der linearen Differentialgleichungen. Mathematische 
Annalen t. 71, p. 510—532, 1911. : 3 

* Sur les séries de facultés. Acta mathematica t. 37, p. 327—387, 1914. 
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complexes indépendants de x. Ces solutions sont des fonctions méromorphes de 
x admettant pour pôles les points as, as—1,as—2,a;—3,...(s—1,2,..., p), 
et étant d'ailleurs holomorphes. «,,«,,...,«, sont les zéros de p,(x). Quand 
x tend vers l'infini le long d'une droite qui forme avec l'axe des nombres po- 


np. . ] po. fi x WW y 5 
sitifs un angle qui est, en valeur absolue, inférieure ou égale à — l'expression 
2 


ui (x) 


az (2) tog (t) 


tend uniformément vers une limite finie et non-nulle; » désigne un entier <r. 
Je forme ensuite un second système fondamental de solutions u, (x), 
u,(x),..., u(x) qui sont des fonctions méromorphes admettant pour pôles les 
points 75, Ys + I; 7s 2, ..., (S=I, 2,..., p); les nombres y,, 7,,..., y, sont les zéros 
de px(x + k). Quand x tend vers l'infini le long d'une droite qui forme avec 
l'axe des nombres negatifs un angle qui est, en valeur absolue, inférieure ou 


x 


; UPS : 
égale à = l’expression 


u; (x) 


T I REED "n I 
$5 B RE ] 


tend uniformément vers une limite. Entre ces deux systemes de solutions il 
existe des relations linéaires à coefficients périodiques fort remarquables. 

Dans les chapitres III et IV je démontre par deux voies différentes que 
ces coefficients périodiques sont des fonctions rationnelles de e?***. Je détermine 
la forme de ces fonctions et les constantes qui y entrent. L’etablissement de 
ces relations linéaires est le point capital dans notre étude. Elles permettent 
en particulier de se rendre compte comment se comportent les solutions u; (x) 
et les solutions u; (x) quand a tend vers l'infini d'une manière quelconque. 

Dans le chapitre V on traite ce probléme. 

On peut, comme on sait, considérer les équations différentielles comme un 
cas limite des équations aux différences finies. Les équations dont nous venons 
de parler contiennent comme cas limite des équations différentielles admettant 
le point à l'infini comme point singulier irrégulier. Mais il arrive dans un cas 
particulier que ce point devient un point singulier régulier. J'ai considéré ce cas 
à part dans le chapitre I. L'équation aux différences peut alors se mettre 
sous la forme 


196 N. E. Nörlund. 

s=k 

> Q(x) 43 , u(z) —0, 

s=0 
les coefficients Qz(x), Qr_1(x),..., Q,(z) étant des polynomes dont les degrés 
vont en décroissant avec les indices. Ce cas se distingue nettement du cas 
général par la simplicité des résultats auxquels on arrive. Remarquons en 
particulier que les solutions méromorphes w;(x) dont on vient de parler sont 
telles qu'on ait uniformément dans l'angle x —e> Arge> —ır +e 


lim ———————— = const. 
I 


e étant un nombre positif aussi petit que l’on veut. 


CHAPITRE I. 
Formation de deux systemes fondamentaux de solutions. 


§ r. Les expressions analytiques qui conviennent le mieux pour représenter 
les solutions d’une équation linéaire aux différences finies à coefficients ration- 
nels sont: La série de facultés, la série de fractions rationnelles, la fraction 
continue et certaines intégrales définies intimement liées à la théorie des séries 
de facultés. Quant à la représentation par des fractions continues j'ai déjà eu 
l'occasion de donner quelques indications sur ce sujet! et je pense y revenir 
dans un autre Mémoire. 

Dans ce chapitre nous allons faire voir que la théorie classique des équa- 
tions différentielles linéaires nous améne directement aux autres expressions 
analytiques énumérées plus haut. 

Comme nous allons voir par la suite de ce Mémoire ces développements 
ont lavantage de donner, sans aucun caleul, les positions des points singuliers 
de nos solutions et elles mettent en évidence la nature des singularités. 

Soit r une variable complexe; soit w(x) la solution à déterminer. Posons 





u (cd io) — (') u(x G— 29) ++ (— I) (a) 
A u(x) = ————— —— T m UAM 


e 





1]. c. Acta mathematica t. 34, p- 33—38, 1910. 
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et considerous d'abord une équation aux différences finies de la forme 


i=k 
Q (x)= > ala) di u(x) — o, (1) 


i-0 


les coefficients Qz(x), Qx-1(x),..., Qu (x) étant des polynómes en x dont les degrés 
vont en décroissant avec les indices; plus précisement, si p désigne le degré de 
Qu(x), on suppose que le degré de Qi (x) soit inférieur ou égal à p—7; on a 
done necessairement p>k, car le degré de Q,(x) serait sans cela négatif. Les 
polynómes @;(x) peuvent toujours se mettre sous la forme! 


sep—k+i 
4 


QUE > ler En) (RES); ( 
s=0 


D 
— 


les c;,; étant indépendants de x; on peut sans diminuer Ja généralité supposer 
que cz,» soit égal à r. Appliquons la transformation de LAPLACE et essayons 
de déterminer une fonction v(t) et une ligne d'intégration de sorte que l'inté- 
grale 


u(x) = qe v(t) dt (3) 


est une solution de l'équation (r). 
En intégrant par partie on trouve: 


u(x +1)...(@+s—ı)u (a) (er); pet en 


t 


dt (Sones 22:2) 


pourvu que les limites d'intégration aient été choisies de telle sorte que les ter- 
mes tout intégrés disparaissent pour ces valeurs de ¢. En appliquant à u(«) 
les opérations 4 ,(i— 1,2,..., k) on trouve de méme: 


(@—1)(@—t+ 1)... (@=i+s—1) 45, u(x) — (— x utr = — 


pourvu que les termes 





2 UP em a 
dis-1 = PETS 3458 
! Dans tout ce qui suit il faut remplacer le produit a (x + 1)...(@+s— 1) par 1, quand s 


est égal à zéro. 
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disparaissent dans les limites d'intégrations. Substituons ces intégrales dans 
l'équation (1) on voit que v(t) doit satisfaire à l'équation différentielle 


i=k s=p ds p= i t 
> (— 1) cj, tsi L(t a AU. (5) 
t=0 s=0 


où, par hypothèse, cz_;,,-s — o, si s<i. Cette équation différentielle est d'ordre 
p, c'est a dire que l’ordre est égal au degré du coefficient de la plus haute 
difference de w(x) dans l'équation (1). 
Le coefficient de 
dr v(t) 
dir 
est egal a 


AGE 


Les points singuliers de l'équation (5) sont o, 1 et ©, et l'on voit sans peine 
que ce sont des points singuliers réguliers. L’equation déterminante relative au 
point {— 1 est 
i-k 
e(o—1)...(o— p - k + 1) D (— 1) ea pi (o + x)(od 2)...(g E b —3) — o. 
i=0 
On remarque que les coefficients c;,5, Cx-1,p—1,:.., Co,p—k qui entrent dans cette 
équation sont les coefficients des termes du degré maximal dans les polynomes 


Qx (2), Qr1(x), ..., (x). 


Désignons les racines de cette équation par o, 1,..., p—k—71,f,,/,,..., Pr. 
Elles sont en nombre p, parce que par hypothèse c;,—1. L’equation dif- 
férentielle (5) admet done p — k solutions holomorphes au voisinage de / — 1 et 
k solutions, qui se représentent par des développements de la forme 


v. (0) = (t — x) CA, + A, (r— 1) + A, (1— 10? + 3 (6) 


la série étant convergente pour [t— 1| « 1 et A, étant différent de zero. A chaque 
nombre j?, il appartient ainsi une solution, déterminée à un facteur constant 
prés, et en général non holomorphe au voisinage de {— 1. On suppose pour le 
moment qu'aucune des différences entre les 9, ne soit égale à un entier. Le cas 
général où les recines ?, forment des groupes et où le développement correspon- 
dant (6) contient des logarithmes sera discuté plus loin. 
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$2. L'équation déterminante relative au point t=o est Qi(k—e) —0, o 
étant la variable, k étant l’ordre de l'équation aux différences et Q;(x) étant 
le coefficient de /* w(x). Désignons que «, + k, a, + E, ...,c«p-k % les racines 
de Qi(x)- o et supposons, pour fixer les idées, qu'elles soient numérotées de 
sorte que 


3t («,) > Ray) > --- > 90(ay). 


Toute solution de l'équation (5) se représente au voisinage de 1 — o par une 
expression de la forme 


i-p 


v(t) = V, cit (Ui o(f) + Vii (6) log t + -- + Wirt) log” tj, ( 


i=1 


oo 
— 


les W;,.(t) étant des fonctions holomorphes à l'intérieur du cercle [{[— 1. L'équa- 
tion déterminante relative au point / — cc est 





t=k 
D Qi(—e)—0 
i=0 
Soit 
o ADU SOD OOD m 1/9) 


les racines de cette équation et supposons qu'elles soient numérotées de 
sorte que 


à R(y,) 2 (5) = --- ER): 
Au voisinage du point à l'infini la solution générale de notre équation diffé- 
rentielle s'écrit 


les v/; ,(t) étant des fonctions holomorphes à l'extérieur du cercle [{[— 1. 


$ 3. Nous allons voir plus loin que les quantités «;, 9; et 7i, qui sont en 
nombre 2p +k, caractérisent entièrement les singularités des solutions de notre 
équation aux différences. Elles se déterminent facilement à l’aide des coef- 
ficients de l'équation aux différences. Relativement à cette détermination nous 
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ajoutons encore la remarque suivante. En posant U(x)—u(x—k) on peut 
donner à l'équation (r) la forme suivante 


i-k 
DPI A AU) Sod (10) 


i= 0 


les coefficients P;(x),..., P,(x) étant des polynömes dont les degrés vont en 
décroissant avec les indices. Les nombres y; sont les zéros du coefficient de la 
différence finie d'ordre le plus élevé dans l'équation (10) tandis que les «; + k sont 
les zéros du coefficient de la différence d'ordre le plus élevé dans l'équation (x). 
Il est souvent préferable d'écrire l'équation (1) sous la forme: 


; pi(x) w(x + 2) — o. (11) 


Les coefficients de cette équation sont des polynömes du degré p et l’on a 
pi (x) = Pix + E), py(x) — (— 1) Qu (x + k), 


on voit done que les y; — k sont les zéros du coefficient de u(x +k), et les «; sont 


les zéros du coefficient de u(x) dans l'équation (11). 


$ 4. Cela posé, nous pouvons définir deux systèmes fondamentaux de 
solutions de l'équation (1). Soit / une ligne d'intégration partant du point 1=o 
le long de l'axe des nombres positifs et y revenant, aprés avoir entouré le point 
t— 1 dans le sens direct, comme l'indique la fig. 1. Soit L une ligne d'intégra- 
tion partant de l'infini positif et y revenant aprés avoir entouré le point t= 


dans le sens direct. 
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Posons 
4d 
HO | (IS vs (t) dt, (12) 
i 
(SEE le) 
mise 
WT = 
oT a to ne (t) 4t; (r3) 
L 


v,(t) étant une solution de l'équation différentielle (5), définie par le développe- 
ment (6) et appartenant au nombre f. 

A chaque nombre /, il appartient ainsi une intégrale v,(x) et une inté- 
grale a, (x). 

Considérons les termes (4). Quand ¢ tend vers zéro tous ces termes dis- 
paraissent pourvu que la partie réelle de x soit supérieure à 3t(c, +k). Cette 
condition étant satisfaite, les w,(x) représentent done des solutions de l'équation 
(i) Mais ces intégrales sont absolument convergentes dans le demi-plan 
Ji(x— «,) 50, car au voisinage de £ — o v,(t) est de la forme (8). Des théorèmes 
bien connus relativement au prolongement analytique il résulte done que les 
us (x) satisfont à l'équation (1) dans ce demi-plan. Si par exception on a c, — 0 
l'intégrale w,(r) peut méme être convergente dans un domaine plus étendu. 


De méme on voit que les ws(x) sont absolument convergentes pourvu que 
N(&— 7») <o et qu'elles représentent des solutions de l'équation (r) dans ce 
demi-plan. 

Pour. définir complétement ces deux systémes de solutions nous allons con- 
venir que largument de t—ı croit de —:;r à + quand ¢ se meut le long du 
contour / et de o à 2a quand ¢ se meut le long du contour Z. Pour largu- 
ment de { on adoptera la valeur qui est comprise entre —ır et + zr. 

Nous nommerons les solutions 4, (x), U, (x), ..., u. (x), définies pour le mo- 
ment dans le demi-plan W(x— c,) 0, le premier système canonique. De méme 
nous nommerons 4, (x), u, (x), ..., ur (x), définies pour le moment dans le demi- 





plan 3t (x — 75) « o, le second système canonique. 
Nous démontrerons plus loin quelles forment deux systémes fondamentaux 


de solutions entre lesquels il existe des relations linéaires fort remarquables. 


Développements en séries de facultés. 


$5. De Vintégrale eulérienne de première espèce on déduit aisément les 
relations suivantes 
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to 
© 
bo 








- E : z—] B = = I’ (x) — 
2771 | corper I(-p)T(e+P+ 1) 
Nee, 


I 
} ZEN (Een) 


= | 121 (£ —ı)Pdt= etn 
270% 


L 


les arguments de ¢ et de t—1 étant fixés comme il a été dit plus haut. 
Les deux intégrales sont convergentes respectivement pour 3t(z)»0 et pour 
R (x -rB8)«o. 

Substituons dans lintégrale (12) au lieu de v,(f) le développement (6); si 
l'on suppose que Jt (x) » o, 9t (x — «,)>o il est permis d'intégrer terme par terme! 


et on trouve 





MO A = (x) ete SA LE (Bs + 1) (Bs E Moe Ps + v) (14) 


L(—B)r(z-cB + 1) A "(@ + Bs Tri) + B+ 2)... +B: + v) 
L'ordre de v,(t)(¢—1)~’s dans le point t— o est égal à la partie réelle de c. 
On sait done trouver un nombre positif M tel qu'on ait pour n=1,2,3,... 


| 4] « M mn93()—. 


On en conclut immédiatement que la série de facultés converge absolument si 
R(@@— @,)>o. On peut donc supprimer la condition 3t (2) » o, car la série (14) 
représente une fonction analytique holomorphe dans le demi-plan 3t(x— «,) > o. 
Il faut excepter pourtant les points zr — 0, — 1, —2,... s'ils se trouvent dans 
le demi-plan de convergence. Le facteur I’(x) admet ces points comme des 


pôles simples; mais si 9i(«,) £0, on a 


lim v,(t) — 0; 
1-0 


d'un théorème d’'ABEL il résulte done que 
o — À, ib ly IF 4, ap 2208 


cette série représente la valeur de la série de facultés dans le point x =o. On 
voit done que la série de facultés admet les points x — 0, —1,—2,... comme 
des zéros. La fonction w,(x) est par conséquent holomorphe dans ceux de ces 








! 1. e. Sur les séries de facultés $ 10, p. 361. 
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points qui se trouvent à l’intérieur du domaine de convergence; cela résulte 
d'ailleurs aussi de la convergence de l'intégrale (12). 

Passons à l'intégrale (13). Le développement (6) n'étant pas convergent le 
long de la ligne d'intégration on ne peut pas intégrer terme par terme; on peut 
pourtant, en transformant convenablement ce développement en obtenir une 
serie de facultés. Posons 


v(t) = (— x)'sgtt) 


la fonction p(t) est une branche d'une fonction analytique holomorphe au voisi- 
nage de / — 1r et admettant comme points singuliers les points £ — 0 et t=. 


Posons z=, la fonetion 
p(t) =9 (=). 


se représente au voisinage de z — o par une série de la forme 
pb B LB eR he uus (15) 


ayant le cercle de convergence |z| — i. L’unique point singulier sur ce cercle 
est z— r, et l'ordre dans ce point est égal à — (y, + Ps). Substituons la 
série (15) dans l'intégrale (13). On vérifie aisément que les conditions pour que 
l'intégration terme par terme soit legitime sont satisfaites. On trouve done: 


yu enilfy--l) "(—2—8) SUR (8s + x) (Bs + 2)... (94 v) 
EE Ga ee am = 00 


et on voit comme plus haut que la serie de facultes est absolument convergente 


si 9t(z — 75) <o; elle représente u,(x) dans ce demi-plan en exceptant les points 
= — s, — Ps +I,—Ps+2,... s'ils sont situés dans le demi-plan de conver- 
gence. La série de facultés admet ces points comme zéros et le facteur I’ (— x — fs) 
les admet comme des pôles simples. La fonction u,(x) est done holomorphe 
dans le demi-plan 9i (x — 75) <o. 

Il est facile d'exprimer les coefficients B,, qui entrent dans le développe- 
ment (16), par les coefficients A,, qui entrent dans le développement de w,(z). 

On a en effet 


Ali, Ÿ 


v=0 v=0 


2.54 
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la serie au second membre se déduit en appliquant à la serie au premier membre 
une transformation bien connue, due à EULER, et qui a fait l’objet d’etude de 
MM. E. LinDELÖF, FaBry et PRINGSHEIM. De la transformation d’EuLER il 
résulte qu'on a 


Bee MER (| esee Dey (17) 


c'est à dire que 6,, B,, B,,... sont les différences successives des nombres 
A AE AIN." 

Il est maintenant facile de voir comment se comportent nos solutions 
canoniques pour des valeurs très grandes de x situées dans l’un ou l’autre des 
deux demi-plans de convergence. En effet une fonction, représentée par une 
série de facultés, tend uniformément vers le terme constant de la série quand 
la variable x tend vers l'infini en restant dans le domaine de convergence de la 
série.! D'autre part on a uniformément 


se lao) lace 
lim =1, w—eée>Argz>—w+te 

zeeT(e+p) —' s ; 
x tendant vers l'infini en s'éloignant infiniment de l'axe des nombres négatifs. 


Les développements (14) et (r6) nous permettent donc de conclure qu'on 
a uniformément 


ZU 7U 
lim z?st*!q,(x)— —— 3 > Arga> —- 18 
lim JU qm 22 Arge> —=, (18) 
im _ 40 Aa ct ( 
im w’st! us (x) = ESA FDA 19) 
zen ( Ps) 2 - 


x tendant vers l'infini en restant respectivement dans le demi-plan 3t (zx — «,) » o 
1 
yp) <0. 





et dans le demi-plan % (x 


$ 6. Examinons quelques cas d'exception. Supposons d'abord que p, soit 
égal à un entier non-négatif et qu'aucun des autres nombres 9,,...,9y ne soit 


r 


egal à un entier. v,(f) est en ce cas de la forme 


Us (£) = (t — 1)?s [q, (0) + (t) log (t — 1)]. 


* 1. c. Sur les séries de facultés S 6, p. 347. 
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On trouve done 


2 


Qr) ES | ER E ; | LT (t£ — ı)’s log (£ — 1) p(t) dt. 


l l 


On peut remplacer le contour / par la droite de zéro à un parcourue deux fois 
et en sens inverse; les deux intégrales contenant le logarithme se détruisent et 
on trouve 


1 


Us (a) = — hes (t — x)?s p(t) dt. 


e 
0 


La forme de notre développement n'est done pas altérée dans ce cas si la fonc- 
tion p(t) est différente de zéro; mais si y (/) = o l'intégrale de contour est identi- 
quement nulle, Comme on sait, ce cas d'exception ne peut arriver que si l'on 
a Ps>p—k; on peut alors remplacer la ligne / par la droite de zéro à un, car 
les termes tout intégrés (4) disparaissent pour / — r. 

Si ps est un entier négatif et si en méme temps q(/) = o,! la série de fa- 
eultes ne contient qu'un nombre fini de termes. Le série (14) peut en ce cas 
s'écrire comme il suit: 


| er 


Ps S) 


E + (Et) A (20) 


| 


Les autres cas d'exceptions qui se présentent seront discutés dans le chapitre 


— 9 


Ps—2 


wie — HA 5, 1.) (57 


suivant. d 

L'avantage des développements que nous venons d'étudier consiste surtout 
en ce qu'ils nous montrent comment se comportent les solutions au voisinage 
du point à l'infini qui, en général, est un point essentiel pour ces fonctions. 
Mais ils représentent les solutions seulement dans un certain demi-plan. 

Nous allons maintenant faire voir comment on peut prolonger analytique- 


ment les w,(x) dans toute partie finie du plan. 


Développement en série de fractions rationnelles. 


$7. Nous supprimons maintenant les conditions restrictives imposées plus 
haut aux nombres ß,. La solution v,(f) appartenant à 5g, peut donc contenir 


! Ces deux conditions sont nécessaires et suffisantes pour que us x) soit un polynome en a. 
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des logarithmes ou non. Prolongeons »,(t) analytiquement le long de l'axe des 
nombres positifs jusqu'au point {— o; on trouve une expression de la forme (8), 
Ci €9,..., Cp étant des constantes qu'on sait déterminer. Les fonctions w;, (t) 
se développent en séries de puissances de la forme 


Win (t) = AU, + AME + APO C + Aa  (n—0, ,..., 7), 


qui sont convergentes pour |/| <1. L'un au moins des nombres Aj") (n— 0, I, ..., 7) 
est différent de zéro. En prolongeant v,(t) le long d'un contour qui arrive au 
point {—o aprés une rotation autour du point /— 1i dans le sens positif on 
trouve une expression de la méme forme, seulement il faut remplacer les con- 
stantes c; par d'autres constantes que nous désignerons par c;.  Supposons 
d'abord que la partie réelle de 9, soit supérieure à — r. On peut dans l'inté- 
grale (r2) remplacer le contour / par la droite de o à 1 parcourue deux fois et 
en sens inverse. Substituons dans cette intégrale les développements (8) et 
intégrons terme par terme; on trouve la série de fractions rationnelles: 


iep v=o (0) (1) 
eun I U | 1. | A 5v =. 3 
"Tri n (ci Der ty (x—a +9)? ji = 
(21) 
+ (— I) a r! Ady | 
(z—2a;4vryti | 


Les coefficients dans le développement en série de puissances de v,(t) au voisinage 
de t=o nous donnent donc immédiatement les coefficients dans le développement de 
us(x) en série de fractions rationnelles. Si R(x—«,)>0, et si la série (21) est 
convergente, les conditions, pour-que l'intégration terme par terme soit légitime, 
sont satisfaites. L'ordre des fonctions w;,(t)(m—0,r,...,r) sur le cercle de 
convergence |{]—=ı est égal à —*X(9,); on sait done trouver un nombre positif 
M tel qu'on ait pour v» —0,1,2,... 


M 


I + oy. (n —0, 1, ..., T) 


(t) 
| A i, a < ( 
quelque petit que soit le nombre positif &. Soit / un domaine fini quelconque 
duquel on a exclu les points c;, & — 1, «;—2,... par des petits cercles; on sait 
trouver un nombre positif N tel qu'on ait pour » —0, 1,2,... 
| y I 


<N 
C—O + 





quel que soit x dans I. 
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En ramplaçant dans le développement (21) le module de chaque terme par 
les limites supérieures qu'on vient de donner on trouve l'inégalité 


VS ; MN N ! 
Isis 2 2 (teil Senna] 


La série au second membre est convergente parce que par hypothèse 3t(9,) » — 1. 
La série (21) est par consequent absolument et uniformément convergente dans 
le domaine J’. Cette série nous donne un prolongement anlytique de la solution 
us(x) dans tout le plan et on voit que w,(x) est une fonction méromorphe de x. 

Si la partie réelle de 9, est inférieure à — r, la série de fractions ration- 
nelles, obtenue en intégrant formellement terme par terme, est divergente. Soit 
q un entier positif tel que 3t(9, + g) » — 1; on sait, dans ce cas, trouver deux 
polynómes f, (v) et f;,(v) respectivement du degré g—ı et q et tels que la 
fonction 

us (x) — fax) 
fa (x) 


admet un développement de la forme (21). Pour le détail de la démonstration 
je renverrai le lecteur aux pag. 27—28 de ma These. 

Les solutions u, (x), uw, (x), ..., uz (x) dans notre premier système canonique de 
solutions sont donc, quelles que soient les valeurs des nombres 8,, 8,, ..., Pr, des 
fonctions méromorphes de x, admettant une représentation de la forme du second 
membre de (21), multiplié par un polynöme convenablement choisi. Les póles de 
ces fonctions sont 


(ey Cp 2 CL ms eee (Ut Are ak 


les c; k dant les zéros du coefficient de 4* u(x) dans l’equation (x). Si a +k 
est un zéro simple qui ne diffóre par un entier d'aucun des autres zéros, les póles 
Cj, M — I, €;— 2, ... sont tous simples. Si a; +k est un zéro d'ordre n, les pôles 


di, (€; — 1, 0; — 2, ... sont d'ordre de multiplicité m au moins. 


$ 8. Considérons maintenant les solutions 4(x). Les fonctions v, (f) dans 


l'expression (9) se développent en séries de puissances 


(n) pu) 
Usa (t) — Bio te T bey (n= 0,7;..457), 


convergentes pour |f|>1. Substituons ces développements dans lintégrale (13) 
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et intégrons terme par terme; on trouve, si Ja partie réelle de 3, est supérieure 
à — 1, une série de fractions rationnelles de la forme 


i= 
= I 
us (x) — - =; S 
CU i=0 


Si Jt(9,) « —1 il faut diviser u,(x) par un polynôme convenablement choisi et 


= 
|| 


r 


r 





van (n) 
Y : Bryn! 
> (ei c i) Ten = AVES (22) 
en (Cr?) 


0 


n 


le quotient admet un développement de la même forme. 
Les solutions u,(x),u,(x),...,uxz(x) dans le second système canonique sont 


des fonctions méromorphes de x admettant pour pôles les points 
Pis Lake ti 2, Maas lle Zen), 


les y; étant les zéros du coefficient de A: U(x) dans l'équation aux differences (xo). 
Il est naturel de convenir de dire que les solutions w(x) appartiennent à l'équa- 
tion (10) et que les solutions u(x) appartiennent à l'équation (x). 

Nous avons maintenant vu: d’une part, comment se comportent nos solu- 
tions canoniques dans toute partie finie du plan et d’autre part comment elles 
se comportent quand a tend vers l'infini en restant dans un certain angle d'ou- 
verture x. 

Pour compléter nos résultats il nous reste à faire voire comment elles se 
comportent asymptotiquement quand x sort de cet angle. Nous traiterons plus 
loin ce probléme pour une classe plus générale d'équations aux différences dont 


nous allons maintenant aborder l'étude. 


CHAPITRE II. 
Formation de deux systemes fondamentaux de solutions. 


$ 9. Nous préferons écrire ces équations sous la forme 


i-k 
ix 9; (x) u(w +i)=o, (1) 


i=0 


et nous ferons relativement aux coefficients p; (x) l'hypothèse suivante. Nous 
supposerons qu'ils sont des polynómes en x de degré p mais d’ailleurs quel- 


conques. 
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Plus précisement nous supposerons que le degré de p,(x) et de px (x) est 
égal à p et que les degrés des autres coefficients sont inférieurs ou égaux à p. 
L'entier positif p peut être =k. 

Cette classe d'équations embrasse comme cas particulier celle que nous 
venons d'étudier. En effet, en écrivant l'équation (r) (Chap. I) sous la forme 
précitée, on verra que les coefficients p;(x) sont des polynómes du degré p; 
mais ces polynómes ne sont pas indépendants l'un de l'autre, il existe entre 
leurs coefficients des relations particuliéres dont nous avons tiré partie dans le 
chapitre précédent. 

Dans le cas actuel nous écrivons les coefficients p;(x) de l'équation aux 


différences sous la forme suivante 


s=p 
pi (x) — Y, Cis (x ^ i) (c $1)... (e i 8— 1) (ONE oni3) Jc (: 


s=0 


D 
— 


On a, par hypothèse, Co, 0, C;,- 0, mais les C;, sont d'ailleurs des nombres 
complexes quelconques. 
Posons 


a (x) = | (7 v (t) dt, (3) 


c 


v(t) étant une fonction de ¢ mais indépendante de x. Essayons, s'il est possible, 
de déterminer la fonction v(t) et une ligne d'intégration de sorte que u(x) soit 
une solution de l'équation (1). En intégrant par partie on trouve 


z(e +1)... (@+ s)u (x) = lic IP(x-Fv»-ri)x-cvw-2.:.(r- sie o 
M gs» 
+ (— ee |e a IR 
On a, par conséquent, l’identité suivante 
N Ä x )j = N ; div(t) 
2, Pilz) wu (x + 2) = V (s, t) + | (21 ^ (—t)y'Q;(t) di dt, (4) 
i=0 : i=0 
où nous avons posé 
QE 
Qi(t) = 3 Cit, (i—0, 1, ..., p), 


Acta mathematica. 40. Imprimé le 7 juin 1915. 21 
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i—p—1ls-p—i—l . div ds [7 3*5 Q;,. (1 
BIN! Ser ar, v(t) ds[t E D) RTI yy , 
-— = ( 1) dti dis (5) 


En choisissant v(t) comme une solution de l'équation différentielle 


i=p i 
X careo? =o, (6) 
i=0 


on voit que w(x) est une solution de l’equation (1), si l’on prend pour chemin 
d'intégration une ligne telle que V (v, f) s’annule à ses deux extrémités ou un 
contour fermé tel que V (x,t) reprenne sa valeur initiale quand on revient au 
point de départ. Nous appelerons Q, (1) = o léquation caractéristique de l'équa- 
tion aux différences (1). On remarque que les coefficients de cette équation 
sont les coefficients des termes du degré maximal dans p,(x),..., px (x). C'est 
une équation algébrique du degré k dont toutes les racines sont différentes de 
zéro, car on a Co ,#0, Cj, 57:0. Soit a,, a,,..., ad, ces racines et posons 


(15 05ers (emit oos (5): 


Supposons que les a, ont été numérotées de sorte qu'on ait 


Si Pon a 6,— 5,41, on suppose que 9s € 0541. 

$ ro. L'équation différentielle (6) admet les points singuliers { — o et £— co, 
qui sont des points singuliers réguliers, et les points a,,4,,..., az. Si a; est 
une racine simple de l'équation caractéristique, a; est un point singulier régulier 
de l'équation différentielle. Au voisinage de a; il existe (p — 1) solutions holo- 
morphes et une solution de la forme 


(t— ai)/ig (t), 


y(t) étant une fonction holomorphe au voisinage de t= ai. 
Si a; est n fois racine de l'équation caractéristique deux cas essentiellement 
différents se présentent. 


1°. a; est (n— s) fois racine dans l'équation Qj ,(/) — o et cela est vrai 
pour s$—0,1,..., 4 — 1; a; est alors un point singulier régulier de notre équa- 
tion différentielle. 
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2°. a; est un point singulier irrégulier. 

Nous réserverons l'étude de ce dernier cas pour le $ 16; nous supposerons 
done pour le moment que a; soit un point singulier régulier! de l'équation 
différentielle. 


L'équation déterminante relative au point a; admet les racines 
Bi ON 309 DU eene (7) 


Il correspond à ces racines p solutions indépendantes de l'équation (6); nous 
les désignerons par vii, v»;,...., vpi. Les (p—n) dernières de ces solutions sont 
holomorphes au voisinage de a;; les n autres solutions sont en général non- 
holomorphes. 

On peut les former par les méthodes de L. Fucus et de M. FRoBENIUS. Ré- 
sumons brièvement les principaux résultats obtenus par M. FRoBENIUS relative- 
ment à ces solutions. 

Les racines fi, (32,i,..-, Phi se répartissent en différents groupes de sorte 
que toutes les racines qui sont différentes l'une de l'autre par un entier, se 
trouvent dans un méme groupe. 

Supprimons pour un moment, pour abréger l'éeriture, le second indice 7 et 
soit Ps, Pst1, + Pstm—1 les membres d'un tel groupe. Supposons qu'on les 
affecte de numéros tels que l'on ait: 


9t (85) > It (8521) > 9 (Br) 2. 


Soit Bs, Pstn, Pstj, Üsuks---; Bs+ı celles de ces racines qui sont distinctes. Soit 
Ps h fois racine, soit 9,4; (j — A) fois racine, soit 9,,; (k — 7) fois racine etc. On 
répartit les racines -en sous-groupes de la maniére suivante. Dans le premier 





sous-groupe on place 9,— Pstı= "= Ps+n-ı; dans le deuxième sous-groupe 
on place Ps+n = senec — sr; 13 dans le troisième sous-groupe on place 
Ps+j = Ps+j+1 =. —Psyr-ı ete. 





A la plus grande? racine 9,— 9,; de notre groupe il appartient une solu- 
tion de l'équation (6) de Ja forme 


Us, i = (t — ai)siqut), (8) 


g(t) étant holomorphe et différente de zéro dans le point { — a;. 


! L'équation caractéristique de l'équation aux différences étudiée dans le chapitre I est 


(t— 1) — o. Toutes les a; coincident dans le point £— 1 et ce point est un point singulier 
régulier de l'équation différentielle. 


? C'est à dire à la racine dont la partie réelle est la plus grande. 
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A une racine quelconque As+,,; de notre groupe il appartient une solu- 
tion de la forme 
or 


Vs+r,i = t— 4; sr iep(t)] = 
uni gr Hrafn ilt 


= (t — distri (py (t) + q, (0) log (£— aj) + ++: + Gr (t) log” (t—ai)}, (9) 


Po(t), Pi(t),..., Pr(t) étant des fonctions holomorphes au voisinage de a;. A 
chaque racine de notre groupe il appartient ainsi une solution non-holomorphe 
de l'équation différentielle, et ces solutions se trouvent rangées en groupes et 
sous-groupes de la méme maniére que les racines. 

Si v,,; appartient au premier sous-groupe on a pr(a) #0. Si v5; ap- 
partient au deuxième sous-groupe on a p,_n (a;) # 0 et Py_n4i (ai) —---— Py (ai) = o. 
Si v.,; appartient au troisième sous-groupe on a (,—;(a;) #0 et Prirı (ai) = :-- 
= q,(a;) — o etc. 

Au voisinage de / — o l'équation (6) admet p solutions v;,0, v»,0, ..., vj, o qui 
sont de la forme 


OT ts (1 
Ur 0e as zi = [stp (t) + V, (t) log £ + --- + v. (t)logrt), (10) 
W(t), ..., V, (f) étant des fonctions holomorphes au voisinage de t=o et «, 
(,,..., «y étant les zéros de p,(x). Au voisinage de t= l'équation (6) admet 


) solutions 71, «4, v» »«,..., Up x qui sont de la forme. 
; , > D 


jr [477 wy 
Vs, en [ Y ©] = os | V, (t) + W,(t) log H Tec, (t log” H lie (11) 
dy | t Li | 
Wi (t),..., W(t) étant des fonctions holomorphes au voisinage de t=», et 


Yıky,...,7p—k étant les zéros de pz(x). Nous supposerons que les «, et les 
7, ont été répartis en groupes et qu'elles soient numérotées de la manière in- 
diquée dans le § 2. 

I] faut donner à l'entier non-négatif r une valeur égale au nombre des 


racines plus grandes que — c; (7) qui figurent dans le méme groupe que — «, (7s). 


$ 1r. Cela posé, nous pouvons fixer la ligne d'intégration dans l'intégrale 
3 , 
(3). Dessinons des coupures rectilignes des points a,,a,,..., a; à l'infini dans 
le prolongement des rayons vecteurs respectives et une coupure rectiligne de 


zero à dij. 
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Soit v,; une des solutions non-holomorphes au voisinage de a;. Dans le 
plan ainsi découpé la fonction {*-1v,; est uniforme. J’appelle bord gauche d'une 
coupure celui qu’on a sur la main gauche quand on chemine sur la coupure dans 
la direction vers l'infini. Soit /; une ligne d'intégration partant de l'origine le 
long du bord droit de la coupure (o, a) et y revenant le long du bord gauche, 
aprés avoir entouré le point £— 4a; dans le sens direct et en laissant à son 
extérieur tous les autres points singuliers a,,..., ax. Soit L; une ligne d'inté- 
gration partant de l'infini le long du bord gauche de la coupure (a;, ©) et y 
revenant le long du bord droit, aprés avoir entouré le point £ — a; dans le sens 
direct et en laissant à son extérieur tous les autres points singuliers. Posons 


Ug, i (x) = = | [2-1 Doro QU, (12) 
= 

Ud, le) = E | did: (13) 
Li 


La première intégrale est absolument convergente et la fonction V (x, t), déter- . 
minée par l'expression (5), s'annule aux deux extrémités de la ligne d'intégration 
l;, si R(w—a,)>o. L'intégrale définit done une solution de l'équation (x) 
dans ce domaine. 

De même on voit que V(x,t) s’annule aux deux extrémités de la ligne L;, si 
Jt(r — y, +k)<o; mais la seconde intégrale est absolument convergente dans le 
demi-plan Ji(x — 75) «o, elle définit done une solution de l'équation (1) dans ce 
domaine. Pour définir complétement ces deux solutions admettons que l'argu- 
ment de t—a; augmente de 2; —;r à £L; + x quand £ se meut le long de la ligne 
li et de £; à 5; + 2: quand t se meut le long de ligne L;. Pour l'argument de t 
on adoptera la valeur qui est égale à 7; le long des parties rectilignes des chemins 
d'intégrations. 

Convenons de dire que les deux solutions ainsi définies appartiennent au 
nombre 9,;. En prenant pour v,; successivement toutes les solutions non-holo- 
morphes au voisinage des points qa,,4,,...,q; on obtiendra Kk solutions w(x), 
que nous nommerons le premier système canonique de solutions, et k solutions 
u(x), que nous nommerons le second système canonique de solutions, k étant l'ordre 
de l'équation aux différences. Ces solutions se trouvent rangées en différents 
groupes et sous-groupes de la méme manière que les nombres fi. 
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Developpements en series. Proprietes analytiques des solutions. 


$ 12. Pour étudier comment se comportent ces solutions aux environs 
de leurs points singuliers nous allons former différents développements en séries. 
Les plus importants d’entre eux sont les développements en séries de facultés. 
Considérons l'intégrale (12) et supposons d'abord que v,; soit de la forme (8). 
y(t) se développe en série de puissances aux environs de i=a;; cette série 
n'étant pas, en général, convergente le long de la ligne /; on ne peut pas 
intégrer terme par terme! comme dans le chapitre précédent. Mais effectuons 
le changement de variable {—a;z; on trouve une intégrale relativement à 
laquelle j'ai demontré? qu'elle se représente par une série de la forme 


ou 
(B 4- 1) (B + 2) (3 + v)o 


OQ (x, g) iL. N Ze — I ! ... 1 Bed | 
= (x + cg + w) (x + we + 20)... (© + op + vo) 


, (15) 
cette série de facultés est absolument convergente pour S9ü(z— «,) > o et diver- 
gente pour N(x—«,)<o. Les coefficients A, sont indépendants de x; A, se 
compose linéairement des » +1 premiers coefficients du développement de ¢ (t) 
en séries de puissances aux environs de t= ai. 

Les 4, peuvent done se tirer des coefficients de l'équation aux différences 
(1) par des opérations algébriques. Remarquons en particulier que A, est égal à 
ai) multiplié par une constante non-nulle; A, est done différent de zéro, parce 
que par hypothèse q(a;) = o. 

* Dans ma Thèse j'ai démontré que la série de facultés divergente, obtenue en intégrant 


formellement terme par terme, représente asymptotiquement u, ;(r) dans l'angle = —e > Arga > 
I ) 1 qi > 


~ n A ~ * PAC . ‘4 
>—;+e,e étant > 0. Cette série peut donc rendre quelque service dans l'étude de la valeur 


asymptotique de «, ; (x); elle est plus facile à former que la série (14) mais elle lui est inférieure 


q.i 
sur un point important. Dans ce. qui va suivre il est très important de savoir qu'elle est la 
valeur asymptotique de Wie) quand a tend vers l'infini le long d'une ligne perpendiculaire à 
l'axe des abscisses. Or la série divergente ne permet rien de conclure relativement à cette 
valeur. Le développement convergent (14), au contraire, donne cette valeur avec autant d'ap- 
proximation que l'on veut. 

? |. c. Sur les séries de facultés. § 11, p. 364. 
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w est un nombre positif qu'il faut choisir suffissamment grand pour assurer la 
convergence de la série. Le second membre de (r4) ne dépend qu'apparemment de 
w, mais il a été nécessaire d'introduire ce paramètre pour faire converger la série (15). 

En raisonnant exactement comme dans le $ 5, et en appliquant la trans- 
formation d’EULER, on trouve pour l'intégrale (13) un développement de la forme 


— Ba ; 1 
Ug,i (x) = ag — — ee) Or, Bas), (16) 


ES (B + x) (B + 2)...(P 4 v)w” 
an) 20)...@ — vo) 17) 
la série de facultés étant absolument convergente, si 9t(x— 7,) «o. Il est sup- 
posé que w ait été choisi suffisamment grand pour que les séries (15) et (17) 
soient toutes les deux convergentes dans les domaines indiqués. On voit, de la 
méme maniére que plus haut, que les coefficients B, et A, sont lies par les 
relations (17) Chapitre I, c'est à dire que 5,, B,, B,,... sont les différences suc- 
gessiyeside 4,,4,,. 4,,.... en particulier on a3, — 4. 

Les développements (14) et (16) nous montrent que u(x) et u(x) sont des 
fonctions analytiques, holomorphes respectivement dans le demi-plan A (z — «,) > o 





et dans le demi-plan 3c (x — 7p) < o. 

A cause de la convergence uniforme! de la serie de facultés ces développe- 
ments nous permettent d'apprécier avec autant d'approximation que l'on veut 
comment se comportent w(x) et w(x) pour des valeurs trés grandes de +, situées 
dans les domaines de convergence. En se bornant au premier terme de l'expression 


asymptotique on voit qu'on a uniformément 


Jim az? xg, i*! ug ; (x) — k, NO > (18) 


T=0 


lim a;*zf/git'ug;(z)—k, — — > Arg x > EE (19) 


zx 


D | à 
D 


k étant une constante qui est différente de zero, x tendant vers l'infini en 
restant respectivement dans le demi-plan W(2—«,)>o et dans le demi-plan 
3t (zx — y») < o. 


! ]. e. Sur les séries de facultés, p. 346. 
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$ 13. Considérons maintenant le cas où v4; soit de la forme (9). Dans le 
Mémoire souvent cité on a démontré qu'en ce cas ug; (x) se développe en série 
de la forme 





v 0s T (") 
Ug i(a)= az Y, 2, (2) |, c (20) 
so ZONE E 
(62 
où 
ei A's) 
Q(x) = AD + m 2 D (ER (21) 


= æ(x + w)... (a + v0) 


w étant convenablement choisi; les series de facultés 2, (&),..., £2,(x) sont con- 
vergentes, pourvu que l’on ait: 
SN BN ~ BN x > y 
R(z+a)>o, R(x)>o, À + Bai +1] >o. (22) 
tv 
Soit dans l'expression (9) q,(a;)z o et soit o = Ps41 (ai) = psy» (Gi) = --- = q, (ai). 
Il résulte de la démonstration à l'endroit cité qu'on a AN - o et o — Alt) = 








AG*?—...— AN. Cela posé, le développement (20) permet de calculer la 


valeur asymptotique de w¢;(x); on a, en effet, uniformément! 


i: r(x) 
SEDEM LR Benin (23) 


7 vet 


Considérons le groupe de solutions ws ;(x), t!.41,; (2), ..., Us+m—1,i(@) qui appartien- 
nent au groupe de racines dont a été question dans le $ ro. 

Supprimons, pour abréger l'écriture, le second indice 7. 

Pour les solutions ws (a), us41(æ),..., Us+n-ı (x) dans le premier sous-groupe 
on a uniformément: 


lim — Us+r (2) — (none en): “>Arge>— ; (24) 


Bs+1 2 E 2 
dE es log” (*] 2 2 
x 


k, étant une constante qui est différente de zéro, x tendant vers l'infini en 
restant à l'intérieur du domaine de convergence des séries (21). 
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Pour les solutions us+r(%), Ustnzı (%),-. -, Us4j—1(v) dans le deuxième sous- 
groupe on à uniformément 


: Usher (x) I, 2 : "s c 
Jim — BE RUTAS RAT O, 1, AL); x > Arg x > nr (25) 
7 


log” 
k, étant une nouvelle constante, qui est différente de zéro, x tendant vers 








l'infini sous la méme hypothèse que plus haut. Pour les solutions w;,;(x), 
Us+j+1(%),..., Us+rı(®) dans le troisième sous-groupe on a uniformément 


: AM s ier (X : ME x 7t 
lim ehr ) Ne (non, le in): > Arg c» — —, (26) 
8 +1 
ne I\’stj I 2 2 
FT E | | log | | i: 
EE x 
etc. 


On a donc toujours pour deux solutions appartenant au même groupe 


lim "7 (x) 
r=0 Un+1 (x) BD 


Ce résultat nous permet de conclure à l'indépendance linéaire de nos solu- 
tions. On a, en effet, le théoréme suivant:! 

Soit une suite de fonctions u, (x), u,(x),..., u; (x) finies et différentes de 
zéro pour toute valeur finie et positive de æ qui surpasse une certaine valeur 
N. Supposons que le rapport m(t) = w4(x):unii(x) (n—1,2,..., b — 1), ou 
bien tend vers zéro quand x tend vers l'infini le long de l'axe des nombres 
positifs, ou bien reste compris entre des limites finies. Dans ce dernier cas on 
suppose que les, nombres 1, (c), x» (« + 1), mm (a+ 2),... forment un ensemble 
dont la dérivée contient une infinité d'éléments, « étant un nombre quelconque 
supérieur à N. Cela étant, il n'existe aucune relation linéaire de la forme 


i=k 


> zt; (x) u; (x) = o, 


i=1 


les z;(x) étant des fonctions périodiques satisfaisant à la condition sr; (x) = 
— GET). 
De ce qui précède, il résulte que les %k solutions formant notre pre- 





! On trouve la démonstration de ce théorème dans mon Mémoire: Sur l'intégration des 
équations linéaires aux différences finies par des séries de facultés. Rendiconti del Circolo 
matematico di Palermo t. 35, p. 198, 1913. 
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mier système canonique peuvent être numérotées de sorte que le rapport 
Un (x) = Un(t): uUn+ı (2), pour n—1,2,..., k— 1, tend vers zéro quand x tend 
vers l'infini. Il y a exception seulement, s'il y a deux nombres 9,,; et 9,; qui 
ont Ja méme partie réelle et si en méme temps [a;| = |a;]. 


En ce cas on a 


Umi (x) anne 
a enge), 
Un,;(%) 
p(x) étant une fonction qui tend vers une limite finie et non-nulle quand x 
tend vers + © et y et Ó étant des nombres réels. Les conditions du théorème 
sont toujours satisfaites à moins que Ó ne soit égal à zéro et que y ne soit de 
270 ; 3 - . : : ^ 
la forme —, p étant un entier; c'est ce qui arrive, Si fm,i — 9,,; et si en méme 
p 
temps a;:a; est une racine d'unité. On discutera sans aucune difficulté ce cas, 
et on verra que les w;(x) sont linéairement indépendantes méme dans ce cas 
d'exception. Notre premier système canonique de solutions forment donc un système 
fondamental de solutions. Cela est vrai en particulier pour la classe de solu- 


tions étudiées dans le chapitre I. 


$ r4. Pour les solutions w (x) on trouve des résultats du méme ordre. En 


raisonnant comme plus haut on voit que, dans le cas où vg; est de la forme (9), 


la solution w,;(x) se développe en série de la forme 


= DS 
wu al (rés) 

Ugi (x) = uF 2) Q, (x) ABS asp. (27) 

s=0 LE r(x | 

w 

où 
= 20 Bi 

0 ris, Se Tes ; 28 
S) By (4m (r — w) (R — 20)... (X — vo) (28) 


w étant convenablement choisi, les séries de facultés sont convergentes pourvu 
que l'on ait: Jt(x— 75) «o, 3t(z— 0) «o. Quand x tend vers l'infini en restant 
dans le demi-plan de convergence on trouve pour les u(x) les mêmes expressions 
asymptotiques que pour les x (x). Par exemple, pour les solutions appartenant 


au premier sous-groupe de racines Ps, Ps41.---, Ps+n—ı, On trouve 
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User (® a 37 
lim - a Era ee iy (Ponte bere Aire 7, (29) 


8. +1 
ae m [. 9s ide 3 2 2 
EZ 


k, étant la méme constante que dans l'égalité (24). 





Ces expressions asymptotiques permettent en particulier de conclure que 
les k solutions u(x) dans notre second système canonique forment un système 
fondamental de solutions. 


$ 15. On peut, si l'on veut, donner à l'expression (20) une forme légére- 
ment différente en introduisant, au lieu des fonctions gamma et leurs dérivées, 
des puissances et des logarithmes de x. On a en effet:! 


ds [era TRE ieee) EVES RUNS ) logs (2 
0 pn lee Se fe ae zl = ] = Ev (IDE BI 


Fi(x),..., F,(x) étant des fonctions développables en série de facultés. En 
introduisant ce développement dans l'expression (20) et en remarquant que le 
produit de deux séries de facultés se représente par une série de facultés, on 
trouve une expression de la forme 


1)? Eus NEL I 
Ug, i (x) = a7 U) " > D, (x) logs (2): (30) 
s=0 t. 


D,(x),..., O0, (xv) étant des fonctions développables en series de facultés de la 
forme (21) qui sont convergentes pourvu que x satisfasse aux trois inégalités 
(22). Mais il convient de remarquer que le calcul effectif des coefficients dans 
les séries M(x) est de beaucoup plus difficile que le calcul des coefficients dans 
les séries 2; (x). 


$ 16. Considérons maintenant quelques cas d'exception. Admettons qu'il 
y ait deux racines distinctes dans l'équation caractéristique qui ont le méme 
argument. Soit, pour fixer les idées, a; et a;;ı ces racines. Deformons les con- 
tours /;41 et L; au moyen de petits ares de cercle de manière à éviter respective- 
ment les points a; et a;+1. Les expressions (12) et (13) des solutions canoniques 
correspondantes restent valables, mais les développements (20) et (27) ne sont 
convergents pour aucune valeur positive de w. Il faut dans ce cas donner à w 





! |. c, Sur les séries de facultés, p. 368. 


220 N. E. Nörlund. 


une valeur complexe d’argument tres petit positif ou negatif et de module suf- 
fisamment grand. Nos développements deviennent alors convergents,! seulement 





il faut remplacer les conditions de convergence Ji(z— «,)>0, R(x— yp) «o par 


les conditions 


LC; 
3t |— 107 
(e 


9t 7%) «e e 
(e 
Ce cas d'exception ne présente done pas de difficultés. 
Examinons ensuite le cas oü l'équation caractéristique admet une racine 
multiple « qui est un point singulier irrégulier de l'équation différentielle (6). 
Cette équation admet au voisinage de a une solution de la forme 


v(t) = (t—a) qt), 


p(t) étant une fonction uniforme aux environs de t=a, qui peut se décomposer 
en deux parties p,(t) et p,(t): 


q (t) =p, (t) + 9. (t), 


dont l'une est holomorphe au voisinage de a et l’autre se représente par un 
développement de la forme 


DENT 


pullis a ee 


La solution de notre équation aux differences 


u(x) = : | e v(t) dt, 


7: 
271 


1 


se décompose donc en deux parties dont la première admet un développement 
de la forme de celles que nous venons d'étudier; pour la seconde intégrale 


til | i (— ay 9, (0 dt, 
2700 
1 


'l. e. Sur les series de facultés, p. 369. 
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on trouve en intégrant terme par terme le développement 





qui est convergent dans tout le plan. La solution w(x) se représente donc par 


un développement de la forme 


ES À = (B ats 1) (à MR 2) ... (? + vy) o" n 
ni x) | € y (x a op + &) (x + of + 2) ie (x + of + Yo) 
Mor a) 
bir dani bin | NS Bea (@ + 8) (x + 8—1)...(z + B—») 
EE B(B—21)...(g—») 


la première série étant convergente sous les conditions indiquées plus haut, la 
derniére série étant convergente dans tout le plan. Ce développement joue 
pour nous un róle semblable à celui que jouent dans la théorie des équations 
différentielles linéaires les séries de puissances contenant une infinité de puissan- 
ces positives et négatives. Nous n'en ferons d'ailleurs aucun usage pour le 
moment; nous nous bornerons à une courte remarque relative à la maniére dont 
se comporte u(x) au voisinage de l'infini. 

Tracons un cercle autour de l'origine avec le rayon R>|a| et deux rayons 
vecteurs avec les arguments (9 — & et O + «, où 


a — |a| e?. 


Soit A et B les points d'intersection avec la circonférence 


B 


AU 


Fig. 2. 


Remplacons le lacet / par le contour OA BO et supposons que v(t) soit holo- 
morphe à l’interieure et sur ce contour en exceptant le point £— a. Soit 


t— e's, et posons 
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Ote 
I (ae Sehe 
= Re | eö@v(Reis)dL, 
27t 
Br 
R 
9 I iz(0—:) r—1 i(6—&) 
= -€ | Q* 1 v [oe' ] 4o, 
2701 
d 
R 
Q, —- I ; giz (0-0) | ot! v [pe9* 9] do, 
E 27t1 " P E 


0 
on a 


u(x) — Q, + Q; + Qs. 


Soit r — 6 + ir, et remarquons qu'on sait trouver un nombre positif M tel qu'on 
ait, le long de la ligne d'intégration, |v(t)| < M ; on trouve les inégalités suivantes 


84: 
Re ; DOT gt — et 
I1 < AVE see RERO , 
270 270 1 
gus. 
R 
[@:| < M g-1(0—49 | odo au gue—9) Re, 
ort 2700 
Ü 
M 


[Qs] « —— e- (oso Re, 
27U0 


Soit # un nombre dont le module est supérieur à À d'aussi peu qu'on veut et 


dont l'argument est égal à © 


u=(R+n)ei®. 
Faisons tendre x vers l'infini dans l'angle 


= — e > Arg z > — : + e. 


Quelle que soit la valeur donnée de x > o, on sait choisir & suffisamment petit 


pour qu'on ait 


lim u>2Q,=o, limgu-*Q,—0, limq-*Q; —o. 


z=0 =“ x= 
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Il en résulte que l'on a 


lim v(&) 165 — o. 

ren 
Cela posé, soit ;' un nombre positif, on voit qu'on sait trouver un nombre 
positif N tel que l’inégalité 


, 
« eno. 


a n n) 
eoa cM 








soit satisfaite, pourvu que o>N. On peut donc, si non indiquer la valeur 
asymptotique de w(x), du moins se faire une idee sur l'ordre de grandeur de 
cette fonction quand o tend vers l'infini. 


$ 17. Jusqu'ici les solutions u (x) ont été définies seulement dans le demi- 
plan 3i(r— «,)» 0, mais il est facile de les prolonger analytiquement. Soit b 
un point, situé sur le contour /; et plus rapproché de l'origine que l'un quel- 
conque des points singuliers «,,...,a;. Soit /; un lacet avec les extrémités 
dans le point b et entourant le point a; dans le sens direct. L’intégrale (r2) 
peut se decomposer en deux parties 


b 


> - » 


s=p 
T I 1 

, (m) = = z—l5 . UR r—lsa. FE 

RC) zal tog idt + a Di ch) | to, o dt; 
l; sel 


0 


c; et c', étant des constantes. La premiére intégrale est une fonction entiére, 
la seconde intégrale peut se développer en une série de la forme (21) chapitre I, 
multipliée par 57. 

Les k solutions u(x) dans notre premier système canonique de solutions sont 
donc des fonctions méromorphes admettant pour pôles les points 


Gs, Us — I, Us —2,... (ST 4125 tp)" 


Les résidus dans les points ce,,c«,— 1,«,— 2,... sont les coefficients dans le 
développement de #,,0 au voisinage de l'origine. Ils satisfont donc à des formu- 
les de récursions faciles à former. Supposons pour plus de simplicité que — c, 
soit une racine simple et que v,o ne contient pas de logarithme. Soit A,, 4,, 
A,,... les résidus dans les points as, «,— 1, ¢;—2.... On voit que ces quan- 
tités satisfont aux relations suivantes 
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A, p, (as —ı) + A, p, (ts — 1) — o, 


A, Po (a — 2) + A, pi (es — 2) + Ay Pa (e — 2) — 0, 


A, p, (as — v) + Ava pi (as — v) + --- + Asc px (es — ») — 0, 


po (x), ..., pe(w) étant les coefficients dans l'équation aux differences (r). 


De la méme maniére on voit que l'intégrale (13) peut se décomposer en 
deux parties dont l'une est une fonction entiére pendant que l'autre se développe 
en une série de fractions rationnelles de la forme (22) chapitre I. Les k solutions 
u(x) dans notre second système canonique de solutions sont donc des fonctions méro- 
morphes admeltant pour pöles les points 


oe TEE S rc (S= 1,23): 


Les résidus dans ces points sont les coefficients dans le développement de v, 
au voisinage du point à l'infini. Supposons que y, soit une racine dans l'équa- 
tion déterminante telle que v,. ne contienne pas de logarithme. Soit B,, B,, 
B,,... les résidus dans les points 7s, Ys+1, 7s42,.... Ces quantités satisfont aux 
relations suivantes 


B, pr (jy — k + 1) + Bypia (jy; — Eb +1) — 0, 


Bs Pk (45 — ic is 2) T D, Pk-1 (ee k + 2) zl DB, Pr—2 (ys — k zi: 2) SS UF 


By px (y — k + v) + By pia (ya — k + v) +--- + Bp — k + ¥) =0, 


Entre les expressions analytiques qui conviennent pour représenter nos solu- 
tions (x) on peut mentionner encore les séries de la forme 


i 
Y 

Us, q (x) = az > A, 51 

s=0 E 


(m x) (o) a) 


, 


pour ce qui concerne ces développements je me borne à renvoyer à ma These 
p. 50—5I. 


Les développements déjà considérés suffisent pour l'étude des solutions au 
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ot 


voisinage de leurs points singuliers. Avant d'aller plus loin dans cette étude 
g g 


nous allons chercher des relations linéaires à coefficients périodiques entre les 


u(x) et les u(x). 


CHAPITRE III. 
Les relations linéaires entre les deux systemes eanoniques de solutions. 
À 1 


$ 18. On peut arriver à ces relations par deux voies différentes. La 
première consiste en une déformation de la ligne d'intégration dans l'intégrale 
(12) chapitre II. Dans cette intégrale on désigne par v,,; la branche de fonction 
avec laquelle on revient à l'origine aprés la rotation autour de a;. Soit v4,; (v',0) 
ce que devient v,;(v;o), aprés une rotation autour de a;(o) dans le sens direct. 

Soit vi (v, o 
dans le sens indirect. Prolongeons analytiquement v, ;. respectivement V. i le long 


) ce que devient v,:(v,0) aprés une rotation autour de. a; (o) 


du bord gauche de la coupure (a;, o) jusqu'au point o; on trouve des relations 
de la forme: 


s=p s=p 
Y " " 
Vi Den s Us, 0, OA m 6 s Ds,0 3 (1) 
s=l s=1 


ce, . et ce’. étant des constantes qu'on sait déterminer. 
Gs q.s 


Et inversement en prolongeant analytiquement v, le long du bord gauche 
de la coupure (0, a;) on trouve: 


n-p 


Y 
= 0s,0 — > ds n Un, ij ( 


n-l 


D 
— 


les fonctions v',, et v/, s’expriment par des relations linéaires de la méme forme; 
s,0 3 


désignons les coefficients de celles-ci respectivement par d's, et par d7,. 


! Les égalités asymptotiques, indiquées plus haut, se trouvent démontrées pourvu que æ 
tende vers l'infini en restant dans un certain demi-plan (x) > k. On peut, sans faire inter- 
venir les relations linéaires à coefficients périodiques, généraliser un peu ce résultat. On a 


Ph Pi (x) 
ale) = — 24 Po (a) Wo. A). 
i=1 





On sait comment la fonction au second membre se comporte asymptotiquement dans le demi- 
plan R(&) > k— 1. Notre expression asymptotique de w(x) reste done valable dans ce demi- 
plan. En reprenant ce raisonnement un nombre quelconque de fois on voit que les expressions 
asymptotiques, trouvées plus haut pour les solutions canoniques, restent vraies quand x tend 
vers l'infini le long d'une droite quelconque parallele à l'axe des nombres purement imaginaires. 
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Cela posé, supposons pour un moment que tous les nombres Pi, ..., 75i... 
Phi ont la partie réelle supérieure à — 1. 
On peut remplacer le contour /; par la droite de o à a; parcourue deux 


fois et en sens inverse; on trouve 


a; a; a; 
: À ep 
Uga (a) — | (i zd | vy, idt= 2 (e, s — Cas) | ioci emt (3) 
Ü Ü s=l Ü 


les intégrations étant étendues le long du bord gauche de la coupure. Posons 


or 
J = == —— [1—4s W(t > 
"so — 3 (=n [its P(t) us], (4) 
ou 
I 
ro gris as) + 


et soit C; le lacet (a; F Gai) fig. 3. 





Fig. 3. 


Remplaçons dans (3) le chemin d'intégration rectiligne par le lacet C;; 


on trouve: 


\ 
gai) = (Cie Cas) L ly. pdt = 
aa Ci 
p f: . j dr 
uc N " t: ==) Ä "| Olls : 52 lls ; E 
z (ex Cq > l | sot E "Eon ui T day Us—r, 0 dt. (5) 


s=l C; 
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Je veux démontrer que le dernier membre est une fonction linéaire des solutions 


Je déforme la ligne d'intégration sans franchir aucune des coupures done 


uq, i (x). 
Comme l'indique la figure le contour C; peut se 


a été question dans le $ 11. 
remplacer par deux droites a; E et a; H, une circonférence avec un rayon très 


grand et une suite de lacets Dir, Lis, ..., L,,..., Li autour des points 


ir1;0442,;-.-.,045..., di —1- 

Supposons que la partie réelle de 3— 7, soit négative. Faisons tendre le 
rayon du cercle vers l'infini, les intégrales prises le long des ares de cercle 
tendent vers zéro. 

Il ne reste que les intégrales prises le long des lacets Lj41, Liy»,..., ayant 
leurs extrémités à l'infini, et les intégrales prises le long des deux droites (a; E ~) 


et (a; Ho). 
Désignons ces deux dernières intégrales par Z et H respectivement. 
[>] > 
On a: 
s=p , | n=p r fm n=p 
VOLU M Y ; Us \ k N 4 
B= (can |t : J Us 23 Geen Uni I5 es D TE 
s= a; n= n=1 
OT ts N'y | it 
Vm syrien Uni; C0, 
d — AN p 
( 2. n=] 
a 
s=p 5 n=p ; A n=p 
sm \ BIS Re | EC N , = E N 7 Fe 
H € ya (ee Cas) l {ls d. n Un,i V 7 d(— es Ze nen Sats zh 
A 1 


dus "We | 
CARE TUA 
= à (—a,)* Sn dt, 
= 


la première intégrale étant étendue le long du bord gauche, la dernière intégrale 
étant étendue le long du bord droit de la coupure (a;, ~). 

Admettons que — 6, ,,..., — @s,... forment un groupe de racines. On 
voit sans peine qu'on a la relation 
r a à 
1 (21 udn Le (270 den , 


r : 
d's, MN gun n + | | 271 CSS Ar | 
I 
correspondant aux autres groupes de racines (s'il y en a) on trouve des ex- 
pressions semblables. Substituons ces expressions dans H. Soit H, la somme 
d'intégrales qu’on déduit de H.e—* en remplaçant partout d' par d. Par un 


caleul un peu long on démontre qu'on a 
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a; 
S=pn=p te 
Y Y "n 
lil fale = » 32 (c, — fas) "nm [2-1 o cat: 
s=ln=1 = 


mais cette somme peut se réduire encore. 


3 


Des équations (1) et (2) on déduit en effet les relations suivantes 


N [?: VAG 
hd Cq,sden u: 
— 
s=1 lee n — q 
’ 
E SIN QUES or 
s=p 
N 
25 „den = 7; 5 SES 8 a 
= | (rie tir sun gm; 
3 qm, < 


m étant un entier tel que r>m>o. On en conclut qu'on a 


HE SHE | dt de a). 
iy 


Pour la somme des deux intégrales E et H on trouve done l'expression suivante: 


E+H=(E+H)+(H—H)= A 

s=p (^ n=p n=p 

Y " ES N, r dits NO x 

== N (Corm C ) je 1 ies »: (imo MEET. t] "TER > rer ERU 

S— L n-1 nel 

Fu SW = 
AF la ix > doe en dt E Uni (x), 
= n=1 


les sommations étant cette fois étendues seulement sur les solutions v,,;, non-holo- 
morphes au voisinage de a;, car les intégrales holomorphes, ayant la méme valeur 
sur les deux bords de la coupure, se détruisent. Soit a; n fois racine dans 
l'équation caractéristique. On voit que H + H s'exprime linéairement par les 
solutions canoniques w;,; (2), uo,;(æ),..., Uni (a). 

Les coefficients qui figurent dans cette expression sont des combinaisens 
linéaires des fonctions périodiques uw, et de leurs dérivées par rapport à —«,. 

Il reste à examiner les intégrales prises le long des contours Z;41, Li3o,. 


Prolongeons analytiquement v,; jusqu'aux points singuliers a;41, di+2,... em 
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suivant le contour déformé oa; E F...; v,o s'exprime comme une fonction linéaire 


à coefficients constants des p solutions v,;+41,-.., vp i41; mais l'intégrale 


De Un, i +1 dt, 


Li 41 


est égal à zéro, si v,,;41 est holomorphe au voisinage de a;,;. Dans l'expression 
finale de ugi(x) il ne figure done que les %k solutions canoniques u (x), tous 
les termes contenant des solutions v,,, holomorphes aux environs de a,, étant 
égaux à zéro. 

Nous pouvons dés maintenant simplifier les notations de maniére à éviter 
les doubles indices. L'équation caractéristique admet Æ racines a,, @,,..., ax 
distinctes ou non. Soit a; une racine d'ordre de multiplicité »(a; = a;41— --: 
— din). L'équation déterminante relative au point a; admet n racines aux- 
quelles appartiennent » solutions non-holomorphes au voisinage. Nous désignons 
ces racines par fi, Biji,..., Pitn—1- Il correspond à ces racines n solutions 
canoniques wu; (x), Wi+ı(%),..., tigna (x), et n solutions canoniques uilt), uiga (x), ..., 
i n—1 (a). 

Soit a; une des racines a;, d4;41,..., di4n—ı, NOUS sommes arrivés à l'équa- 


tion suivante 





v—i—1 = (6) 
(x) wy (x) + e222 2 0v) us (x), 
où 
s=p T A Bo) Mo | 
ce ND IS Js ; A25 ó 
Ehe (x) er ?ai(r—ag). _ v p2xi(r—a,) __ 2 sO ar DTUÛT— a.) = ml (7) 
an e s 5 [e s 1] [e s r]": | 


m, est égal au nombre des racines de p,(x) appartenant au méme groupe que 
«s et non-supérieures à as, chaque racine comptee avee son ordre de multiplicité. 
Le facteur e?"7, qui figure dans le dernier terme au second membre de (6), pro- 
vient de ce qu'en suivant le contour déformé on arrive au point a, avec l'ar- 
gument [,, si s» i mais avec l'argument 5, + 2%, si s<i. 

Dans la démonstration de la relation (6) nous avons supposé que 3t(x— 75) «o 
et que R(ß)>—ı(s=i,i+ı1,...,i+n—ı). Mais les solutions sont des 
fonctions analytiques de x et de P,; la relation subsiste donc quelle que soit la 
valeur de ?, et pour toutes valeurs non-singuliéres de x. 


* On suppose que a, soit un point singulier régulier de l'équation différentielle. 
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Le calcul explicite des constantes A, B,..., M par la méthode précédente 


EE] 


est quelquefois assez facile; jen donnerai un exemple dans le $ 25. Mais le 
plus souvent il est préferable d'appliquer la méthode plus directe que je vais 
maintenant exposer. 


CHAPITRE IV. 


Méthode direete pour former les relations linéaires entre les solutions 
canoniques. 


$ 19. Démontrons d'abord un lemme relatif au déterminant D(x) 
u, (v), uar: Ux (a) 
u, (x 4- x), QUAEST uy (x +1) 
u, (x +k— x), wu, (x + k— 1),..., u (x + k — 1) 


formé des solutions du premier systéme canonique. Serivons dans ce détermi- 
nant æ + r au lieu de a, et joignons aux éléments de la dernière ligne ceux des 
lignes précédentes multipliés respectivement par px-1(x), pi-s (2), ..., p, (X) 

En remarquant qu'on a 


pi (2) u (x + E) + --- + pi(x)u(x + 2) + + py (x) u(x) — 0, (2) 


on trouve le relation suivante 


- Po (x) 
D (xz 4 1) e (—1 P (x). (3 
(e+ 3) Cc De) 3) 
Mais on a 
(ceat Po (x) EN (w—a,)(w—a,)... (x — ep). (4) 
pıl@) "(an + Ej... (&— gp +B) 
a étant égal au produit des racines de l'équation caractéristique 
Q —a,0,...Gxk, 
et @,, €,,..., 7,, 7»,... étant les nombres dont il a été question plus haut. De 


la relation (3) on conclut que D(a) est égal à 
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t * Deere = a) | E 
DDS OTe 7 + ET GR +h). Pe 7p + D m 








z étant une fonction périodique (;r(x) — (x + 1)) dont nous allons déterminer 





la valeur. Dans cette expression le facteur I'(x — «;) figure n fois, si «; est une 
racine d'ordre de multiplicité ». On peut trouver une autre expression du 
méme déterminant en substituant à chaque élément son développement en 
série de facultés. Pour abreger, je discuterai seulement les deux cas extrémes 
suivants: 


1. Les racines de l'équation caractéristique sont distinctes. 


2°. Toutes les racines de l'équation caractéristique sont égales à ı et le 


point t=ı est un point singulier régulier de l'équation différentielle. C’est le 
cas étudié dans le chapitre I. 
Dans le premier cas nous avons vu que ws(x)(s=1, 2,...,k) est de la 





forme 
r | 
tts (2) = a? —- 7 [A9 +e(x)], (6) 
it: (" Fear 
(12) 


A étant une constante arbitraire qui est, par hypothèse, différente de zéro, 
e(x) étant une fonction qui tend uniformément vers zéro quand x tend vers 
l'infini le long d'une droite qui forme avec l'axe des nombres positifs un angle 
qui est en valeur absolue inférieur ou égal à 


Divisons la première, la deuxième etc.... colonne du déterminant respec- 
blvementepar das = AD ars Am M vient 


D(a) — az abicere BR E AD AC... AW gx); (7) 


q (v) étant une fonction qui tend vers 


I I I 

Gin as de 

5»? 2 2 , (8) 
OP WP Geol 

an iva sare 


quand x tend vers l'infini par des valeurs positives. Ce déterminant est égal 
au produit des différences deux à deux des racines a;. 
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Il (a; — a;), (Ur dta Set OE) 
il est done différent de zéro. 


Soit une équation différentielle d'ordre p de la classe de Fuchs. Supposons 
qu'elle admette, outre le point à l'infini, & + 1 points singuliers réguliers à di- 
stance finie. Soit 


0,1» 00,25 +++) Ow pr+ ++ Oi; 0525 «5 Ops 


les racines des équations déterminantes relatives à ces points. On sait que 
L. Fucus a démontré qu'il existe entre ces nombres la relation suivante 


i-k s=p s=p 

\ V p(p—ı 

pie Oe 
2 

i=0 s=1 s=1 " 


Dans notre cas cette relation s'écrit: 


s-p s=k 





Ina) + ik PP, PHP?) pn. (9) 
s= s=1 = x 


Cela posé, en égalant les secondes membres de (5) et de (7), on trouve 


a(x) = F(x) AD AO... AU p(x), 


ou 








F(x) ee. ES h + k). »u ME hk k) B. ost He 
DT el 02) G 
mais en vertu de la relation (9): 


lim F(a) =r. 
Par 
La fonction périodique r(x) est done égale à une fonction qui tend vers 
une limite finie quand x tend vers +. Elle est par conséquent elle-même 
une constante. 
On a 
x (x) = AO A0... AO IT(a; — as). 


Considérons maintenant l’autre cas extrême, où a, — a, —--:— a4 — 1. Nous 


ll 


eerivons le déterminant D(x) sous la forme 
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u, (x), CIA (28) es ors Up (x) 


TEA NT), ME Ara ur?) 


Je suppose qu’aucune des differences entre les racines f,,/,,..., Pr de 
l'équation. déterminante relative au point {— r ne soit égale à un entier. Nos 
solutions canoniques se représentent par des développements de la forme 


Me) v (s) (Bs + 1): EE (Ps + v) 


a I(x + Bs + x) = (A. (a+ B. sl I) 597 (x ap: v) A 
A's) étant différent de zéro. On en déduit aisément 
(— 1) Ir us(x) = 
nen 2 REDIRET Upon 


Substituons ces développements dans le déterminant (ro); divisons la s'*"* 





T mes : ds 
colonne (s=1,2,...,k) par AY FG ag multiplions enfin la deuxieme, la 
troisième ete.... ligne respectivement par (— x), (—x)?, ete.... Il vient 

E (1) 
—1\ ? [T(a)E Aw... Aw 
D(z) = (=| pala ete ie 
(x) AE JRA mer ad eee THEE Ms (13) 


p(x) étant une fonction qui tend vers 


I 5 I Se I 


Prices 5 [oor 3t 36e c9 [unt 


(8, 4- x) (8,-- 2) ... (B, k— 1), (+1)... (B4--k— 1)... (Bg x) -.- (By &— x) 


car la série de facultés qui figure dans un élément quelconque tend vers son 
terme constant A‘) quand x tend vers +. Or ce déterminant est égal au 
produit des différences deux à deux des racines Ps: 


II (8; — Bs), CSS MIO DES) 


Acta mathematica. 40. Imprimé le 10 juin 1915. 30 


234 N. E. Nörlund. 


La relation de Fuchs entre les racines des équations déterminantes est dans 


le cas actuel 


= sak k k 
Done) + D, = ph +2. (15) 
s=1 s=1 * 


En égalant les seconds membres de (5) et de (13) on trouve 


k(k—1) 


g(x) = F(x)(—1) ? AW. A4AMop(x), 


où 


Mais on a, en vertu de la relation (15) 


lim F(x) = 1. 


T=20 


On en conclut que s(x) est une constante et égale à: 


k(k—1) 


z(x)—(—zi)? A0... A0 IT(B; — Bs); 


elle est donc différente de zéro parce que, par hypothèse, les racines ?, sont 
distinctes. 
On voit de la méme maniére que le déterminant D(x) formé des solutions 


u,(x), u,(x),..., ux(x) dans notre second système canonique est égal à l'expression 


nom Jr er Dh) 
Ll(rcte,—z)... l(rc a5 — x) ; 


multipliée par une constante qui est la même que celle qui figure plus haut. 


$ 20. Entre ces deux systèmes de solutions il existe nécessairement des 


relations! linéaires de la forme 


v=k 


uj (x) = > m; s (x) i, (x) We) (16) 


vl 
! Voir mon Mémoire: Sur l'existence de solutions d'une équation linéaire aux différences 
finies. Annales de l'Ecole Normale supérieure, ser. 3, t. 31, 1914, p. 205. 
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755 y» (%) — 25,» (€ +1). 


Il s’agit maintenant de calculer ces fonctions périodiques. 

En écrivant dans les équations (16) au lieu de x successivement x +1, 
c 2,..., € - k— 1 on trouve k? équations à l'aide desquelles on sait déterminer 
les z;,(x). Soit D;,(x) ce que devient D(x) quand on remplace w, (x) par uj(z); 


on trouve 


ID ne 
n4» (0) — To. (17) 


De cette expression on conclut que x,,(x) est une fonction méromorphe de x 
admettant les points 
35 sis 239) Simpl 2s Ibo Mar poo (Gi p) 


pour pôles et étant d'ailleurs holomorphe. Le numérateur admet en effet les 
points y,—k+1+n et les points a;—n(n=0,1,2,...,) pour pôles. Le dé- 
nominateur admet les points «,— » pour pôles du même ordre que le numéra- 





teur; il admet enfin les points y, —k— n (n —0,1,2,...) pour zeros. 

Posons xr — 6 4 ir. Pour déterminer la forme des fonctions périodiques il 
suffit d'étudier comment elles se comportent pour des valeurs trés grandes po- 
sitives et négatives de r. On y arrive à l'aide de la formule (17) et des expres- 
sions asymptotiques des solutions canoniques indiquées dans le chapitre I1.! 
Considérons d'abord le cas oü toutes les racines de l'équation caractéristique 
sont égales à r. On se rappelle qu'on a 

I (=—2— ps) 


)'= 00 
. s) xi(3+1) Y (s) 
us(&) == Coes > By 


(Bere Tiss 2 (Bs te) " 
T(1—x) -2 i ug 


(x— 1)(x—2)...(x — v) 


On en déduit: 


xi(i,+i) LT Bs— m) po (Bs + 1) (s+ 2)... (Bs F vt m) 
I' (x — a) 4 "  (y—r)(x—2)...(x— v) 


A” ws (x) = e 


Substituons ces développements dans le déterminant D; ,(x) et appliquons à 
D; (x) les mêmes opérations qu'on vient d'appliquer à D(x). On voit que x;,(x) 
est égal à l'expression 
QUAD 1) IP CNT pj) T + By Ar TR 
T(1—x) I (x) 


! Voir en particulier la note à la page 225. 
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multipliee par un quotient de deux determinants dans lesquels chaque element 
tend vers une limite finie quand z tend vers + ». Le denominateur tend vers 
le déterminant (14) et le numérateur tend vers ce que devient ce déterminant 
quand on remplace 9, par 9j. Le numérateur tend done vers zéro, si y =7; mais 


si y — j il tend vers la même limite que le dénominateur. On a par conséquent 


lim 25 Pr x;, (x) — 0, j=, 

to 

lim 7;,;(z) — x, (19) 
T=— 0 

lim x;,;(x) = e "à. (20) 
T= +0 


Si la partie réelle de (9; — 9,) est positive ce résultat nous suffit; sinon, il 
faut aller un peu plus loin. En faisant usage des relations linéaires qui existent 
entre les nombres A,, A,, A,,... et entre les nombres B,, B,, B,,... on voit qu'on 
peut dans le déterminant D;,(x) faire disparaître un nombre quelconque des 
premiers termes dans les développements qui figurent dans la j*"* et dans la 
yieme colonne. Notre raisonnement permet done de conclure qu'on a 


lim x! rj, (x) — 0, zn, (21) 
T=+0 


4 étant un nombre positif quelconque. Ce résultat nous permet de déterminer 
la forme des fonctions x;,(x). On sait! en effet qu'une fonction uniforme et 
périodique avec la période ı qui est méromorphe dans tout domaine fini, et 
qui tend vers une limite quand x tend vers l'infini en restant dans la bande 
a<o<qa+ 1, est nécessairement une fonction rationnelle de e*/7. De ce qui 
precede il résulte done qu'on a 


s=p (v) (v) (v) 
5 1 Alas Di: M; > 
13, y(%) = ey + I E s 1s (pater) D doen = (Quien cpm (22) 


m; étant l'ordre de multiplicité du pôle 7, et &;,: 


|, v5 


£; ,— 4 
ch lo, v=j. 


! Voir par exemple, Oscoon: Lehrbuch der Funktionentheorie. Bd. I, p. 404—405, Leipzig 1907. 
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Des égalités (20) et (21) on conclut que les constantes A, B,..., M satisfont aux 
relations suivantes 


s=p 2248; — et: 
Sau ccm e (23) 
Far lo, yzj. 


Nous avons supposé dans ce chapitre qu'aucune des differences entre les 9; 
n'est égale à un entier (y compris zéro) La discussion se fera de la méme 
manière dans le cas général où les racines 9; forment des groupes et des sous- 
groupes. Je me borne à renvoyer le lecteur à mon Mémoire! cité plus haut, oü 
l'on a discuté avec détail comment se modifient les déterminants en ce cas. Les 
relations (16) et (22) restent vraies dans ce cas mais les relations (23) prennent 
une forme un peu plus compliquée. On vérifie d'ailleurs que ce résultat est en 
accord avec celui trouvé dans le chapitre III. 


$ 21. Considérons ensuite le cas où toutes les racines de l'équation carac- 
téristique sont distinctes. Changeons légèrement les notations dans la relation 
fondamentale (16) et écrivons 





= v=k 
a; (m) ee at > (x) + > TE (EU) (24) 
=) 
Rappelons qu’on a 
r(—£—g, | 
uj (2) = aj putre PANIERS) 

: x 
I (: == 
1007, 


&, (2) étant une fonction qui, dans tout intervalle fini de o tend uniformément 
vers zéro quand r tend vers + ou vers — c. Substituons cette expression 
dans le déterminant Dj,, (x). 

En raisonnant exactement comme plus haut on démontre les égalités 


lim jj (#)— hm tj. j (x) = CE FFE (25) 
T=—@0 T= +0 
im, (@)=0, Im &=2,2.,(2)=0, yzz4, (26) 
T=—o T= +0 

car on se rappelle que les nombres a,, a, a;,... ont été numérotés de sorte qu'on 





ait o € Arg a, < Arg a, : 


< Arga,<---. De ces égalités on conclut que x;,(x) est 





"1. e. Sur l'intégration des équations ete., chapitre III. 
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de la forme (22) et que la relation (23) subsiste dans le cas où » — j, mais non 
si l’on a vZj, car on n'a pas en général lim »r;,(x) — o. 


T= do 
Pour abréger j'ai discuté seulement les deux cas extrêmes susmentionnés. 
Dans le cas général où l'équation caractéristique admet plusieurs racines mul- 
tiples on peut appliquer un raisonnement qui est intermédiaire entre ceux qui 
conviennent dans les cas extrêmes. | 
Soit a; une des racines multiples, soit n son ordre de multiplicité 


(a; = 441 = = Gizn—1). L'équation déterminante relative au point a; admet 
les racines ;, Piy1,.... Pitn-ı non-entiéres en général. Soit 9; une de ces racines. 
Supposons enfin qu'aucun des points 4,,4,,4,,... ne soit un point singulier 


irrégulier de l'équation différentielle. Le lecteur verra sans peine qu'on trouve 


la relation 


v=i—1 Pech 
a; (a) enim > 7t, y (x) Uy (x) + > 775. y (a5) Uy (25) (27) 
v=1 rt 


où z;,(x) est de la forme (22). L’exactitude de cette relation a d'ailleurs été 
démontrée dans toute sa généralité dans le chapitre III. Si la solution appar- 
tenant à 9; ne contient pas de logarithme, la relation (23) est vraie pour » — i, 
Ü-+1,...,0+n— 1, mais non pour les autres valeurs de v. Elle est done vraie 


en particulier pour » — j. 


$ 22. Pour compléter cette étude il nous reste à déterminer les constantes 
A,B,..., M. Supposons pour plus de simplicité que les pôles y, soient simples, 
mais restons d'ailleurs dans le cas général oü nous venons de nous placer. On 
a done 
aia ip) foetus od 
Soit m un des nombres o, 1,..., k — rx. Multiplions les deux membres de 


(27) par (x — 7, + m) et faisons tendre + vers y; — m. 


Il vient 
v=t=1 v=k 
Onis ON tn) dud Reet —10 R 
Bos UN CM ars (em) A Uso ze) 
J, 7 VAE) ’ ; =a E 
= = TR 


2 R;, étant le résidu de v;(x) dans le point y,. Ces k équations suffisent pour 


, . 1 (k) , . , x 
déterminer les nombres Aÿs: ..., Ajs. Leur déterminant est en effet égal à 


e V — 7g (i—1) D (y, —k-4 1) 
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il est done différent de zéro. Je veux démontrer que les A, s'expriment par 
les multiplicateurs de l'équation aux differences (2). Divisons celle-ci par p;(x); 


il vient 


P [u(x)] — u(x +k) + Pr-ı(@)u(e+k+ı)+ + P,(x) u(x) — 0. 


On entend! par un multiplicateur de cette équation une fonction w;(x) telle 
que le produit w;(x) P[u(x)] soit la différence finie d'une fonction linéaire en 
u(x), u(x- r),..., w(x 4 b — 1): 

i-k—l 


ui(x) P[u(x)] = 4 à Q;(x) u(x +7). 


1—0 


On sait qu'il existe & multiplicateurs linéairement indépendants qui sont des 


solutions de l'équation adjointe 
gu (x) + Pa (x) (x + 1) + Proc 1) u (x 2) ++ Pla +k— 1) un(e KE) — 0, 


et qui satisfont aux relations suivantes 
)-L 
ESC fo, m 
> a (a) Uy (w+ m) = 
um |x, m 


En comparant ces équations avec les équations (28) on trouve 


(v) is —2aniy,t£, 
A PETI (0e em er EIU 
ou 
fo, si » >t, 


&y = . H 
I SIMON. 


Théorème. Æntre les deux systèmes canoniques de solutions il existe des rela- 
tions linéaires à coefficients périodiques. Ces coefficients périodiques sont des fonc- 
tions rationnelles de e?*ir. Les seules constantes qui entrent dans ces fonctions sont: 


1°. Les nombres y,, y,,..., yp, racines de l'équation pr(x) — o. 


2°. Les résidus des solutions canoniques uj(x) dans les points ys. 
3°. Les valeurs des multiplicateurs de l'équation aux différences dans les points 
ys— k. 


! S, PixcuERLE & U. Awanpr: Le Operazioni distributive e le loro applicazioni all'Analisi. 
Bologna 1901, p. 242—246. 

E. BogrorLorri: Rom. Ace. L. Rend: (5) 5, (1896). 

G. WarLENBERG und A. GurpBERG: Theorie der linearen Differenzengleichungen. Leipzig 
1911, p. 798—696. 
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CHAPITRE V. 
Etude des solutions au voisinage du point à l'infini. 


§ 23. Nous sommes maintenant en mesure de voir comment se comportent 
nos solutions canoniques quand x, en suivant une droite quelconque, tend vers le 
point à l'infini qui est le seul point essentiel de ces fonctions. Considérons par 


exemple la solution w;(z). Nous avons déjà vu comment se comporte asymp- 
totiquement cette solution quand x tend vers l'infini de sorte que la partie réelle 
de x reste inférieure à un nombre positif. La relation (27) chapitre IV montre 
immédiatement comment elle se comporte quand x tend vers l'infini en suivant 
un rayon vecteur formant avec laxe des nombres positifs un angle non-nul et 


A . T 5 " . 
inférieur à — en valeur absolue. 1l suffit en effet d'introduire dans le second 


z 


membre de cette relation les développements convergents obtenus pour les solu- 
tions u,(%), v, (x).... Remarquons que, si l'argument de x est compris entre o 
et — x, les produits &'7;r;,(x) (rz j) tendent vers une limite finie et non-nulle 
en général; mais si » — j la fonction x;;(x) tend vers la limite r. Si l'argument 
de x est compris entre zéro et x les fonctions x;,(x) tendent vers une limite 
finie et non-nulle en général, si v»=1,2,...,°—ı,i+tn,itn+tı,...,k. Mais 
les fonctions x;,(x) décroissent plus vite qu'une puissance quelconque de x, si 
y=1,1+1,...,7—1,j7+1,...,¢+n—1. On a, en effet, en vertu des relations 
(23) chapitre IV, pour ces valeurs de » 


lim e—2*?= y; , (x) = const., 
3 


L=O 


et enfin 


lime, ; (2) — e2n3B;- 


rao 
Les termes contenant ui(x), ui41(x), ..., W-ı(®), Uj4i(%),..., Uiyn1(x) sont 
donc sans influence sur la valeur asymptotique de u;(x), car ils décroissent beau- 
coup plus vite que le terme contenant u;(x), le facteur exponentiel a? étant le 
méme en tous ces termes. 
Cette remarque est trés importante. On en conclut par exemple que dans 


le cas étudié dans le chapitre I, oü toutes les racines de l'équation caractéristique 
sont égales à r, on a 
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si l'argument de x est compris entre o est — 7 et 


Te 3n" 
lim ze er riß;, 
zo Uj (2%) 


si argument de x est compris entre o et x les limites exclues. Les égalités (18) 
et (19) (chapitre I) sont done vraies, non seulement dans les angles indiqués, mais 
respectivement pour m—ée>Argx>—a+e et pour —e>Argx>—2r+e, € 
étant un nombre positif. Plus généralement, si 3; appartient à un groupe de 
racines et n est un entier convenablement choisi, on a uniformément dans l’angle 


w—e>Argexu>—a +e: 


u; (a) afi ti 


lim 


r=0 


— const. 


log” B 


Ce résultat est, ce nous semble, trés remarquable. Les fonctions méromor- 


phes w;(x) se montrent par là comme les plus simples en leur genre. 


$24. Retournons au cas général oü les racines de l'équation caractéristique 
sont des nombres quelconques. Faisons tendre v vers l'infini le long d'un rayon 
vecteur fixe différent de l'axe des nombres positifs. On voit qu'on sait former 


une expression r,(x), 
Bot 
TS I 
7 T n A 
ns (x) = a2 (i log B 


telle que w;(x)::,(x) tend vers une limite finie. » désigne un entier et on sup- 
pose que l’argument de «a, soit convenablement choisi. Cette limite existe à 
l'intérieur d'un certain angle facile à déterminer. Quand largument de x varie, 
les différents expressions n,(x) se permutent entre elles. Pour un rayon vecteur 


qui sépare deux de ces angles il arrive que l'expression asymptotique de w;(x) 


> sts, 
s 


soit de la forme 


les k, étant des constantes. 


. 4 . , : 
On sait done former une somme Vf, ns qui représente asymptotiquement 


p 
s 

5 TT ó , 
uj(x) dans l'angle > > Arga>e et une autre somme Des Hs qui represente 
s 
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. > 7€ 
asymptotiquement u;(x) dans langle — - <Arga<—e. Les arguments des 
J J 2 c = 


nombres a, doivent être choisis d’une manière différente dans les deux cas. La 
direction de l'axe des nombres positifs est une direction singulière. Il n'existe aucune 
fonction n,(x) qui représente u;(x) asymptotiquement quand x tend vers l'infini le 
long d'une droite parallèle à l'axe des nombres positifs. Mais la relation (27) permet 
toutefois de se rendre compte de la manière dont varient les valeurs de wj (x) 
le long d'une telle droite. 

Pour les solutions uj(x) on trouve des résultats du méme ordre. C'est la 


direction de l'axe des nombres négatifs qui est singuliére pour ces fonctions. 


CHAPITRE VI. 
;xemples particuliers. 


$25. Je veux maintenant appliquer ce qui précéde à l'étude de deux équa- 


tions particuliers. A l'équation différentielle de LarLace 


d'y 


Car b; x) d pi 


“J 
PA — 0, 


il correspond l'équation aux différences finies suivante 


P [u (2)] SS + bi(x+i)lu(x +i) —0, (1) 


i=0 


les c; et les ^; étant indépendants de x. Supposons que b;— 1 et que b, ~o. 


Posons 


^ 


a (a) = | iz] y(t) dt. (2) 


t 


En substituant cette intégrale dans l'équation (r) il viendra 


i=k > 
Plu@)]— t*w(t) Moti + [| e Qlol)lat, (3) 
ou 
PAC u 
ri pui v) Nat. (4) 


i=0 i-0 
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Déterminons v({) comme une solution de l'équation différentielle Q — o. On a 


= + E Bk : 
v (t) t t—a,; mm t— Ox 


Supposons d'abord que les racines a,,..., a; de l'équation caractéristique soient 
distinctes et que les nombres f,,..., 9; ne soient pas des entiers non-négatifs. 
Prenons pour v(t) la solution suivante 





v (t) = t^(t— a) (t — a4) ... (£— ag)?k. (5) 


Les solutions canoniques se déterminent par les équations 


TO | i“ v(t)dt, (x) — J e «oat. (6) 


is L, 


Pour les définir complètement convenons que l’argument de {— a, tend vers 
Cad c quand £ revient à l'origine le long de la dernière partie de la ligne /, 
et vers 


quand £ revient à l'infini le long de la dernière partie de la ligne £,. Pour 
l’argument de ¢ on prend la valeur qui est égale à £, le long de la partie recti- 
ligne du chemin d'intégration. Les u(x) et les u(z) se trouvent ainsi définies 
respectivement pour À (x + 8,) » o et pour J9t(x + 2, + Pı +: + Br) «o. 

Quand x tend vers l'infini de sorte que la partie reelle de x tend vers +”, 
ou reste finie, on a 


- ee 7E 
lim ax stava) =k, > Arg x 


T=—n 


gg 

lv 
| 

zr 


19 


k étant une constante. 


Mais si la partie réelle de x tend vers — o, ou reste finie, on a 


c 2. ZU / 7 
lim ac ys! u;(x)=k, ==> Argr>— , ( 
s DAI 


E > 
qo 2 2 


D 
— 


k étant la méme constante. 
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La solution u,(x) peut s'exprimer par l'intégrale 


g-?^i I I 


us (x) = SIERT ae | (1 v(t) dt, (9) 
e, 


C, étant un contour partant du point a, et y revenant aprés avoir entouré 
l'origine dans le sens direct et en laissant à son extérieur tous les autres points 
singuliers. En déformant le contour C, de la maniére indiquée dans le $ 18 
on trouve la relation suivante 


=] 7r À 
SIN 7t Ps ;— A1 d oct Bs 





2 EF \ 
us(2) = us(x) + Eine By) Us (2) + User (X) +--+ + Un (x), 


(10) 


sin z D; i(xztPo—fs) f 


s) ?, : : Mm EN 
Ne) wu, (x) + w, (x) + + Us_1(x);. 


A laide de cette relation et des égalités (7) et (8) on peut voir comment se 
comporte %,(x) quand x tend vers l'infini d’une manière quelconque. 

L'intégrale qui figure au second membre de (9) est une fonction entière de x. 
Elle s'évanouit si 2+, est un entier positif. Les solutions w,(x), u,(x),.. 


*, 


ux(æ) sont done des fonctions méromorphes de x admettant les points — 5, 
— ,— 1, —P,—2,... pour pôles simples. De même on voit que les solutions 


u, (x), u,(x),..., uz (x) sont des fonctions méromorphes de x admettant les points 
Bo + By + Exp (Do ei re) 


pour pôles simples et étant d’ailleurs holomorphes. 

Si f(n=s) est un entier non-négatif il faut dans l'équation (ro) remplacer 
Un (a) par zéro. L'intégrale de contour w,(x) s'évanouit en ce cas; mais pour 
obtenir une solution appartenant à P, il suffit de remplacer le contour 1, par 
la droite de zéro à a,. Le premier terme au second membre de (3) est en effet 
égal à zéro pour t — a. 


$ 26. On a supposé jusqu'ici que les racines a, étaient distinctes. Si 
i=k 
a, est n fois racine dans l'équation Z b;t' — o, deux cas essentiellement différents 


i=0 


se présentent 
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i=k 

1°. a, est (n — 1) fois racine dans l'équation Noo On vérifie aisément 
i=0 


que l'équation aux différences finies admet les solutions suivantes 


eg l9 
ay, AVX, ATX Food Oe Hh, 


qui, joignées aux solutions définies ci-dessus, forment un systeme fondamental 
de solutions. 


i=k 





2°. L’equation 2c o n’admet pas a, comme racine d'ordre de mul- 


i=0 
tiplicité (» — 1). Supposons pour abréger que a, n'est point du tout racine 
dans cette équation. v(t) est en ce cas de la forme 


gt gn) 
s 


s 


: — + vee + = 
v (t), = t0(1— a)... (t —as)’se* "s ae i apes 


Les lacets /,,/,,... nous donneront seulement un nombre de solutions indé- 
pendantes qui est égal au nombre de racines distinctes dans l'équation carac- 
téristique. On peut former des nouvelles solutions de la manière suivante. Le 


voisinage de a, se partage en 2(n — 1) secteurs 





Fig. 4. 


tels que lorsque ¢ tend vers as, v(t) tend vers o, sit se meut dans un des secteurs 
de rang impair et vers © s'il reste dans un secteur de rang pair. Prenons 
pour ligne d'intégration une ligne qui part du point as, et s'en éloigne suivant 
le premier secteur, traverse le second et revienne en a, par le troisième; v(t) 
s'annule aux deux extrémités de ce contour, on obtient done une solution de 
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l’equation (r). Cette solution est une fonction entière de x. En intégrant 
suivant une ligne qui s'éloigne de a, suivant le troisième secteur et y revient 
par le cinquième secteur on obtient une nouvelle solution. On peut former en 
tout (n— 1) solutions semblables qui sont linéairement indépendantes. 


$ 27. Outre les solutions canoniques il y a un certain nombre d’autres 
solutions qui, pour la raison suivante, méritent l'attention. Pour les solutions 
canoniques u,(x) la direction de l'axe des nombres négatifs est une direction 
singulière et pour les solutions canoniques u,(x) c'est la direction de l'axe des 
nombres positifs qui est singuliére. Mais les nouvelles solutions que nous allons 
former n'admettent pas de direction singuliére. Supposons que les racines 
4,,...,0; de léquation caractéristique soient distinctes. Soit C un point quel- 
conque du plan. Joignons-le aux points a,, a,,.. , ax par les lacets A,, 4,,..., Ax 
entourant ces points dans le sens direct. Designons par A-! le lacet A, par- 


couru dans le sens indirect. Soit [s] la valeur de l'intégrale fe v(t)dt prise 


le long du contour A, et avec une détermination initiale convenable de la fone- 
tion à intégrer. Soit [s— 1r, s] la valeur de la même intégrale prise le long du 
contour À, 3 AS A: L'intégrale [s— r, s] est une solution de l'équation 
(1). En effet, v(t) se reproduira aprés les deux rotations successives autour 
des points as-ı et as. Le premier terme au second membre de (3) est done nul. 
La solution [s— r, s] est une fonction entière de x. Il est facile de l'exprimer 
par les solutions canoniques. En ayant égard aux changements que subira v (t) 


par les rotations autour des points singuliers on trouve la relation suivante 
[8— 1,5] = (rz es) [s — (ee) [5]- 


Mais la valeur de lintégrale [s — 1, s] est indépendante du choix qu'on a fait 
du point C. On peut done faire tendre C vers l'origine. Quand on se rappelle 
le choix qu'on a fait des arguments de t—a,,t—a,,... dans les solutions 
canoniques on voit qu'il existe la relation suivante 





[s —I, s] d e273 s_4 (x — gis) Usa (a) ezüds (x I ezis—ı) Us (a). 


De méme en faisant tendre C vers l’infini d'une manière convenable il vient 


[sms] = (x — 6225s) ats (a) 24s (TER). 
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Ces relations font voir comment se comporte la fonction entière [s— 1, s] quand 
x tend vers l'infini le long d'un rayon vecteur quelconque. Les coefficients dans 
ces relations ne sont plus des fonctions périodiques mais des constantes; on voit 
done qu'il n'y a pas de direction singulière pour ces solutions. 

Il y a en tout k—r solutions! de ce genre [r, 2], [2,3],..., [£ — x, &] 
qui sont linéairement indépendantes. 


$ 28. Considérons en dernier lieu l'équation aux différences finies 





(x — a) (x — B) 42 u(x) + («8 —y —a—P—1 + (y—«— f +3)x; 4, (x) 
*(y—e—B-tri)u(z)-—o,. 

qui rentre dans la classe de celles étudiées dans le chapitre I. En écrivant 

x +2 au lieu de x elle peut se mettre sous la forme 

(a—a + 2)(@—fP+2)u(a + 2) 


— (ag— (e --- B -- y x)(c- x) * 2(v x) (z - 2) u(x + x) - x(x— y 4 1)u(x) — o. 
En posant 


u (x) = | (2 v (t) dé, 


t 


on voit que v(t) doit satisfaire à l'équation différentielle de Gauss 
LI 

d’v(t) 
dt? 


E 


br —=t) al lee — «p v (t) — o. 


Cette équation admet aux environs de / — 1 les deux solutions 


F(a,p,a+ 8—wy-rr,r—t), 





(r—1)-9—9F(y—a,y—B,y—a—gB--x,r—t) 


les solutions canoniques u,(2) et u,(x) se représentent donc par les séries de 
facultés 


! Plus généralement on sait démontrer qu'une équation aux différences d'ordre 4, avant 
pour coefficients des polynómes du degré p(p < k), possède k — p solutions entières qui n'ad- 
mettent pas de direction singuliere. 
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SOS AUS et tino Sra MP wea (CAE) (EE mem 
DNI $5 a (a+ p—7y+i)x(x +1) ib (e+B—y+I)(e +P—Y+2)2(2+1)(c+2) = 
TM T(x) Ve) 





T'(x—a—p+7y+1) E (z-y-e-— Br) 


ee oco gusce ANE 
36502 ol Rae jp — ar IO EE SE — 09 SE a) [. 


convergentes pouvu que 
Jt(r —7- 1)» 0. 
Quand on se rappelle la formule 


Fe Bra) ee ei, 


on voit que w,(x) est égal a 


RER year) ) 
IL(x —-1)r(x—a-r) 








i, (x) 


Les solutions canoniques u, (x) et w,(x) sont 














a, Tg » eo cp : 
42) x—a (a+pf—y+x)(x—«)(t —a —1) 
Ae = i ala + NO 1)(« —? +2) SS 
(a+ P—y+1)(e+P—y+2)(%—a)(a#— a — 1) (a — a — 2) 
A T'(a—2) (b=) 
AS Fa) (y) 


On trouve entre ces solutions les relations linéaires 


sin wa sin zc (x + 1 — y) 
Ge sin x (x — 2) sin zc (x — 2) 








U, (x) , 


Lo Reese can Ego u, (a) 


I (a) (B) («+ 8 — y) P (x + « — y) sin z (zx — a) sin x (x — p 





le) ZU“) 





u,(x) et w,(x) sont des fonctions méromorphes admettant pour pôles simples 
les points 0, —1,—2,...;y—1,y—2,y—3,..., et on a uniformément 
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lim vu, (x) = I, 
qo 


w—e>Argu>—awte. 


]im: a58—1—1 35. (35) = Tr. 


u,(®) et u,(x) sont des fonctions méromorphes admettant pour pôles simples 
lesgpointsuco CAMES Ay CENT EE CR 


Goettingue, octobre 1912. 
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ABHANDLUGNEN ZUR THEORIE DER KONFORMEN 
ABBILDUNG. 


(H. A. Schwarz zu seinem 50-jahrigen Doktorjubiläum am 6. August 1914 zugeeignet.) 


II. Die Fundamentalabbildung beliebiger mehrfach zusammenhängender 
schlichter Bereiche nebst einer Anwendung auf die Bestimmung algebraischer 
Funktionen zu gegebener Riemannscher Fläche. 


Von 
PAUL KOEBE 


in JENA. 
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A. Einleitung. 


Nachdem ich in der Abhandlung I! dieser Serie mich lediglich mit der kon- 
formen Abbildung des einfach und zweifach zusammenhüngenden schlichten Bereichs 
bescháftigt habe, lege ich der Untersuchung nunmehr einen beliebigen mehrfach 
[Cp + 1)-fach] zusammenhängenden schlichten Bereich B zu Grunde, ohne übrigens 
über die Natur seiner Begrenzung irgend welche spezialisierenden Voraussetzungen 
zu machen. Auch ist es für die Lösung des sogleich zu erwähnenden, in dieser 
Abhandlung in erster Linie behandelten Abbildungsproblems nicht von wesent- 
lichem Belang, ob der Bereich von endlicher Ordnung des Zusammenhanges ist 
oder als der allgemeinste schlichte Bereich von unendlich hohem Zusammen- 
hange vorgestellt wird. 

Das Abbildungsproblem, das wir in $ 1—4 (erster u. zweiter Teil) behandeln, 
ist eine Verallgemeinerung der in der Abhandlung I für einfach und zweifach zu- 
sammenhängende Bereiche behandelten Kreisabbildung (d. i. Abbildung auf eine 
Kreisfläche, zu unterscheiden von der Kreisring-Abbildung beim zweifach zu- 
sammenhängenden Bereiche). Im Bereiche B (exklusive dessen Grenze), welcher 
in der z-Ebene liegend vorgestellt wird, soll eine durchaus reguläre, grenzstellen- 
freie Funktion f(z) ={ erklärt werden, welche ihn auf das vollständige schlichte 
Innere des Einheitskreises der [-Ebene in der Weise konform abbildet, dass jeder 
dem Innern des Einheitskreises der [-Ebene angehörende Wert von der Funktion 
f(z) innerhalb B einmal und nur einmal angenommen wird. Diese Funktion stellt 
die zum Bereiche B im Sinne der »Grenzkreisuniformisierung» gehörende uniformi- 
sierende Variable dar. Sie liefert von der über B ausgebreitet zu denkenden 


! »Abhandlungen zur Theorie der konformen Abbildung. I. Die Kreisabbildung des all- 


gemeinsten einfach und zweifach zusammenhängenden schlichten Bereichs und die Ränderzu 
ordnung bei konformer Abbildung.» Journal f. Math. Bd 145 S. 177—225. Die ganze Serie ist 
auf ca. vier Abhandlungen berechnet. 
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einfach zusammenhängenden Überlagerungsfläche ® dieses Bereichs eine ein- 
eindeutige, als die Fundamentalabbildung oder präziser unverzweigte Fundamental- 
abbildung zu bezeichnende konforme Abbildung auf das Innere des [-Einheits- 
kreises ! und ist, abgesehen von einer linearen Transformation, welche das Innere 
des Einheitskreises in sich transformiert, vollständig bestimmt. Die Existenz dieser 
Funktion wird hier durch ein rein funktionentheoretisches Verfahren bewiesen, 
bei welchem insbesondere die Lösung der Randwertaufgabe der Potentialtheorie 
nicht benötigt wird. Dieses von uns ebenfalls als Schmiegungsverfahren bezeich- 
nete Verfahren ist die sinngemässe Ausdehnung des in der Abhandlung I von 
mir zur ausführlichen Entwickelung gebrachten, in einer Gött. Nachr.-Note (1912)? 
vorläufig mitgeteilten »Schmiegungsverfahrens», eine Ausdehnung, auf welche ich 
in jener Note ebenfalls hingewiesen habe. 

Die Entwicklungen der vorliegenden Abhandlung können dabei doch wesent- . 
lich unabhängig von der Abhandlung I verstanden werden. Was insbesondere 
das Schmiegungsverfahren anbetrifft, so biete ich hier in dem allgemeineren Falle 
des mehrfach zusammenhängenden Bereichs eine Beweisform, welche gegenüber 
der in I gegebenen Beweisform wesentlich neues bietet und daher auch in An- 
wendung auf das ia I behandelte speziellere Problem der Abbildung des einfach 
zusammenhängenden Bereichs gegenüber der dortigen Darstellung ein besonderes 
Interesse beanspruchen darf. Für beide Methoden charakterisch ist die Anwendung 
des sogenannten Schwarzschen Lemmas, welches besagt, dass jede für |z|< 1 re- 
guläre, für z=o den Wert null annehmende analytische Funktion, welche dem 
absoluten Betrage ihrer Werte nach in dem genannten z-Gebiete unterhalb eins 





! Für diese Überlagerungsfläche ist die der Poxcaréschen Majorantenmethode (Bull. 
Soc. Math. de France t. ı1. 1883) zugrundeliegende Bedingung des Vorhandenseins von drei völlig 
unbedeckten Punkten der Ebene erfüllt. Diese Porncarn’sche Arbeit in Verbindung mit dem 
Aufsatze von Oscoop (Am. Trans. 1900) liefert daher bereits eine Lösung der Abbildungsaufgabe, 
eine Lösung, welche indessen die von uns nicht benötigten Scawarz'schen Entwicklungen über die 
Integration der Differentialgleichung Ju=0 zur Voraussetzung hat. Auf unsere Problemstellung 
geht auch Herr F. Scuorrky ein in der Arbeit: »Über die Beziehung zwischen veründerlichen 
Grössen, die auf gegebene Gebiete beschränkt sind». (Sitzungsb. d. Kgl. Preuss. Ak. d. Wiss., 
1907 S. 919 ff. und 1908, S. 117 ff). Die Problemstellung ist ein Spezialfall des allgemeinen von 
mir in den Gótt. Nachr. (1907) zuerst behandelten Problems der Grenzkreis-Uniformisierung und 
findet sich auch unter den von mir ebenda (1907) behandelten spezielleren Problemen der »Uni- 
formisierung reeller algebraischer Kurven» vor, insofern als nach Scnorrkx (Dissertation, Journal 
f. Math. Bd. 83) jedem schlichten mehrfach zusammenhüngenden Bereiche eine reelle alge- 
braische Kurve zugeordnet werden kann. Vgl. auch Frıcke's auf orthosymmetrische Riemannsche 
Flächen bezügliches Fundamentaltheorem II in FnickE-KrEiN, »Automorphe Funktionen» Bd. II, 
8. 46. 

? »Über eine neue Methode der konformen Abbildung und Uniformisierung.» Gött. Nachr. 
1912 p. 844—848; siehe insbesondere Absatz 4. Absatz 2 und 3 derselben Note kommen im dritten 
und vierten Teile vorliegender Abhandlung zur ausführlichen Entwickelung. 
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bleibt, die Eigenschaft hat, im Gebiete |2]| € q ihrerseits dem absoluten Betrage 
der Werte nach unterhalb q zu bleiben. Ein Erreichen der Schranke q kann nur 
eintreten, wenn die Funktion die Gestalt «-z hat, unter « eine Konstante vom ab- 
soluten Betrage r verstanden. Das vorstehend bezeichnete ScHwArz’sche Lemma 
wird bei der Anwendung vielfach in transformierter Gestalt (»erweitertes Schwarzsches 
Lemma») zur Geltung kommen. 

Um das Schmiegungsverfahren zur Anwendung bringen zu können, ist, wie 
in I, eine, im allgemeinen elementare vorbereitende Abbildung des Bereichs B auf 
einen Bereich 6, innerhalb des Einheitskreises notwendig. Im Falle eines voll- 
ständig ausgearteten (d. i. nur von isolierten Punkten begrenzten) Bereichs wird 
dieselbe durch die Umkehrungsfunktion der elliptischen Modulfunktion geleistet, 
die ihrerseits hier als Abbildungsfunktion des Spitzendreiecks gewonnen wird. 

Nachdem im ersten Teile die Abbildungsfunktion f(z) gewonnen ist, wird im 
zweiten Teile das Verhalten der Abbildungsfunktion bei geschlossenen Umläufen 
und insbesondere auch das Verhalten derselben auf der Grenze des Bereichs B 
näher untersucht. 

Im dritten Teile schliesslich wird die verzweigte Fundamentalabbildung (d. i. 
verzweigte Abbildung auf das Innere des Einheitskreises, in speziellen Fällen 
ganze Ebene exkl. bezw. inkl. des unendlich fernen Punktes) der schlichten Be- 
reiche durchgeführt. Der allgemeinste Fall lässt sich auf den Fall der gewöhn- 
lichen signierten Kreisscheibe zurückführen, wobei hier der Fall endlich vieler 
innerhalb der Kreisfläche gegebener relativer Verzweigungspunkte a, mit vorge- 
gebenen Verzweigungszahlen n, und der von unendlich vielen solchen Verzwei- 
gungspunkten auf gleicher Linie mittels des Schmiegungsverfahrens zu behandeln 
sind, wobei namentlich die Feststellung des tatsächlichen Eintretens der er- 
warteten Schmiegungswirkung durch besondere Überlegungen geleistet werden 
muss. 

Für den Reduktionsprozess dient als Grundlage die Kenntnis der Scnwanz'schen 
Dreiecksfunktionen und des elliptischen Integrals erster Art, deren hier gegebene 
Behandlung ein gewisses Interesse für sich darbieten dürfte. 

Der vierte Teil enthält eine Anwendung der verzweigten Fundamentalabbildung 
der schlichten Vollebene auf die Bestimmung algebraischer Funktionen zu gege- 
bener Riemannscher Fläche, jenes Riemannsche Problem, welches bekanntlich 
zuerst (1870) durch SCHWARZ eine in sich geschlossene potentialtheoretische 
Lösung von spezifischer methodischer Tragweite fand. Als eine Besonderheit un- 
serer Lösung ist ihr rein funktionentheoretischer, im Geiste von WEIERSTRASS 
durchaus potenzreihentheoretisch bestimmter Charakter hervorzuheben. 

Überhaupt ist die ganze Abhandlung II, wie auch die Abhandlung I von 
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der Idee einer rein funktionentheoretischen, allein den Potenzreihenbegriff zu- 
grundelegenden Behandlungsweise beherrscht. ! 


B. Erster Teil. 


Existenzbeweis der unverzweigten Fundamentalabbildung: das Schmiegungs- 
verfahren. 


$ t. 


Problemstellung und Unitátssatz. Vorbereitende Abbildung des abzubildenden 
Bereichs auf einen Bereich innerhalb des Einheitskreises. 

Es werde mit B ein schlichter (p + 1)-fach zusammenhängender Bereich der 
z-Ebene bezeichnet, für welchen jedoch p>2 ist, aber auch =» sein kann. 
Die Zahl p +1 heisst die Zusammenhangszahl des Bereichs B, die Zahl p das 
Geschlecht des Bereichs B. Über die Natur der Begrenzungslinien des Bereichs 
B werde keinerlei spezialisierende Voraussetzung gemacht. Überhaupt wird unter 
dem Bereich B lediglich das eigentliche Innere desselben verstanden, d. i. die 
Gesamtheit aller derjenigen Bereichpunkte, mit welchen zugleich eine vollständige 
Umgebung derselben zum Bereiche gehört. Wir unterscheiden, wie in der Ab- 
handlung I, zwischen inneren Punkten, Grenzpunkten und äusseren Punkten des 
Bereichs. Von den p +1 Begrenzungslinien können sich einzelne oder auch alle 


! Der Gedanke einer rein’ funktionentheoretischen Behandlung der Uniformisierungs- 
probleme, insbesondere der Grenzkreisuniformisierung ist, wie ich auch in der Abhandlung I 
erwähnte, in gewissem Umfange schon früher zur Geltung gekommen: so bei Gauss (Methode 
des arithmetisch-geometrischen Mittels), bei Poincaré (Acta mathematica Bd. IV), SCHLESINGER 
[Crelles Journal Bd. 105;und 110 (V). Insbesondere haben Poincaré (I. c. 8 17) und SCHLESINGER 
(l. e.) eine Darstellung der Uniformisierungstranszendenten für die schlichte Vollebene, unter der 
Voraussetzung lauter reeller Verzweigungsstellen unendlich hoher Ordnung, durch algebraische 
Näherungsfunktionen behandelt, die bei Poincaré durch sukzessive Quadratwurzelausziehungen 
gefunden werden. Diese Untersuchungen tragen jedoch in der dargebotenen Form nicht den 
Charakter selbständiger Existenzbeweise, vielmehr den hypothetischer Konstruktionen, insofern 
als ihre Gültigkeit den anderweitig (bei Poincaré durch die Kontinuitätsmethode) erbrachten 
Existenzbeweis voraussetzt. 

Bezüglich der Frage einer rein funktionentheoretischen Bestimmung algebraischer Funk- 
tionen zu gegebener Riemannscher Fläche ist hier noch eine Arbeit von SCHLESINGER in den 
Ann. de l'Ecole Norm. sup. t. 20, 1903 zu erwähnen. SCHLESINGER beschränkt sich dabei jedoch 
auf den allgemeinen Fall, indem er eine Vervollständigung in Aussicht stellt. Wesentlich früher 
(1873 und 1881) behandelte THomae in Math. Ann. Bd. VI und XVIII den Fall drei- und vier- 
blättriger Riemannscher Flächen von beliebigem Geschlecht. Schliesslich sei hier auch auf die 
Methode der Integralgleichungen in Anwendung auf das Riemannsche Problem der Bestimmung 
von linear polymorphen Funktionssystemen mit vorgeschriebener Monodromiegruppe (HILBERT, 
Premets) sowie auf die Kontinuitätsmethode in Anwendung auf dasselbe Problem (SCHLESINGER, 
PrEwELJ) hingewiesen. 
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auf Punkte reduzieren. Wir sprechen dann, wie in I, von einfach, zweifach, 
...(p + 1)-fach ausgearteten Bereichen. Der unendlich ferne Punkt der z-Ebene 
kann innerer Punkt, äusserer Punkt oder Grenzpunkt des Bereichs B sein. 

Wir stellen uns nun folgendes Problem. 

Problemstellung: Es soll in B eine durchweg reguläre analytische 
Funktion ©=f(z) definiert werden, welche die Eigenschaft hat, eine 
konforme Abbildung des Bereichs B auf das Innere des Einheitskreises 
der ¢-Ebene zu vermitteln, so zwar, dass die Umkehrungsfunktion 
z—p(£) für das ganze Innere des Einheitskreises |Ü|<ı mit dem Cha- 
rakter einer rationalen Funktion überall hin fortgesetzt werden kann 
und dabei nur Werte annimmt, deren repräsentierende Punkte in B 
liegen. 

Die geforderte Abbildung des Bereichs B werde als die Fundamentalabbildung 
dieses Bereichs bezeichnet. 

Wird speziell angenommen, dass der Bereich B den unendlich fernen Punkt 
nicht in seinem Innern (höchstens auf seiner Grenze) enthalte, was immer durch 
eine lineare Transformation des Bereichs erreicht werden kann, so würde sowohl 
die Funktion f(z) in B als auch die Funktion p(£) im Einheitskreise überall re- 
gulär sein. Letztere Funktion würde ausserdem offenbar eine eindeutige Funk- 
tion sein, was man von der Funktion f(z) jedoch nicht sagen kann. Diese wird 
sich vielmehr stets als eine unendlich-vieldeutige Funktion herausstellen. Man 
kann das formulierte Abbildungsproblem auch so formulieren: 

Neue Formulierung des Abbildungsproblems: Es soll zwischen dem Be- 
reiche B und der Fläche des Einheitskreises eine durchweg konforme, 
unverzweigte, im Innern der beiden genannten Gebiete grenzstellen- 
freie Abbildung gefunden werden. 

Eine solche Abbildung haben wir in der Abhandlung I zwischen der Fläche 
des nichtausgearteten einfach zusammenhängenden Bereichs B und des nicht zwei- 
fachausgearteten zweifach zusammenhängenden Bereichs B herstellen können, 
indem wir insbesondere im letzteren Falle über dem Bereich B die zugehörende 
einfach zusammenhängende Überlagerungsfläche konstruierten und diese zunächst 
mittels logarithmischer Abbildung auf einen schlichten einfach zusammenhängen- 
den Bereich brachten, sodann diesen vermöge des Schmiegungsverfahrens auf die 
Fläche des Einheitskreises. 

Die zu bestimmende Funktion f(z) ist sofort als eine unendlich-vieldeutige 
analytische Funktion charakterisierbar, nämlich als eine Funktion, welche bei Aus- 
führung von Umläufen um die verschiedenen Begrenzungslinien des Bereichs B 
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und Wiederholung derselben in beliebiger Kombination immer neue Zweige dar- 
bietet. Nehmen wir zum Beweise das Gegenteil an, nämlich, dass sie nur endlich 
viele Zweige besitze. Alsdann gehört zu f(z) eine gewisse, über B endlich-viel- 
blättrig ausgebreitete Riemannsche Fläche F, deren Blätterzahl mit der Anzahl 
der verschiedenen Zweige der Funktion f(z) genau übereinstimmt. Auf dieser 
Fläche F kann nun die Funktion f(z) niemals an zwei von einander verschiedenen 
Stellen z, und z, einen und denselben Wert ¢* annehmen, weil hieraus folgen 
würde, dass die Umkehrungsfunktion q(£) an der Stelle Z* die beiden verschie- 
denen Werte z, und z, besitzt, welche aus einander durch eine gewisse analytische 
Fortsetzung innerhalb des Einheitskreises entstehen. Die Funktion q(£) könnte 
dann aber nicht mehr innerhalb des Einheitskreises überall regulär sein, da eine 
in einem einfach zusammenhängenden Gebiete überall regulär oder mit dem Cha- 
rakter rationaler Funktionen fortsetzbare analytische Funktion in diesem Gebiete 
auch eindeutig sein muss. Wir konstatieren ferner, dass die Funktion f(z) auch 
nicht an zwei koinzidierenden, jedoch verschiedenen Blättern angehörenden 
Punkten z* der Fläche F einen und denselben Wert £* haben kann. Denn in 
diesem Falle würde nun f(z) in einer gewissen Nachbarschaft der erwähnten Stelle 2* 
in den erwähnten Blättern jedenfalls immer verschiedene Werte haben, weil sonst 
die betreffenden Zweige überhaupt übereinstimmen müssten. Wir würden dem- 
nach an der Stelle ¢* jetzt zwei von einander verschiedene Elemente der Funk- 
tion p(£) erhalten, welche allerdings an der Stelle £* selbst einen und denselben 
Wert z* aufweisen, was jedoch nicht hindert, die Funktion p(£) nun als mehr- 
deutige analytische Funktion anzusprechen. Wir folgern jetzt, dass die Fläche F 
unter den bestehenden Annahmen eineindeutig und konform auf das Innere des 
Einheitskreises der ¢-Ebene abgebildet erscheint durch Vermittlung der Funktion 
f(z). Das ist aber topologisch unmöglich, weil die Fläche F mindestens p+ı 
voneinander verschiedene getrennte Begrenzungslinien! hat, während die Fläche 
des Einheitskreises einfach zusammenhängend ist. 

Die soeben angestellte Betrachtung lehrt uns nun aber nicht nur dieses, 
dass die zu f(z) gehörende Riemannsche Fläche F unendlich-vielblättrig sein 
muss, sondern sie lehrt uns auch unmittelbar, eben wegen der gefundenen Ein- 
eindeutigkeit der Beziehung zwischen F und der Fläche des ¢-Einheitskreises die 
wichtige Tatsache, dass F seinerseits eine einfach zusammenhängende Fläche sein 
muss. Die Möglichkeit der Lösung unseres Abbildungsproblems involviert somit 
die Existenz einer über B ausgebreitet zu denkenden, relativ unverzweigten, 





* Wir gebrauchen hier und im folgenden den Ausdruck Begrenzungslinien in dem wei- 
teren Sinne, dass wir dabei zulassen, dass eine solche »Linie» den allgemeinsten Begrenzungs- 
typus darbiete oder sich auch auf einen Punkt reduziert. 


Acta mathematica. 40. Imprimé le 5 novembre 1915. 
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grenzstellenfreien, einfach zusammenhingenden Riemann’schen Fläche F, welche 
nunmehr als die zu B gehörende einfach zusammenhängende Überlagerungsfläche ® 
bezeichnet werde. Wir stellen zunächst den für das gestellte Abbildungsproblem 
geltenden Unitätssatz fest. 

Unitätssatz: Das gestellte Abbildungsproblem kann, abgesehen von 
einer linearen Transformation, welche das Innere des £-Einheitskreises 
in sich transformiert, nur eine Lósung haben. 

Der Beweis ergibt sich sofort aus folgenden Bemerkungen. Sind f,(z) und 
f,(z) zwei Funktionen von 2, welche eine Lösung des gestellten Abbildungsproblems 
liefern, so stellt sich die damit gesetzte Abhängigkeit zwischen f, und f, als eine 
überall regulüre, grenzstellenfreie Beziehung des Innern des Einheitskreises auf 
sich selbst dar, welche Beziehung daher auch eineindeutig sein muss, also gemäss 
einem bekannten Satze in Gestalt einer ganzen oder gebrochenen linearen Funk- 
tion darstellbar.! 

Es bietet keine Schwierigkeit dar, die erwähnte einfach zusammenhängende 
Überlagerungsfläche ® über B direkt nach topologischen Prinzipien zu konstruieren. 
Ebenfalls ergibt sich leicht, dass die Fläche 9 durch die Eigenschaft, eine einfach 
zusammenhängende, innerhalb B grenzstellenfreie, unverzweigte Überlagerungs- 
fläche des Bereichs B zu sein, vollständig bestimmt ist. Wir begnügen uns in 
dieser Hinsicht auf andern Ortes von uns gegebene Ausführungen hinzuweisen. Ins- 
besondere haben wir im Journ. f. Math. Bd. 139 bereits den allgemeinsten Fall 
unendlich-vielfach zusammenhängender Riemann’scher Flächen behandelt. Wir 
können uns mit diesem Hinweise umsomehr begnügen, als tatsächlich ein voraus- 
gehender selbständiger topologischer Existenzbeweis der Fläche @ für unsere unten 
gegebenen Entwicklungen zur Bestimmung der gesuchten Abbildungsfunktion 
nicht erfordert wird. Gleichwohl werden wir gelegentlich im folgenden auf die 
einfach zusammenhängende Überlagerungsfläche ® anspielen. 

Der Nachweis der Existenz der Abbildungsfunktion f(z) kommt hinaus auf 
die Ausführung der eineindeutigen konformen Abbildung der Fläche ® auf das 
Innere des Einheitskreises. Wir wollen diesen Nachweis führen mittelst eines 
konvergenten Prozesses, bei welchem nur Quadratwurzeloperationen zur Anwendung 


gelangen, die übrigens auch durch V-Operationen oder Log-Operationen ersetzt 
werden können ohne wesentliche Modifikation der Beweisführung. Das Ver- 
fahren bezeichnen wir, wie in Abhandlung J, als Schmiegungsverfahren, weil wieder 
als wesentliche Eigenschaft der einzelnen Operationen die durch dieselbe be- 


! Vgl. meine Abhandlung I im Journal f. Math. Bd. 145. 
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wirkte immer stärkere Anschmiegung der Begrenzung des abzubildenden Bereichs 
an die Peripherie des Einheitskreises von innen her zu nennen ist. 

Wie in Abhandlung I benötigen wir auch hier zunächst eine vorbereitende 
Abbildung des Bereichs B und damit zugleich des ihm übergelagerten einfach zu- 
sammenhängenden Bereichs ® auf einen Bereich B,, welcher ganz innerhalb des 
Einheitskreises liegt. Dieser Bereich B, wird, wenn B nicht ein vollständig, 
d. i. (p + ı)-fach ausgearteter Bereich ist, dessen Begrenzung somit nur von 
Punkten gebildet wird, auf dieselbe Weise wie in I gefunden durch eine ein- 
eindeutige Transformation des Bereichs B, welche im Falle des Vorhandenseins 
äusserer Punkte durch eine lineare Transformation geliefert wird, im Falle des 
Fehlens von äusseren Punkten durch eine lineare Funktion in Verbindung mit 
einer Quadratwurzeloperation. 

Liegt jedoch der Fall eines vollständig ausgearteten Bereichs B vor, so ist 
eine eineindeutige konforme Abbildung des Bereichs B auf einen schlichten ganz 
innerhalb des Einheitskreises liegenden Bereich B, nicht möglich. 

Wir betrachten zunächst den Fall des dreifach zusammenhängenden Bereichs 
B, dessen vollständige Begrenzung von drei Punkten gebildet wird, die wir mit 
0, I, © zusammenfallend annehmen können. Wir überzeugen uns in folgender 
Weise von der Existenz der zu diesem Bereiche gehörenden gesuchten Abbildungs- 
funktion f(z). 

Wir gehen aus von einem von drei Orthogonalkreisbögen gebildeten Spitzen- 
dreieck S innerhalb des Einheitskreises der £-Ebene und bilden das Innere dieses 
Dreiecks konform auf die obere Halbebene ab auf Grund des Schmiegungsver- 
fahrens der Abhandlung I, wobei nun zu zeigen ist, dass die so gefundene Ab- 
bildungsfunktion z—y(£) sich auf den begrenzenden Kreisbögen des Spitzen- 
dreiecks regulär verhält und in den drei äussersten Punkten desselben sich be- 
stimmt verhält. Beide Tatsachen gewinnen wir nach der Methode $$ o u. ro 
Abhandlung I in folgender Weise. Wir bilden ein Kreisbogenzweieck, welches 
man erhält durch Erweiterung des Bereichs S über einen der begrenzenden Kreis- 
bögen hinaus durch das Äussere des Einheitskreises hindurch bis zu dem, jenem 
überschrittenen Kreisbogen in S gegenüberliegenden Eckpunkte Z von S, mittels 
der Exponentialfunktion konform auf die obere Halbebene ab, sodass dem Punkte 
E der Nullpunkt entspricht und den beiden andern Eckpunkten von S zwei 
Punkte a und —a der Achse des Reellen entsprechen. Bei dieser Operation wird 
S auf einen Bereich S' abgebildet, welcher der erwähnten oberen Halbebene an- 
gehört. Nunmehr wird zu $' der zu ihm spiegelbildlich symmetrische Bereich 
in Bezug auf die Achse des Reellen hinzugenommen und der so erweiterte Bereich, 
S", auf die Fläche des Einheitskreises abgebildet, wobei die Strecke a... (— a) nach 
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dem Satze S. 207 unten der Abhandlung I in einen Orthogonalkreisbogen und folg- 
lich S’ in ein Kreisbogenzweieck mit zwei rechten Winkeln übergeht, welches nun 
seinerseits elementar auf die Fläche einer z-Halbebene abgebildet wird. Das Re- 
sultat ist wieder die konforme Abbildung des Spitzendreiecks S auf die obere Halb- 
ebene. Hierdurch ist nicht nur festgestellt, dass die oben genannte Abbildungs- 
funktion z —4(2) des Spitzendreicks S auf den begrenzenden Orthogonalkreis- 
bögen von S sich regulär und in den Spitzen selbst sich bestimmt verhält, sondern 
es ist auch klar, dass der analytische Charakter der Funktion f(z) in den Punkten 
0, I, © durch die Form der dort geltenden analytischen Entwicklung näher be- 
stimmt ist. Es ergibt sich, dass eine gewisse lineare Funktion von f(z) im Null- 
punkte die Entwicklung logz + f(z) hat, unter f(z) eine reguläre Potenzreihe von 
z verstanden, und dass Entsprechendes in den Punkten ı und co stattfindet. 
Dass bei den nun in Betracht zu ziehenden symmetrischen Wiederholungen 
des Spitzendreiecks S sich tatsächlich eine vollständige Ausfüllung des Einheits- 
kreises ergibt, ist bekannt und wird wohl am einfachsten so nachgewiesen. Man 
bringt die Fläche des Einheitskreises auf die Fläche der oberen Halbebene durch 
diejenige lineare Transformation, welche eine Spitze ins Unendliche bringt, die 
beiden andern nach o und 1, sodass das neue Spitzendreieck in bekannter Weise 
von zwei Halbgeraden und einem Halbkreise begrenzt erscheint. Nun spiegelt man 
an dem Halbkreise. Dadurch wird das Spitzendreieck erweitert zu einem Vier- 


à : ce - i 
eck, welches unten von zwei Halbkreisen mit einem Durchmesser der Linge 


begrenzt wird. Nunmehr spiegelt man das ganze Viereck an jedem dieser beiden 
Halbkreise. Dann wird das ganze jetzt erschlossene Gebiet nach unten von vier 


à ^ 3 I : 
Halbkreisen begrenzt, deren einzelner, einen Durchmesser < hatru sw Her 


durch übersieht man unmittelbar die allmähliche vollständige Ausfüllung des von 
den beiden Halbgeraden und der Achse des Reellen begrenzten Parallelstreifens, 
ebenso die Ausfüllung der nach rechts und links benachbarten, sich sukzessive an- 
schliessenden unendlich vielen Parallelstreifen und damit der ganzen oberen Halb- 
ebene. Die Übereinstimmung der als Umkehrungsfunktion von q (Z) nunmehr ge- 
wonnenen Funktion f(z) mit der gesuchten Funktion f(z) ist evident. 

Nachdem wir in der angegebenen Weise in den Besitz der elliptischen Modul- 
funktion bezw. deren Umkehrungsfunktion gelangt sind, können wir diejenige 
Hilfsabbildung vornehmen, welche wir im Falle eines (p + 1)-fach ausgearteten 
(p + 1)-fach zusammenhängenden Bereichs B benötigen, bevor wir das eigentliche 
Schmiegungsverfahren zur Anwendung bringen können. Es sei B ein (p + 1)-fach 
zusammenhängender schlichter Bereich in der z-Ebene, dessen vollständige Be- 
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grenzung von p 4 r getrennten Punkten gebildet wird. Alsdann können wir ver- 
möge linearer Transformation annehmen, dass drei dieser Punkte mit den Punk- 
ten o, r, © der z-Ebene zusammenfallen. Wir bilden nunmehr, mit /(z) die 
Umkehrungsfunktion der Modulfunktion bezeichnend, den Bereich B mittels der 
Funktion 7 (z) konform ab, welche Funktion in B eine unendlich-vieldeutige Funk- 
tion ist, die jeden Wert der oberen Halbebene einmal und nur einmal annimmt 
mit Ausnahme derjenigen unendlich vielen Werte, die /(z) in den von o, 1, & 
verschiedenen Begrenzungspunkten von Bannimmt. Es wird demnach der Bereich 
B unendlich-eindeutig auf einen Bereich B' abgebildet, welcher von der ganzen 
oberen Halbebene gebildet wird excl. der Achse des Reellen selbst und excl. unend- 
lich vieler Punkte innerhalb der oberen Halbebene, welche sich nur gegen die Achse 
des Reellen hin häufen. Durch lineare Transformation können wir die genannte 
Halbebene in das Innere des Einheitskreises verwandeln und damit den Bereich 
B' in einen Bereich B,, welcher auch den Nullpunkt in seinem Innern enthaltend 
angenommen werden kann. 

Man bemerkt ohne weiteres, dass unsere vorbereitenden Hülfsabbildungen 
mittels linearer Funktionen, Quadratwurzelfunktionen, elliptischer Modulfunktion 
sich auch auf den Fall unendlich hohen Zusammenhanges des Bereichs B erstrecken. 
Hierdurch ist die von uns gestellte Abbildungsaufgabe reduziert auf die andere, 
in B, eine unendlich-vieldeutige analytische, reguläre, unverzweigte, grenzstellenfreie 
Funktion f(z,) zu bestimmen, welche in B, jeden Wert, welcher dem absoluten Be- 
trage nach <1 ist, einmal und nur einmal annimmt. 


$ 2. 


Das Schmiegungsverfahren. 

Den Bereich 5, haben wir im Folgenden als einen endlich- oder unendlich- 
vielfach zusammenhängenden Bereich aufzufassen, der vollständig innerhalb des 
Einheitskreises der z,-Ebene liegt und den Nullpunkt in seinem Innern enthält. 
In der Tat wird auch unser Beweisverfahren keine grundsätzlich neue Betrachtung 
erforderlich machen, wenn wir diese Allgemeinheit zu Grunde legen. Die zu be- 
stimmende Funktion heisse f(z,). Wir werden sie als Grenzfunktion einer Folge 
endlich-vieldeutiger Näherungsfunktionen z, — f,(z,) ermitteln, deren erste z, selbst 
ist, während die (n+ r)-te aus der n-ten mittels einer bestimmten Quadrat- 
wurzeloperation entsteht, sodass die Funktion f,(z,) eine 2”-!-deutige Funktion 
von z, in dem Gebiete B, ist. Diese Funktion f,(z,) nimmt in B, keinen Wert 
mehr als einmal an, sie wird im Punkte z, — o in einem und nur einem ihrer 
Zweige (dem Hauptzweige) null und leistet eine 2””!-deutige konforme Abbildung 
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des Bereichs 6, auf einen schlichten Bereich B,, dessen Ordnungszahl des Zu- 
sammenhanges mit unbegrenzt wachsendem n unendlich gross wird, wenn nicht 
bereits der Zusammenhang von P, selbst unendlich gross war. Diese unendlich 
gross werdende Ordnung des Zusammenhanges wird jedoch in der Grenze selbst 
bedeutungslos werden auf Grund des folgenden wesentlichen Umstandes, der die 
Bezeichnung des Verfahrens als Schmiegungsverfahren rechtfertigt. Es werden, 
wenn mit «„ der dem Nullpunkte am nächsten liegende Punkt der Begrenzung 
des Bereichs 5, bezeichnet wird, wie in I, die Beziehungen gelten 


(*) ez ese CA | lez os eg din [o] | ane 


n 


sodass als Grenze des Bereichs P, die einfach zusammenhängende Fläche des Ein- 
heitskreises sich ergeben wird. 

Die Konstruktion der Funktion f,4i1(2,)— 24, geschieht, wie in I, unter Zu- 
hilfenahme einer im Punkte c, verzweigten Windungsflüche W, erster Ordnung. 
Da jedoch jetzt die Funktionen f,(z,) in B, sich nicht mehr, wie damals, als 
eindeutige Funktionen ergeben werden, so ist für die spätere Vergleichung der 
Funktionen f,(z,) mit einander zum Zwecke des Konvergenzbeweises noch beson- 
ders hervorzuheben, dass jedenfalls in der Umgebung der Stelle z, — o für alle 
diese Funktionen /,(z,) ein bestimmter Hauptzweig vorhanden ist, nämlich der- 
jenige, in welchem die Funktionen für z, =o verschwinden. 

Gehen wir zum Konvergenzbeweise selbst über, so können wir zunächst ohne 
weiteres, wie in der Abhandlung I, mittels des Schwarzschen Lemmas, in Anwendung 
desselben auf die Funktion 2, (2,41), d. i. z, in Abhängigkeit von z,+1, schliessen, 
dass die Beziehungen (*) bestehen. Wir können dies so aussprechen: Die Funk- 
tion f,(z,) kommt dem von uns gewünschten Ziele mit wachsendem x insofern 
näher und näher, als sie tatsächlich in B, eine in einem ibrer Zweige im Null- 
punkte verschwindende, in B, reguläre, unverzweigte und grenzstellenfreie ana- 
lytische Funktion ist, die keinen Wert mehr als einmal annimmt und mit der 
Gesamtheit ihrer Werte zwar noch nicht die volle Fläche des Einheitskreises erfüllt, 
jedoch ein Gebiet B, innerhalb des Einheitskreises, welches bereits eine Kreis- 
fläche K, mit dem Nullpunkte als Mittelpunkt und einem Radius |«„| vollständig 
enthält, der seinerseits mit unbegrenzt wachsendem n gegen ı konvergiert. 

Wir wollen die Untersuchung zunächst für das Gebiet |z,|<g]|«,| durch- 
führen, indem wir unter g eine positive von null verschiedene reelle Grösse unter- 
halb r verstehen. Die durch die erwähnte Ungleichheitsbeziehung definierte 
Kreisfläche möge mit KA, bezeichnet werden. Wir bemerken jetzt, dass nach dem 
ScuwaRZ'schen Lemma, angewandt auf die im Kreise X, regulär und eindeutig 
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erklärte Funktion z,—f,(z,), die Werte z,, bei Beschränkung der Grösse z, auf 
die Kreisfläche X!, ihrerseits auf die Kreisfläche K@ mit dem Nullpunkt als Mittel- 
punkt und dem Radius q beschränkt bleiben. Um nun die gleichmässige Kon- 
vergenz der Funktionenfolge f,(z,) in K, zu beweisen, genügt es jetzt, die gleich- 
en 


SUN. = CD a c =. et 
mässige Konvergenz der Grösse ^^^" gegen r innerhalb derselben Kreisfläche zu 


en 


beweisen, woraus dann eben die gleichmässige Konvergenz der Grösse (254 — 25) 
gegen o in demselben Gebiete folgen würde. Vgl. § 3 der Abhandlung I. 


2 1 . .. 
Wir betrachten zu dem Zwecke die Grösse ^"^" als Funktion der Grösse z,. 
en 
Auf der Peripherie des Kreises K, mit dem Radis |«,| wird diese Grösse dem 


se 


Im 


absoluten Betrage nach unterhalb TEE bleiben. Sie bleibt demnach, da sie inner- 





W- Ebene 





CO 
es 


halb desselben Kreises regulär ist, innerhalb dieses Kreises dem absoluten Be- 


- (1+ €) 





trage nach unterhalb ebenderselben Grösse, welche Grösse ihrerseits oberhalb ı 
liegt und mit wachsendem n gegen ı konvergiert. Nun ist noch zu bemerken, 


dass die zu untersuchende Funktion ^"*" für z,— o einen positiv reellen Wert 


n 


oberhalb r annimmt. Hieraus folgt für diese Funktion, dass sie im Kreise |z, |< ¢ 
gleichmässig gegen ı konvergiert und zwar auf Grund des folgenden Hilfssatzes: 

Hilfssatz: Ist W = F(z) eine für |z| 4 x regulär und eindeutig erklärte, im 
Nullpunkte den Wert r annehmende analytische Funktion, deren Werte für alle 
genannten Werte z innerhalb des Kreises K"+® mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt 
und ı+e als Radius (e 0) bleiben, so bleibt dieselbe Funktion für |z| «&q « x 
ihren Werten nach auf die Fläche eines den Einheitspunkt umschliessenden Kreises 
K beschränkt, welcher von der Wahl der Funktion unabhängig ist und dessen 
Durchmesser unendlich klein wird, wenn die positive Grösse e unendlich klein wird. 

Dieser Satz ist eine Folge des Scuwarz’schen Lemmas. Er ergibt sich aus 
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diesem durch eine lineare Transformation der Funktionsebene, welche den Ein- 
heitspunkt in den Nullpunkt überführt und die Punkte r 4 « und r— in die 
Punkte + 1 und —ı. Man erkennt ohne weiteres aus den beigefügten Figuren, 
wie der Kreis K (in Figur 2 schraffiert) aus den Daten der z-Ebene als Bild der 
Kreisfläche |z| « g gefunden wird. Der Winkel 4 der W-Ebene ist aus der Figur 
der z-Ebene zu entnehmen. 

Damit ist für die Kreisfläche A’, die gleichmässige Konvergenz der Funk- 
tionenfolge f„(z,) in deren Hauptzweigen bewiesen. 

Nunmehr werde irgend eine Linie Z vom Nullpunkte der z,-Ebene aus gezogen 
und ein dieselbe einbettender Flächenstreifen 3 betrachtet, der nicht bis an die 
Grenze des Bereichs B, heranreicht. Indem wir der Funktion /, (z,) im Anfangs- 
punkte der Linie Z den Hauptwert o beilegen, ist damit der Verlauf der Funk- 


wen 
DM 







tion f„(2,) längs L und damit in z, bestimmt. Der 
W- Ebene Nachweis der gleichmässigen Konvergenz der Funk- 

tionenfolge f,(z,) für 9 ist unmittelbar durch den 
+, vorhergehenden Beweis mitgeliefert, sobald nach- 

gewiesen ist, dass die Werte f„(z,), wie sie in ? 
erklärt sind, dem absoluten Betrage nach unterhalb 
einer Grösse QW<ı bleiben. Dass dies in der Tat 


der Fall ist, ist nun eine Folge des erweiterten 


Fig. 3. 


Schwarz schen Lemmas, welches wir jetzt kettenför- 
mig làngs der Linie L zur Anwendung zu bringen haben, auf dieser eine Folge 
hinreichend benachbarter Punkte P,, P,,... wählend und um dieselben als Mittel- 
punkte je zwei in B, verbleibende Kreisflächen mit einem Radienverhältnis g so 
bestimmend, dass jedesmal P,,; der inneren Kreisscheibe des »-ten Kreisscheiben- 
paares angehört. Als erweitertes ScHwaRZ'sches Lemma bezeichnen wir hierbei 
den folgenden Satz: 

Erweitertes Schwarz'sches Lemma: Ist W = F(z) eine für |z| « 1 reguläre, im 
Nullpunkte den Wert W, annehmende, dem absoluten Betrage nach unterhalb ı 
bleibende analytische Funktion, so bleiben für |2]<g<ı die Funktionswerte 
beschränkt auf die Fläche eines Kreises, der den Punkt W, umschliesst und 
dessen Konstruktion gemäss Figur 3 erfolgt. Diese Kreisfläche hat von der 
Peripherie des Einheitskreises einen endlichen, von null verschiedenen Abstand. 

Aus dem Vorstehenden geht hervor, dass die Funktionenfolge f, (z,) inner- 
halb 5, gleichmässig konvergiert. Die Grenzfunktion f. (z,) = 2. wird offenbar 
einen Hauptzweig besitzen, der im Punkte z, — o verschwindet. Im Übrigen ist 
die Funktion f,(z,) innerhalb 5, in allen ihren Zweigen regulär und bleibt dem 


absoluten Betrage der Werte nach unterhalb r. 
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Wir wollen jetzt zeigen dass die Funktion f.(z,) eine schlichte, unendlich- 
eindeutige Abbildung des Bereichs B, auf das vollständige Innere des Einheits- 
kreises leistet. 

Zu dem Zwecke machen wir zunächst die Bemerkung, dass die Funktion 
nieht identisch verschwinden kann. Denn sie verschwindet im Hauptzweige für 
z,— o und ferner ist im Hauptzweige für o « |z, | « |«, | stets des d 9 lead | 9 T e e 

Weiter bemerken wir, dass stets im Hauptzweige z, von 2, verschieden 


ist, sofern z, von 2! verschieden ist, unter z, und 2; zwei verschiedene z,-Werte 
verstanden. Diesen Nachweis führen wir in der Weise, dass wir für die Differenz 
[21 — 2.1 eine von n unabhängige, von null verschiedene untere Schranke bestim- 
men mittels des SCHWARz’schen Lemmas. 

Nehmen wir in der Tat zunächst an, dass z\ und 27 innerhalb des Kreises X! 


liegen, so bleiben die entsprechenden Grössen z!, und z; in dem Bezirke |z|<g<r, 


wie wir wissen. Diese beiden Grössen sind jedenfalls von einander verschieden. 
Stellen wir uns nun vor, dass durch hinreichend grosse Wahl von n die Entfernung 
der Punkte z, und z, beliebig klein werden könnte, so würde man um z, als 
Mittelpunkt einen ganz in K, (d. i. |z;| € |«,|) enthaltenen Kreis z, mit dem 


" ! 


n Tn 


[onl — q 
klein werden würde. Hieraus aber würde sich nun durch Anwendung des 
Scawarz schen Lemmas auf die Umkehrungsfunktion der Funktion f,(z,), d. i. 
die Funktion 2, =, (zn) für das Gebiet z,, wobei der Punkt z, als Nullpunkt zu 


Radius |«,|—gq beschreiben können, wobei das Verhältnis beliebig 


denken ist, sofort eine Abschätzung für die Differenz |z; — z; | ergeben, derzu- 
folge dieser Abstand unterhalb einer beliebig kleinen Grösse liegen müsste, 
während er doch bestimmt und von null verschieden ist. 

Betrachten wir nunmehr irgend zwei Werte 2, =f. (z,) und 2, = f.(2!). 
setzen dabei jedoch z, von 2° zunächst verschieden voraus, im übrigen aber be- 
liebig innerhalb B, liegend. Wir behaupten dann, dass die genannten beiden 
Werte z, und zj von einander verschieden sind. Zu dem Zwecke denken wir 
uns zwecks genauerer Definition der Zweige die Punkte z und z/ durch eine 
Linie L, bezw. ZL! mit dem Nullpunkte verbunden. Indem man von diesem Punkte 
ausgehend die Linie L, bezw. L; durchläuft, gelangt man, mit dem Hauptzweige 
der Funktion f,(z,) beginnend, zu den Werten f,(2,) bezw. f,(2!). Wir können 
nun wie oben schliessen, dass alle f,(z,) und f,(z;), (diese Grössen auch in 
den dureh die Linien ZL bezw. LL; festzulegenden Zweigen genommen), für 
^ — 1, 2, 3,... unterhalb einer Grösse q < 1 bleiben, folglich innerhalb der Kreise 
K, liegen von einem gewissen n ab, das mit N bezeichnet werde. Die Grössen 
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z, und z sind nun aber offenbar von einander verschieden für jeden Wert des 


Index n. Folglich ergibt sich, indem man sich denkt, dass man etwa in der 
z,-Ebene erst beginne mit dem Schmiegungsverfahren, genau wie vorher, die Un- 
gleichheit der Grössen z, und z, und gleichzeitig erkennt man die Möglichkeit, 
eine untere Schranke für den Abstand der beiden Punkte z/, und z/, zu berechnen. 

Nehmen wir jetzt an, dass z, und z; zusammenfallen. Alsdann ist Über- 
einstimmung der Werte 2, und 2; dann und nur dann vorhanden, wenn die aus 
L' 


, und L; zusammengesetzte geschlossene Linie Z als solche innerhalb B, 


auf einen Punkt zusammenziehbar ist. In der Tat wird man wieder sagen 
können, dass von einem gewissen n ab die Punkte z, und z; einschliesslich der 
Bildkurven L; und L; (Bilder von L| bezw. L; in der z,-Ebene) auch in diesem 
Falle innerhalb K, liegen und dass sie innerhalb eines Kreises mit einem Radius 
q<ı bleiben, der von n unabhängig bestimmbar ist. Es ist nun auf Grund der 
vorstehenden Herleitungen klar, dass für das Zusammenfallen der Punkte z;, und 


! 


2, notwendig und hinreichend ist die Bedingung: z, —2;. Ist diese Bedingung 
erfüllt, so ist offenbar die als Bild von Z in der z,-Ebene sich ergebende Linie 
L, innerhalb der Kreisflache A, auf einen Punkt zusammenziehbar, was sich un- 
mittelbar auf die Linie Z mit Bezug auf den Bereich B, überträgt und das oben 
bezeichnete Resultat ergibt. 

Es bleibt schliesslich noch die Frage der vollständigen Ausfüllung des Ein- 
heitskreises bei der durch die Funktion f, (z,) vermittelten konformen Abbildung 
zu erledigen. Diese Frage aber ist leicht zu beantworten. Es seir<ı. Um 
dann für die Fläche X” des Kreises mit dem Radius r um den Nullpunkt der 
z,-Ebene als Mittelpunkt zu zeigen, dass dieselbe vollständig ausgefüllt wird, be- 
stimmen wir eine Zahl N so, dass K,, den Kreis K'? vollständig umschliesst. 
Der Kreisfläche X der z,-Ebene entspricht in der z,-Ebene ein gewisses mehr- 
blättriges windungspunktfreies Flächenstück H, dessen vollständige Begrenzung 
von der Begrenzung des Bereichs B, einen endlichen Abstand hat. Innerhalb H 
ist die Funktion f,(z,) eindeutig erklärt und leistet eben die eineindeutige Ab- 
bildung dieses Flächenstücks auf die Kreisfläche K(?, wobei der Begrenzungslinie 
der Fläche H die Peripherie von K” entspricht. Ist n>N so wird /„(z,) in H 
ebenfalls eindeutig erklärt sein und eine Abbildung vermitteln, bei welcher die 
Begrenzungslinie des Bildbereichs offenbar eine geschlossene, die Kreislinie X") 
einfach umschliessende Linie /„ ist. Daraus ergibt sich, dass nun auch die 
Grenzkurve /,„ ganz ausserhalb X") verläuft und dass mithin H durch die Funk- 
tion f,,(z,) auf ein die Kreisfläche X") vollständig enthaltendes schlichtes Flächen- 
stücke ineindeutig und regulär abgebildet wird. 
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C. Zweiter Teil. 
Nähere Untersuchung der Abbildung. 


$ 3. 
Parabolische und hyperbolische Umlaufssubstitutionen zu isolierten Begrenzungs- 
punkten bezw. Begrenzungslinien. 


Die Kenntnis der durch die Funktion © — f(z) vermittelten konformen Abbil- 
dung führt dazu, eine zum Bereiche B gehörende eigentlich diskontinuierliche Gruppe 
G von linearen Substitutionen ins Auge zu fassen, bestehend aus lauter Substitu- 
tionen, welche die Fläche des £-Einheitskreises in sich transformieren. Betrachten 
wir nämlich irgend zwei Zweige der Funktion f(z), etwa £, und £,, so wird die 
zwischen 5, und Z, bestehende analytische Abhängigkeit eine solche sein, bei 
welcher sowohl die Funktion £,(£;) als auch die Funktion £, (£,) innerhalb des 
S-Einheitskreises eine reguläre und grenzstellenfreie analytische Funktion ist. 
D. h.: die Abhängigkeit zwischen ¢, und £, stellt sich dar als eine eineindeutige 
konforme Abbildung der Fläche des £-Einheitskreises auf sich selbst. Diese Ab- 
hängigkeit wird daher durch eine lineare Substitution vermittelt. Die Gesamtheit 
dieser Substitutionen bildet eine Gruppe @. 

Wir beweisen folgenden Satz. 

Saiz: Die Funktion /(z) erleidet bei einer einfachen vollständigen Umlaufung 
einer Begrenzungslinie des Bereichs B eine hyperbolische oder parabolische Sub- 
stitution, jenachdem die betreffende Begrenzungslinie eine allgemeine Begrenzung 
oder eine ausgeartete Begrenzung ist, d. i. ein einzelner Punkt. — 

Bekanntlich unterscheiden sich die hyperbolischen Substitutionen von den 
parabolischen dadurch, dass sie zwei getrennte Fixpunkte haben, die hier auf der 
Peripherie des Einheitskreises liegen müssen, während die parabolischen Substitu- 
tionen nur einen einzigen Fixpunkt haben, der hier ebenfalls auf der Peripherie 
des Einheitskreises liegen muss. 

Betrachten wir etwa zunächst den Fall eines isolierten Begrenzungspunktes 
a des Bereichs B. Wir konstruieren um den Punkt a eine geschlossene Linie L, 
welche diesen Punkt in dessen unmittelbarer Umgebung einfach umschlingt. Wir 
wollen zeigen, dass der vollständigen Durchlaufung von Z eine parabolische Sub- 
stitution entspricht. Zunächst ist klar, dass die Funktion f(z) sich nicht bei end- 
lich vielen Umläufen um den Punkt a reproduzieren kann. Denn dies würde 
bedeuten, dass die zugehörende Substitution eine elliptische Substitution wäre, 
welche das Innere des Einheitskreises in sich transformiert und folglich einen 
Fixpunkt im Innern des Einheitskreises haben muss. Ein solcher innerer Fix- 
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punkt kann aber offenbar für keine Substitution der Gruppe @ vorhanden sein, 
weil dann die Funktion f(z) in mehreren von einander verschiedenen Zweigen einen 
und denselben Wert annehmen würde (entsprechend dem Fixpunkte), während 
sie doch, wie wir wissen, keinen Wert mehr als einmal annimmt. Wir schliessen 
somit, dass sich als Bild der Linie Z im £-Einheitskreise eine Linie 4 ergibt, 
welche, wenn die zu untersuchende Substitution nicht parabolisch ist, zwei von- 
einander verschiedene Punkte der Peripherie des Einheitskreises miteinander ver- 
bindet. Durch .4 wird das Innere des Einheitskreises in zwei Gebiete zerlegt, 
deren eines, y, als das Bild der durch L abgegrenzten Umgebung des Punktes a 
zu gelten hat. Ist A derjenige Teil der Peripherie des Einheitskreises, welcher 
an der Begrenzung des Gebietes y teilnimmt, so stellt sich uns nunmehr die Um- 
kehrungsfunktion z(¢) der Funktion f(z) als eine Funktion dar, welche längs 7 
stetig in den Wert a übergeht und sich folglich nach einem Schwarz’schen Satze 
(Abhandlung I S. 210) überhaupt auf eine Konstante reduzieren muss. Das ist 
aber unmöglich. Mithin ist die der Umlaufung eines isolierten Begrenzungs- 
punktes entsprechende Substitution eine parabolische Substitution. 

Die Untersuchung zeigt zugleich, dass der Wertevorrat der Funktion f(z) 
in einem in sich zusammenhängenden, durch die Linie L abgegrenzten Gewinde 
von Zweigen bei Zusammenziehung der Linie Z auf den Punkt a sich auf einen 
einzigen Wert reduziert, nämlich den dem Fixpunkte der Umlaufssubstitution 
entsprechenden Wert. 

Lassen wir jetzt an Stelle des Punktes a eine allgemeine Begrenzungslinie A 
treten. Wir ziehen wieder eine Linie L, welche einen sich an A anschliessenden zwei- 
fach zusammenhängenden Streifen S vom Bereiche B abtrennt. Der Linie L ent- 
spricht im ¢-Einheitskreise eine Linie .7, welche, wenn angenommen wird, die für 
L sich ergebende Substitution der Funktion /(z) sei parabolisch, von einem Punkte 
Z, der Peripherie des Einheitskreises ausgeht und in demselben Punkte £, auch 
endigt. Es sind jetzt zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem das Bild des Be- 
reichs S im Einheitskreise das Gebiet y, oder y, ist. Mit y, bezeichnen wir näm- 
lich dasjenige der beiden durch .7 bestimmten Teilgebiete des [-Einheitskreises, 
welches [, als einzigen Peripheriepunkt auf seiner Begrenzung hat, mit y, dasjenige, 
welches die ganze Peripherie des Einheitskreises als Begrenzungsstück aufweist. 

Ist das Bild y von S mit 7, identisch, so bilden wir eine lineare Funktion 
Z' der Grösse £ so, dass an Stelle des Einheitskreises die obere © Halbebene und 
an Stelle des Punktes £, der Punkt © tritt, an Stelle der betrachteten parabo- 


lischen Substitution die parabolische Substitution £’—¢'+ 22. Ferner bilden 


" 


wir nun e? — 7" und erhalten auf diese Weise eine eineindeutige konforme Ab- 


bildung des Bereichs S auf einen schlichten zweifach zusammenhüngenden Bereich 
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S", dessen eine, der Linie A entsprechende Begrenzung von einem einzelnen Punkte 
gebildet wird, was nach einem Satze der Abhandlung I (S. 204) nicht möglich ist. 

Ist zweitens das Bild y von S mit y, identisch, so gehen wir von der Be- 
merkung aus, dass die Funktion /(z), wie aus dem Aufbau der Überlagerungs- 
fläche ® sich unmittelbar ergibt, unendlich viele von einander verschiedene Zweige 
besitzt, welche sogar in dem Sinne von einander verschieden sind, dass keine 
zwei derselben demselben Gewinde angehören, d. i. durch blosse Umlaufung der 
Linie 4 ineinander übergeführt werden können. Bilden wir mit einem solchen 
neuen Zweige und seinen bei Durchlaufung von Z sich ergebenden weiteren 
Zweigen das Gebiet S ab, so wird das sich ergebende Bild 7 vollständig in y, ent- 
halten sein müssen. Das ist aber im Widerspruch mit der Tatsache, dass zwischen 
dem jetzt betrachteten und dem ursprünglich betrachteten Zweige der Funktion 
f(z) eine lineare Beziehung besteht, sodass auch für das Gebiet y die für das 
Gebiet y, geltende Bemerkung in Kraft bleibt, dass dieses Gebiet die vollständige 
Peripherie des Einheitskreises als Begrenzung besitzt. 

Die Berufung auf den Aufbau der Fläche ® kann übrigens vermieden wer- 
den. Man bilde den Bereich B, mit 2 und z? zwei nicht auf der Linie À lie- 


gende, verschiedenen Begrenzungslinien von B angehörende Punkte bezeichnend, 
2—20) 


den Bereich B mittels der Funktion z — log ——, 


a 


welcher nun unendlich viele diskrete Bilder der Linie A als Begrenzungslinien 


auf einen Bereich B' ab, 


aufweist, deren jede mindestens ein neues Zweiggewinde liefert. Die Beweisführung 
gilt offenbar auch bei unendlich hohem Zusammenhange des Bereichs B. 


$ 4. 

Verhalten der Abbildungsfunktion f(z) auf der Grenze (Grenzlinien und isolierte 
Grenzpunkte) des Bereichs B. 

Nachdem wir uns über den Charakter der Substitutionen Rechenschaft ge- 
geben haben, welche die Funktion /(z) bei Umlaufung der einzelnen Begrenzungs- 
linien erleidet, wollen wir nunmehr auf die Frage des Verhaltens der Funktion j (2) 
selbst in den Begrenzungslinien näher eingehen. Insbesondere wollen wir fol- 
gende Sätze beweisen. 

1. In einem isolierten Begrenzungspunkte a lässt sich von jedem Zweige 
der Funktion fíz) eine lineare Funktion in der Weise bilden, dass die so ent- 
stehende neue Funktion von z nach Abzug der Funktion log (z — a) sich im Punkte 
a regulär verhält. Es gehört auf diese Weise zu jedem Zweige der Funktion /(z) 
in einem solchen Punkte ein ganz bestimmter Wert der Funktion oder, besser 
gesagt, zu jedem einzelnen Gewinde von Zweigen. 
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rà. Zu verschiedenen bei « betrachteten Gewinden gehören ferner stets 
verschiedene Werte, ebenso zu je zwei Gewinden, die verschiedenen isolierten 
Begrenzungspunkten entsprechen. 

2. Ist L eine geschlossene reguläre analytische Begrenzungslinie des Bereichs 
D, so verhält sich die Funktion f(z) in jedem ihrer Zweige längs L regulär und 
kann demgemäss über die Begrenzung von LZ hinaus analytisch fortgesetzt wer- 
den. Das Analoge gilt, wenn L analytische Kurvenstücke besitzt, für das Ver- 
halten der Funktion f(z) auf diesen Stücken. 

3. Ist eine Begrenzungslinie Z von B eine Jordan-Kurve, so verhält sich 
die Funktion /(z) in allen ihren Zweigen längs dieser Linie stetig, und es ent- 
sprechen verschiedenen Punkten der Linie immer auch verschiedene Werte der 
Funktion, desgleichen einem und demselben Punkte immer verschiedene Werte, 
wenn verschiedene Zweige der Funktion in Betracht gezogen werden, 

4. Ist eine Begrenzungslinie Z des Bereichs B eine Begrenzung allgemeinster 
Art, so ist gemäss den Entwicklungen des $ ır der Abhandlung I die Begrenzung 
als eine zyklisch angeordnete Gesamtheit von lauter Begrenzungselementen auf- 
zufassen und es gelten dann zu 3. analoge Bemerkungen, sofern man diese Rand- 
elemente an Stelle der einzelnen Punkte treten lässt. Der präzise Inhalt dieser 
Behauptung ergibt sich aus den folgenden Beweisführungen. 

Der Beweis des Satzes r. ergibt sich aus der Bemerkung, dass die S. 268 gebildete 


I! 


Exponentialgrösse Z" in Abhängigkeit von z uns eine Abbildung darbietet, welche 
der vollständigen Umgebung des isolierten Begrenzungspunktes die vollständige 
Umgebung des Nullpunktes entsprechen lässt, also nach dem Satze S. 204 der 
Abh. I durch eine im isolierten Begrenzungspunkte selbst reguläre analytische 
Funktion vermittelt wird, deren Ableitung in diesem Punkte von Null verschieden 
sein muss. Zugrunde liegt diesem Beweise der vorher gelieferte Nachweis, dass 
die zu einem isolierten Begrenzungspunkt gehörende Umlaufssubstitution para- 
bolisch ist. 

Die Richtigkeit von ra ergibt sich aus dem Umstande, dass zwei verschie- 
denen an der Überlagerungsfläche ® beteiligten Gewinden unendlich hoher Ord- 
nung lauter voneinander verschiedene Gebiete im Einheitskreise entsprechen, 
deren jedes einzelne eine ganze Kreisfläche enthalten muss, welche die Peripherie 
des Einheitskreises in einem Punkte, nämlich dem Fixpunkte der zu dem Gewinde 
gehörenden Umlaufssubstitution berührt. 

Zum Beweise des Satzes 2. denken wir uns dem Bereich B längs der zu be- 
trachtenden regulären analytischen Begrenzungslinie einen zweifach zusammenhän- 
genden Flächenstreifen 6 angesetzt. Der Bereich B + b werde mit B' bezeichnet. 
Nunmehr werde die zu B' gehörende Funktion f(z) gebildet, welche B’ auf die 
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Fläche des Einheitskreises abbildet. Dieselbe lässt der Linie Z eine bestimmte 
reguläre analytische Linie entsprechen, welche im Einheitskreise als Querschnitt 
erscheint. Das Bild, welches die Funktion f(z) von B entwirft, ist ein Teilbereich 
der Fläche des Einheitskreises, welcher, entsprechend der Linie Z,, unendlich viele 
reguläre analytische Begrenzungsstücke aufweist, im übrigen jedoch ebenfalls ein- 
fach zusammenhängend ist. Bilden wir nun diesen einfach zusammenhängenden 
Bereich auf die Fläche des Einheitskreises ab gemäss dem gewöhnlichen Schmie- 
gungsverfahren der Abhandlung I, so ergibt sich bei dieser Abbildung gemäss den 
Entwicklungen des $ 9 der Abhandlung I eine reguläre analytische Abbildung der 
erwähnten analytischen Begrenzungsteile auf Stücke der Peripherie des Einbeits- 
kreises. Die letztgenannte Abbildung führt uns nun aber zu der eigentlich be- 
trachteten Abbildung des Bereichs B auf die volle Fläche des Einheitskreises. 

Ein anderer Weg ist der folgende. Wir bilden zunächst den Bereich B auf einen 
Bereich B' ab, bei welchem der Linie Z eine Gerade @ entspricht. Wir erreichen 
dies durch konforme Abbildung des von Z allein begrenzten, B enthaltenden ein- 
fach zusammenhängenden Bereichs auf eine Halbebene. Bei dieser Hilfsabbildung 
nun wird nach $ 8 der Abh. I die Linie Z regulär analytisch auf @ abgebildet. 
Daher genügt es, für den Bereich B’ nachzuweisen, dass die zugehórende Abbil- 
dungsfunktion f(z) auf der Geraden @ regulär ist. Diese Abbildungsfunktion 
kann nun aber erhalten werden, indem man zunächst B' an @ spiegelt und für 
den gewonnenen erweiterten Bereich, bezeichnet etwa mit 5", die Abbildung auf 
die Fläche des Einheitskreises ausführt, wobei der Geraden G, gleichgültig welchen 
Zweig der Funktion f (z) wir nehmen, ein vollstàndiger Orthogonalkreisbogen inner- 
halb des Einheitskreises entsprechen wird. Als Bild von B wird sich bei dieser 
Abbildung ein von unendlich vielen solchen vollständigen Orthogonalkreisbógen 
begrenztes Teilgebiet des Einheitskreises ergeben, welches einfach zusammen- 
hängend ist und welches nun, um zu f(z) zu gelangen, noch auf die volle Fläche 
des Einheitskreises abzubilden ist, wobei nun diesen Kreisbógen Teile der Peri- 
pherie des Einheitskreises regulär entsprechen werden, gemäss $ 9 der Abhand- 
lung I. Der Vorteil dieser Beweisführung gegenüber der ersten besteht darin, 
dass von den Entwicklungen des $ 9 der Abh. I nur das auf kreisförmige Be- 
grenzungsstücke Bezügliche benötigt wird. 

Was nun den Inhalt der Sätze 3. und 4. anbetrifft, so bedarf derselbe kaum 
noch einer besonderen Begründung. Es genügt vielmehr, darauf hinzuweisen, 
dass wir vermöge der soeben eingeführten Hilfsabbildung des Bereichs B auf den 
Bereich B' mit einer begrenzenden Geraden (eine Hilfsabbildung, die uns ja auch 
dann zur Verfügung steht, wenn die Linie Z eine Jordan-Kurve oder eine Be- 
grenzung allgemeinster Art ist) in der Lage sind, die Frage auf den Fall einer 


272 Paul Koebe. 


begrenzenden Kreislinie oder Geraden zurückzuführen. Wir haben nur zu be- 
achten, dass bei der genannten Hilfsabbildung betreffs der Ränderzuordnung die 
Sätze des $ ır der Abhandlung I massgebend sind. 

Durch wiederholte Anwendung der soeben benützten Hilfsabbildung sind 
wir in der Lage, den Bereich B als einen solchen zu wählen, dessen Begrenzung 
von lauter geschlossenen regulären analytischen Linien gebildet wird, wobei jedoch 
für jede einzelne dieser Begrenzungslinien die Möglichkeit einer Reduktion derselben 
auf einen Punkt zugelassen werden muss, in welchem Falle wir von einem aus- 
gearteten Bereich B sprechen. 


D. Dritter Teil. 


Existenzbeweis der verzweigten Fundamentalabbildung beliebiger schlichter 
Bereiche mittels des Schmiegungsverfahrens. 


§ 5. 
Abbildung der signierten gewöhnlichen Kreisscheite: Das Schmiegungsverfahren. 

Wir denken uns in der z-Ebene, die wir, um die Analogie mit früherem 
hervortreten zu lassen, als z,-Ebene bezeichnen, die Fläche des Einheitskreises, d. i. 
die Gesamtheit aller durch die Ungleichheitsbeziehung | z, | < x definierten Punkte, 
signiert. D. h. wir wählen irgendwie eine endliche oder unendlich grosse Anzahl 
von Punkten dieses Bereichs (»Verzweigungspunkte») aus, welche sich im letz- 
teren Falle nur gegen die Peripherie des Einheitskreises hin häufen sollen, und 
ordnen jedem der Verzweigungspunkte eine positive ganze Zahl (> Verzweigungs- 
zahl») zu, welche grösser oder gleich 2 ist, aber auch gleich © sein kann. 
Nunmehr stellen wir folgendes Problem: 

Problem: Es soll im Gebiete |z,|« 1 eine, abgesehen von den vor- 
gegebenen Verzweigungspunkten, durchweg reguläre analytische Funk- 
tion ©=f(z,) definiert werden, welche an den Verzweigungspunkten 
selbst sich in jedem ihrer Zweige so verhält, dass sie an einem Ver- 
zweigungspunkte a mit zugeordneter endlicher Verzweigungszahl » in 


Bezug auf die Grösse Vz,—a als Entwicklungsgrósse sich regulär ver- 
hält, an einem Verzweigungspunkte mit zugeordneter Verzweigungs- 
zahl © sich nach endlich vielen Umläufen um diesen Punkt herum 
niemals reproduziert. Die Funktion f(z,) soll unter den angegebenen 
Verzweigungsnebenbedingungen eine konforme Abbildung der Fläche 
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z|«r auf die Fläche |öl<ı vermitteln, so dass sie im Gebiete |z,|<1 
jeden der Ungleichheitsbedingung ||I<r genügenden Wert einmal und 
nur einmal annimmt, andere Werte © jedoch nicht annimmt. 

Wir gehen jetzt die Entwicklungen der $ 1 u. 2 durch und sehen zu, welche 
Modifikationen und Ergänzungen diese Entwicklungen erfahren müssen, um auch 
für das jetzt zu behandelnde Problem Gültigkeit zu erlangen. 

Zunächst bemerken wir, dass der Nachweis der Gültigkeit des Unitätssatzes 
im vorliegenden Falle keine neuen Überlegungen erfordert. Wir finden vielmehr, 
dass die Funktion f(z,), sofern sie überhaupt existiert, abgesehen von einer line- 
aren, das Innere des Einheitskreises in sich überführenden Transformation voll- 
ständig bestimmt ist. Durch dieselben Überlegungen wird auch festgestellt, dass je 
zwei Zweige der zu bestimmenden Funktion f(z,) durch eine derartige lineare Trans- 
formation zusammenhängen, welche sich nun an einem Verzweigungspunkte a von 
endlicher Ordnung als eine elliptische Substitution (die zu a gehörende Umlaufs- 
substitution) der betreffenden Ordnung n darstellen wird, an einem Verzwei- 
gungspunkte der Ordnung c jedoch als eine parabolische Substitution. Insbe- 
sondere letztere Behauptung erhellt sofort aus Entwicklungen der $$ 3 u. 4. Im 
Zusammenhang hiermit wird auch der analytische Charakter der Funktion / (z,) 
an den Verzweigungsstellen näher bestimmt. Wir erkennen, dass es an einer 
Verzweigungsstelle « von der endlichen Ordnung n zu jedem Zweige eine lineare 
Funktion desselben gibt, welche im Punkte a verschwindet und sich beim ein- 


204 


fachen Umlaufe um a mit e * multipliziert und sich in der Gestalt Vz,—a {1+[(o)]} 
entwickeln lässt, unter [(0)] eine im Punkte a reguläre und in diesem Punkte 
selbst den Wert o annehmende Funktion verstanden, in einem Punkte a mit © 
als zugeordneter Verzweigungszahl hingegen beim einfachen Umlaufe um den 
Punkt a den Zuwachs 27 erfährt und sich in der Gestalt log (z, —a) + [(0)] ent- 
wickeln lässt. 

Der zu bestimmenden Funktion f(z,) entspricht eine über dem z,-Einheits- 
kreise ausgebreitet zu denkende einfach zusammenhängende Überlagerungsfläche 
D, welche in allen ihren Blättern an den Verzweigungsstellen a Windungspunkte 
der Ordnung n bezw. © hat. Diese einfach zusammenhängende Überlagerungs- 
fläche ist durch ihre angegebenen Verzweigungseigenschaften vollständig bestimmt. 
In der Tat würde die Annahme zweier derartiger Flächen ®, und ®, sofort eine 
als Punkt-Koinzidenz sich darstellende eineindeutige Beziehung derselben auf- 
einander involvieren, d. i. Identität. Wir gehen indessen auf diese Frage sowie auf 
die Frage der direkten topologischen Konstruktion der Fläche ® hier nicht weiter 
ein, verweisen diesbezüglich vielmehr wieder auf die allgemeinen andern Ortes 
gegebenen Ausführungen (Journal f. Math. Bd. 139). Es muss wiederum bemerkt 
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werden, dass die Erledigung der genannten Fragen für unsere eigentlichen Ent- 
wicklungen nicht von wesentlichem Belang ist. 

Wir gehen nun zur Bestimmung der Funktion f(2,) selbst über. Das Schmie- 
gungsverfahren nimmt jetzt folgende Gestalt an.' Zunächst werde der Einheit- 
lichkeit halber angenommen, dass der Punkt z, — o nicht zu den vorgegebenen 
Verzweigungspunkten a;[k— 1,2,3,...] gehört, eine Annahme, deren Zutreffen 
in jedem Falle durch eine evtl. vorzunehmende lineare Transformation erreicht 
wird. Wir bezeichnen jetzt, in Analogie zu dem oben $ 2 gleich bezeichneten 
Punkte, mit «, den dem Nullpunkte am nächsten liegenden Verzweigungspunkt ay, . 
Wir konstruieren dann, mit n; allgemein die zu a; gehörende Verzweigungszahl 
bezeichnend, ein den Punkt c, als Windungspunkt (»;,— 1).ter Ordnung besitz- 
endes Windungsflächenstück und begrenzen dasselbe durch die nz,-mal zu durch- 
laufende Peripherie des Einheitskreises; in dieser Form bezeichnen wir das 
Windungsflüchenstück mit W. Ist m; — , so ergibt sich ein Windungspunkt 
unendlich hoher Ordnung. Wir bezeichnen mit K, die Fläche des Kreises |, | € |«, |, 
mit R das im Nullpunkt befindliche, die Richtung der positiv reellen Halbaxe 
anzeigende Richtungselement. Die Fläche X, und das Element À gehört in un- 
serer Auffassung nur einem Blatte der Fläche W an. Nunmehr bilden wir durch 
eine elementare Funktion z,(z,) die Fläche W in der Weise eineindeutig konform 
auf die schlichte Fläche des z,-Einheitskreises ab, dass das Richtungselement R 
dabei in sich übergeht. Die von «, verschiedenen Verzweigungsstellen denken 
wir uns in allen Blättern der Fläche W, mit der zugehörenden Verzweigungszahl 
markiert und bei der erwähnten Abbildung durch die Funktion z,(z,) mitüber- 
tragen, während die zu «, gehörende Verzweigungszahl in der z,-Ebene gelöscht 
wird, nämlich an der Stelle z, («,). 

Wir erhalten dadurch in der Fläche des z,-Einheitskreises eine neue Signie- 
rung, bei welcher wiederum der Bedingung genügt ist, dass die an der Signierung 
beteiligten Punkte sich nur gegen die Peripherie des Einheitskreises häufen. Es 
ist die Bemerkung zu machen, dass der dem Nullpunkte am nächsten kommende 
Punkt «, in der Signatur des z,-Einheitskreises der Bedingung 
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genügt, was ebenso wie die analoge Tatsache oben bewiesen wird. Nunmehr wird 
die elementare Funktion z,(z,) in analoger Weise wie z,(2,) gebildet als die Ab- 
bildungsfunktion einer im Punkte «, verzweigten Windungsfläche W,, deren 
Blätterzahl gleich ist der zu «, gehörenden Verzweigungszahl. Auf W, hat man 


* Vgl. meine Note in Gótt. Nachr. 1912 S$. 847. 
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sich in allen Blättern die Signatur des z,-Einheitskreises markiert und sodann bei 
der Abbildung durch die Funktion z,(z,) mitübertragen zu denken, während die 
bei «, vorliegende Signatur, als durch die Abbildung selbst bereits berücksichtigt, 
in der z,-Ebene gelöscht wird, nämlich an der Stelle 2, («,). 

Es ist klar, wie das Verfahren fortzusetzen ist. 

Wir haben jetzt eine unendliche Folge von Funktionen 


In (z,) — £n enses e [25 (2,)] ao 3 
definiert, als deren Limes 


fo (23) — dm (24) 


n=n 


die zu bestimmende Funktion /(z,) sich ergeben wird. 
Zum genauen Nachweise der Richtigkeit dieser Behauptung weisen wir zu- 
nächst auf das Bestehen der Relationen 


III AIRES 
hin. Der Nachweis, dass 


(*) lim|a,|=1 
ist, erfordert gegenüber dem entsprechenden Nachweise in § 2 noch eine beson- 
dere Überlegung. Die Notwendigkeit einer solchen besonderen Überlegung ergibt 
sich aus dem Umstande, dass wir im vorliegenden Falle nicht immer ein und 
dieselbe Ordnungszahl für die Verzweigungspunkte der Fläche W,, W,, W,,... 
haben, sondern durcheinander Ordnungszahlen von 2 bis ©. Für unseren obigen 
Beweis war das Vorhandensein einer festen Ordnungszahl wesentlich. Namentlich 
kam dies bei der Betrachtung der Funktion o(o) (Abh. I S. 186) zur Geltung. 
Zum Nachweise der Limesgleichung (*) dient folgender Hilfssatz, dessen 
wesentlicher Inhalt der ist, dass die bei Anwendung einer Windungsfläche höherer 
als erster Ordnung bewirkte Anschmiegung jedenfalls noch stärker ist, als die 
bei Anwendung einer Windungsfläche erster Ordnung zustande kommende. 
Hilfssatz: Es sei o eine den Bedingungen o «o <1 genügende positive reelle 
Zahl. Es sei X, die Fläche des Kreises |z|<g. Ferner sei W( die im Punkte 
o verzweigte »-blättrige Windungsfläche, welche durch die »-fach zu durch- 
laufende Peripherie des Einheitskreises abgegrenzt wird. Die Kreisfläche K, 
werde in dem einen Blatte, dem Grundblatte der Fläche Wy besonders markiert 
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und, diesem Blatte entsprechend, mit z, bezeichnet. In demselben Blatte werde 
auch das positiv reelle Richtungselement À im Nullpunkte markiert. Nunmehr 
werde die Fläche Wey, unter Festhaltung des Richtungselementes R in K,, in 
der bekannten elementaren Weise auf die schlichte Fläche des Einheitskreises 
abgebildet durch eine Funktion ZW (2). 

Alsdann wird behauptet, dass für die ganze Fläche z, einschliesslich der 
Begrenzung die Ungleichheit besteht | Z?| » | Z?| für alle » » 2. Nur für z=o 
selbst ist Z (0) = Z9) (0) =o. 


. . : : . I 5 
Beweis: Zum Beweise betrachten wir die Funktion log, Z| und vergleichen 


sie mit log Um diese Vergleichung für das Gebiet z, auszuführen, denken 


I 
[2 


wir uns jetzt die Fläche W°” herangezogen. Auf dieser Fläche ist sowohl 


I 
log [Z| 


logarithmischen Unstetigkeitsstellen, letztere mit » solchen. Die genannten beiden 


als auch log | ii| eine eindeutige Potentialfunktion, erstere mit zwei 


Funktionen sind durch ihre angegebenen logarithmischen Unstetigkeitsstellen in 
Verbindung mit der Bedingung ihres Verschwindens am ganzen Rande von We? 


vollständig bestimmt. Wir bilden nunmehr die Fläche W°” durch eine Funk- 


tion z'(z) eineindeutig und konform auf die schlichte Fläche des z- Einheitskreises 
ab, sodass dabei der Windungspunkt in den Nullpunkt übergeht. Die Übertragung 
der genannten Potentialfunktionen auf die Fläche des Einheitskreises liefert 
uns zwei in dieser Fläche eindeutig erklärte positive Potentialfunktionen, 
die am ganzen Rande verschwinden, deren erste nur an zwei reellen Stellen 


— A und + 4 logarithmisch unendlich wird, während die zweite an allen Stellen 
Psi. 

— Ae» "A=1,2,...(» — 1)] logarithmisch unendlich wird. Ist nun » eine grade 

Zahl, so ist sofort evident, dass die Differenz U (z') der beiden zu vergleichenden 

Potentialfunktionen im ganzen z’-Einheitskreise positiv ist, weil sie am ganzen 

Rande verschwindet und nur positiv logarithmische Unstetigkeiten besitzt, die 


an den Stellen — Ae» ^ exkl. — 4 und + A selbst liegen. Ist hingegen » eine 
ungrade Zahl, so wird die Funktion U(z' an den genannten »— 2 Stellen eben- 
falls positiv logarithmiseh unendlich werden, ausserdem aber an der Stelle 4 
negativ logarithmisch unendlich. 

Hieraus geht zunächst hervor, dass in diesem Falle die Funktion U(z') nicht 
im ganzen z-Einheitskreise positiv sein kann. Was wir brauchen, ist nur, dass 
sie in dem in der z-Ebene liegenden Bildgebiete x, der Kreisfläche 7, positiv 


ist. Diese Fläche z' ist nun a beroffenbar als Teil enthalten in demjenigen Kreis- 
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j 1 27 . ; = 
sektor der Winkelöffnung ^. dessen Winkelhalbierende von der Strecke o... .(—1) 
» 


gebildet wird. In diesem Sektor ist die Funktion U (z') jedenfalls von Unstetig- 
keiten frei. Längs des begrenzenden Peripheriestückes nimmt sie den konstanten 
Wert o an. Längs jedes der beiden Radienvektoren aber ergibt sie sich als po- 
sitiv auf Grund der Bemerkungen, dass die bei À liegende negativ logarithmische 
Unstetigkeit gerade durch die in Bezug auf den betreffenden Radiusvektor sym- 
metrisch zu ihr auftretende positiv logarithmische Unstetigkeit aufgehoben wird. 
Man muss nämlich beachten, dass die Funktion U (z') als eine Summe von Poten- 
tialfunktionen aufgefasst werden kann, deren einzelne immer nur eine Unstetig- 
keit besitzt, sodass nun jede der in Betracht kommenden Unstetigkeiten in der 
Tat ihren bestimmten Beitrag zur Funktion U (z') liefert. 

Der Fall v—» wird zweckmässig auf anderem Wege erledigt. In diesem 
Falle liefert eine einfachere Betrachtung das Resultat 


[ZE > | Ze). 


Man kann nämlich die Fläche W‘*) in der Weise konstruieren, dass man zu- 
nächst W® konstruiert und relativ zu dieser Fläche in deren Windungspunkt o 
eine relative Windungsfläche der Ordnung & konstruiert. Dementsprechend wird 
Z\*) gefunden, indem man zunächst Z'? bildet und von der Z®)-Ebene aus noch 
eine logarithmische Abbildung vornimmt, deren logarithmischer Verzweigungs- 
punkt im Punkte Z?(o) liegt. Insofern nun gemäss dem ScHwarzschen Lemma 
bei jeder der genannten beiden Abbildungen für den einzelnen Punkt eine Ver- 
grósserung des Abstandes vom Nullpunkte eintritt, ergibt sich ohne weiteres: 
ipo eo 

Nach dem hiermit gelieferten Nachweise der Limesgleichung (*) ist weiter 
noch besonders zu zeigen, dass die Grenzfunktion f,(z,) tatsächlich, wie es sein 
soll, in all den vorgegebenen Verzweigungspunkten a; und zwar in allen ihren 
Zweigen die verlangte Verzweigungseigenschaft besitzt. Dieser Punkt ist des- 
wegen nicht ohne weiteres einleuchtend, weil wir bei der Wahl der Punkte 
€,, @,... ein Prinzip befolgt haben, welches von vornherein nicht erkennen lässt, 
dass jeder Punkt a; wirklich einmal an die Reihe kommt und, wenn dies schon 
eintritt, ob dann alle Zweige der zu bestimmenden Funktion f,(z,) zur Berück- 
sichtigung kommen. Man muss ja bedenken, dass in der z,-Ebene der einzelne 
Punkt a, nicht mehr durch einen einzelnen Bildpunkt, sondern durch endlich 
viele oder gar unendlich viele solche Bildpunkte repräsentiert wird. 

Die Beantwortung der gestellten Frage ergibt sich folgendermassen. Wir 
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fassen irgend einen von den gegebenen Verzweigungspunkten ins Auge. Es sei 
dies der Punkt A und seine zugeordnete Verzweigungszahl sei N. Wir verbinden 
denselben mit dem Nullpunkt der z,-Ebene durch eine Linie Z, welche keinen der 
übrigen Verzweigungspunkte und auch den Nullpunkt nicht zum zweiten Male 
trifft, im übrigen aber eine beliebige, sich selbst auch beliebig oft schneidende 
Bahn innerhalb des z,-Einheitskreises darstellt. Wir betten jetzt die Linie Z in 
einen einfach zusammenhängenden begleitenden Flächenstreifen S ein, welcher 
nun nach Art einer Riemannschen Fläche an den Schnittpunkten der Linie Z 
mit sich selbst mehrblättrig erscheinen wird. Betrachten wir nunmehr in S die 
Funktionen f,(z,). Dieselben sind in diesem Gebiete offenbar alle eindeutig, und 
wir behaupten jetzt, dass von einem gewissen n ab die Funktion f,(z,), wie sie 
in S erklärt ist, im Punkte A einen Verzweigungspunkt der Ordnung N besitzt. 
Zum Zwecke dieses Nachweises betrachten wir die bei den sukzessiven Schmie- 


gungsoperationen in der z,-Ebene, z,-Ebene,... zu Stande kommenden Bilder des 
Flächenstreifens S, welche Bilder wir mit S,, S,,... bezeichnen. Nehmen wir nun 


an, dass die Funktionen f,(z,) in S für jedes » eindeutig seien, mithin 2,41 (2,) 
unverzweigt in A”), d. i. dem in S, enthaltenen Bildpunkte von A, so würde not- 
endig |A™ | mit unbegrenzt wachsendem n gegen 1 konvergieren müssen wegen 
der Relation lim |«,| — r. In der Tat würden ja sonst für ein gewisses n der 
Punkt 4% als Punkt c, zur Bildung der Riemannschen Fläche W, und der Funk- 
tion 2,41(Z,) in Betracht kommen. 

Nun ist aber andererseits wiederum unmöglich, dass | 49? | sich ı beliebig 
nähern kann; denn jedenfalls müsste die als Bild der Linie Z in der z,-Ebene sich 
ergebende Linie L" mit 4” als Endpunkt und dem Nullpunkte als Anfangspunkt 
in einem gewissen, von n unabhängig bestimmbaren Teilbezirke, (|z| « q «€ 1), des 
Einheitskreises enthalten bleiben (vgl. hierzu S. 266 der vorliegenden Abhandlung). 

Die somit bewiesenermassen bei einem gewissen Wert n’ des n zum ersten 
Male auftretende Verzweigung der Ordnung N im Punkte A des Streifens 5 kann 
nun offenbar nicht durch spätere Operationen aufgehoben werden. 

Wir bemerken noch folgendes. Wenn N die Ordnungszahl irgend einer von 
«, verschiedenen, an der Signatur des z,-Einheitskreises beteiligten Stelle ist, so 
findet sich diese Ordnungszahl offenbar für jedes n auch in der Signatur des z,- 
Einheitskreises und zwar mehrmals vor. Die unmittelbar voranstehende Ent- 
wicklung gestattet alsdann den Schluss, dass die Zahl N unendlich oft als Ver- 
zweigungszahl der Fläche W, figurieren muss. Dieser Umstand aber gestattet 
uns, den Nachweis der Limesgleichung (*) ohne den Hilfssatz S. 275 zu erbringen, 
unter Einführung der in $ 2 der Abhandlung I definierten Funktion o(o), die 


jetzt unter Zugrundelegung der Ordnungszahl N statt 2 zu bilden wäre. 
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Abbildung der dreifach signierten Vollebene durch die Schwarzschen Dreiecksfunk- 
tionen und Abbildung der Vollebene durch das elliptische Integral erster Art. 

Nachdem wir im Vorgehenden das Problem der Fundamentalabbildung der 
signierten gewöhnlichen endlichen Kreisscheibe vollständig erledigt haben, wollen 
wir nunmehr das entsprechende Problem für die signierte Vollebene behandeln 
und zwar speziell unter der Voraussetzung, dass die Anzahl der gegebenen Ver- 
zweigungspunkte a, entweder kleiner oder gleich 3 ist oder schliesslich gleich 
4, wobei dann noch alle vier Verzweigungszahlen gleich 2 angenommen werden. 
Diese Spezialfälle werden uns in $ 7 die Lösung der schliesslich in Betracht zu 
ziehenden allgemeinsten Aufgabe (beliebig signierte Vollebene und beliebig sig- 
nierter allgemeiner Bereich) vermitteln. 

Die gestellte Aufgabe erweist sich in gewissen Fällen als von vornherein 
unmöglich, nämlich in den Fällen, in welchen eine Abbildung mit der vorgege- 
benen relativen Verzweigung entweder auf die Vollebene selbst oder auf die ganze 
Ebene exkl. des unendlich fernen Punktes ausgeführt werden kann, Abbildungen, 
welche wir im weiteren Sinne auch als Fundamentalabbildung bezeichnen können. 
Es sind dies die bekannten Fälle mit zwei und diejenigen mit drei, vier Ver- 


. s. . Y TET . 
zweigungspunkten, für welche die Summe > > x ist. 
k 


Im Falle von nur zwei vorgegebenen Verzweigungspunkten ergibt sich aus- 
serdem die Nebenbedingung, dass die beiden vorgegebenen Verzweigungspunkte 
dieselbe zugeordnete Verzweigungszahl besitzen müssen. Ist die Bedingung er- 


n 
" : T : Za B= On are 
füllt, so leistet die Funktion pr * bezw. log =" die in Frage kommende 
g— 2 a, 


; 2 — 
Abbildung. 

Im Falle von drei vorgegebenen Verzweigungspunkten haben wir für n,,n,, 
ns die Fälle (2, 2, 2), (2, 2, n>2), (2,3, 3), (2, 3, 4), (2, 3, 5) zuerst zu nennen, 


in welchen > >ı ist und eine Abbildung auf die Vollebene ausgeführt wer- 
k 


den kann. 

Diese Abbildung vollzieht sich in den erst genannten vier Fällen im Ein- 
klang mit dem Grundprinzip des Schmiegungsverfahrens durch Wurzeloperationen, 
im zweiten Falle speziell für n= © unter Mitbenutzung einer log-Operation. 

Wir nehmen etwa den Fall (2, 3, 4) als Beispiel. Es seien a,, a,, a, die drei 


: A z—a Fay ole à 
gegebenen Verzweigungspunkte. Zu der Funktion z! = V * gehört eine zwei- 


ad 3 


blättrige Riemannsche Fläche, auf welcher wir uns die Stelle a, in beiden Blättern 
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markiert denken mit der Verzweigungszahl 3, ferner a, mit der Verzweigungs- 
zahl 2. In der z-Ebene bekommen wir dann an den Stellen a? und a), d. i. 
den zwei Bildpunkten von a,, je eine Verzweigungszahl 3, an der Stelle at), d. i. 
dem Bildpunkte von a,, die Verzweigungszahl 2. D. h.: Wir sind beim Falle 
(2, 3, 3) angelangt. Dieser Fall, für den wir hier wieder die alte Bezeichnung 
a,, d,, a, der Verzweigungspunkte einführen, erledigt sich nun so. Wir bilden 


4 
2—4, ETC er 

IE V — 2 und bekommen dann an den drei Bildpunkten a, a2, a? des 
£ — d 


Punktes a, je eine Verzweigungszahl 2. Dadurch erhalten wir den Fall (2, 2, 2). 
Dieser erledigt sich, wenn wir hier wieder die Bezeichnung a,, a,, a, für die Ver- 
: Le ee z— a 
zweigungspunkte einführen, folgendermassen: Wir bilden z' = Wee * und be- 
2 — a, 
kommen dann bei al) und a®, d. i. den Bildpunkten von a,, je eine Verzwei- 
gungszahl 2. Von da führt dann eine Quadratwurzeloperation zur schlichten 
unsignierten Vollebene. ' 

Der Fall (2, 3, 5) lässt sich nicht so behandeln.” Wir finden die gesuchte 
Abbildung auf eine schlichte Vollebene im vorliegenden Falle, als Umkehrungs- 
funktion einer rationalen Funktion. Diese rationale Funktion wird gefunden, in- 

. ee eos : . . 7 IC TU z 
dem wir zunüchst das sphürische Dreieck mit den Winkeln a konstruieren, 
LES S 
dessen bezügliche Eckpunkte mit 4, B, C bezeichnet werden mögen. Die sym- 
metrische Wiederholung des Dreiecks A, B, C um den Punkt B herum oder um 
den Punkt C herum führen uns auf das Grunddreieck des regulären Ikosaeders 
bezw. auf das Grundpentagon des regulären Dodekaeders, und von da aus in be- 
kannter Weise zur vollständigen Ausfüllung der Vollkugel. Die 60 Deckbewegungen 
der Ikosaedergruppe liefern uns jetzt eine Gruppe von 60 linearen Substitutionen 
S;(£) in der £-Ebene. Bezeichnen wir mit Z, einen beliebigen Punkt der [-Ebene, 


welcher jedoch mit keinen Eckpunkte der Dreicksteilung der [-Ebene zusammen- 
60 

fallen soll, so wird z= SS; [: 
ex 


—— | offenbar eine Abbildung der schlichten Ebene 


C 
i21 zt 


auf eine 60-blattrige, einfach zusammenhängende, geschlossene Riemannsche Fläche 
in der z-Ebene leisten, welche Fläche nur in drei Punkten verzweigt ist mit den 


Verzweigungszahlen 2, 3, 5. 


1 Wir haben hier in neuer Auffassung die Auflösung der von Kirin als Oktaedergleichung 
bezeichneten Gleichung gegeben, indem wir so zu sagen den umgekehrten Ausgangspunkt nahmen. 
Vgl. Kreis »Vorlesungen über das Ikosaeder» S. 96 ff. Vgl, auch Vivantr »Les fonctions poly- 
édriques et modulaires» S. 268—271. Paris, 1910. 

? F. Kiev: Beweis für die Nichtauflösbarkeit der Ikosaedergleichung durch Wurzelzeichen». 
Math. Ann. Bd. 61. S. 369 ff. 


e 
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Die Fàlle mit drei gegebenen Verzweigungspunkten und Verzweigungszahlen 
3 
Ny, Ny, n, mit der Nebenbedingung D —B d'sidie tallet(2 2; 00); (23:06) 
k=1 ^ 
(2, 4, 4), (3, 3, 3) gestatten eine analoge Behandlung. Der erste Fall erledigt 
sich sofort durch Anwendung einer Quadratwurzel- und einer Logarithmus-Opera- 
tion. Der zweite, dritte und vierte Fall erledigt sich durch Angabe derjenigen 
Funktion z(2), welche die konforme Abbildung des geradlinigen Dreiecks mit 
den Winkeln x. m auf die Halbebene leisten, d. i. bezüglich die Funktion 
(plu)? ~ qu, pu) ~ gu, o'w!, mit quadratischem Periodenparallelogramm im 
mittleren Falle und einem aus zwei gleichseitigen Dreiecken zusammengesetzten 
rhombischen Periodenparallelogramm in den beiden andern Fällen.? Die Grösse 
&=u als Funktion von z kann ihrerseits nach ScHwarz direkt als Integral dar- 
gestellt und auch auf diese Weise erklärt werden. Vgl. hierzu die nachfolgende 
Behandlung des elliptischen Integrals. 

Der Fall (2, 2, 2, 2) wird in bekannter Weise durch das elliptische Integral 
erster Art erledigt, welches die konforme Abbildung auf die ganze Ebene exkl. & 
leistet. Wir werden dabei die Integralfunktion « (z) im Sinne potenzreihentheore- 
tischer Betrachtungsweise erklären, als die durch die Integration der für den 
Integranden geltenden Potenzreihenentwicklung entstehende, nach den Grund- 
sätzen der Potenzreihentheorie analytisch fortzusetzende Funktion. Dass diese 
Funktion die gewünschte Abbildung leistet, ergibt sich nach diesen Grundsätzen 
am einfachsten wohl wie folgt. Die Funktion  (z) lässt sich an jeder Stelle der 


zum Integranden gehörenden Riemannschen Fläche R eindeutig umkehren, 


I 
VZ 
und es gehört auf diese Weise zu jeder Stelle (z,, VZ,) der Riemannschen Fläche 
ein gewisser Radius o, als Radius des grössten um die zugehörende Stelle w, als 
Mittelpunkt existierenden Kreises, innerhalb dessen die Funktion z(u) noch den 
Charakter einer rationalen Funktion besitzt. Die Grösse o ist auf der geschlos- 
senen Riemannschen Fläche R eine stetige, eindeutige, überall positive Funktion 
des Ortes, deren Werte folglich oberhalb einer gewissen positiven von Null 
verschiedenen Schranke y bleiben. Darin liegt aber, dass die Umkehrungsfunk- 
tion z(u) im Endlichen überhaupt keine Grenzstellen darbieten kann, an welcher 
sie aufhört, den Charakter einer rationalen Funktion zu besitzen. Denn man kann 





* Das Zeichen + soll andeuten, dass die beiden durch dieses Zeichen verbundenen Funk- 
tionen ganze lineare Transformationen von einander sind. Es ist ferner statt ¢ der in der 
Theorie der elliptischen Funktionen übliche Buchstabe w gebraucht. 

* Vgl. meine Abhandlung Math. Ann. Bd. 67 S. 168. 


Acta mathematica. 40. Imprimé le 15 novembre 1915. 36 
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ja nun von jeder Stelle aus in jeder Richtung mindestens noch um das Stück y 
weitergehen, ohne den Charakter einer rationalen Funktion für die Funktion z (u) 
aufzugeben. ! 

Wir betrachten nunmehr den allgemeinen Fall von drei relativen Verzwei- 


3 
gungspunkten in der z-Vollebene, wobei die Summe Dr < 1 vorausgesetzt wird. 
k 
k=1 
Wir konstruieren dazu das Kreisbogendreieck ABC mit den Winkeln 


JL 7U u. = = ^n . : 
RÉ nr den bezüglichen Ecken A, B, C. Wir wählen die Bezeichnung so, 
1 2 3 


dass m, <n,<n, ist. Die Konstruktion des Kreisbogendreiecks selbst ist ele- 
mentar. Wir denken es uns als Dreieck mit dem Einheitskreise der £-Ebene als 
Orthogonalkreis, und zwar innerhalb dieses Kreises liegend. Nunmehr bestimmen 
wir mittels des Schmiegungsverfahrens, wie wir dasselbe in der Abhandlung I 
zur Anwendung brachten, diejenige Funktion z (2), welche das Innere des Dreiecks 
A BC auf die obere Halbebene abbildet und kónnen nach derselben Methode, 
die wir bei der elliptischen Modulfunktion oben $ ı anwandten, den analytischen 
Charakter der Funktion 2(£) längs der Begrenzung des Kreisbogendreiecks be- 
stimmen und nun durch den Spiegelungsprozess die analytische Fortsetzung der 
Funktion z(Z) innerhalb der ganzen Fläche des Einheitskreises vornehmen. Die 
Tatsache der zustandekommenden vollständigen Ausfüllung des Einheitskreises 
zeigt dann, dass wir in der Funktion ¢(z) die gesuchte Abbildungsfunktion f(z) 
besitzen. 

Es wird nicht überflüssig sein, an dieser Stelle einige, die T'opologie der 
Schwarzschen Dreiecksgruppen betreffende Bemerkungen hinzuzufügen, welche in 
übersichtlicher Weise das topologische Gesetz erkennen lassen, nach welchem sich 
bei der symmetrischen Wiederholung des Dreiecks A B C gemäss dem Symmetrie- 
prinzip die vollständige Ausfüllung des Einheitskreises vollzieht. Wir bringen 
dabei das Prinzip der kranzförmigen Erweiterung zur Anwendung in einer Form, 
bei welcher wir stets die Bedingung der Konvexität der die Fläche des Einheits- 
kreises nach und nach ausschöpfenden Näherungspolygone erfüllen werden. Die 
Bedingung der Konvexität eines Gebietes bezw. ist so zu verstehen, dass die als 
Orthogonalkreisbogen konstruierte Verbindung je zweier Punkte des Gebiets ganz 
in dem Gebiete selbst enthalten ist. 

Erfüllen erstens alle drei »; die Bedingung n; > 3, so findet das Prinzip der 
kranzförmigen Erweiterung bei vollständiger Aufrechterhaltung auch der Kon- 
vexität aller Näherungspolygone unmittelbar Anwendung. Wir gruppieren zu- 


1 Vgl. die Behandlung bei E. Picarp, »Traité d'analyse» Bd. II, pag. 336, 1893. 
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nächst um das Ausgangsdreieck alle mit einer Seite oder auch nur einer Ecke 
daran anstossenden. Wir fügen diesen ersten Kranz neuer Dreiecke hinzu und 
erhalten einen umschliessenden konvexen Linienzug, welcher das erste Näherungs- 
polygon darstellt. Die Eckpunkte desselben sind sämtlich entweder zweizipfelig 
oder dreizipfelig, je nachdem in demselben zwei oder drei Dreiecke von innen her 
anstossen. Nunmehr werden längs der Begrenzungslinie des ersten Näherungs- 
polygons alle mit einer Seite oder Ecke anstossenden weiteren Dreiecke hinzuge- 
fügt, welche zusammen den zweiten Kranz bilden. Die dadurch erweiterte Figur 
stellt das zweite Näherungspolygon dar. Dasselbe ist ebenfalls konvex und hat 
nur zweizipfelige oder dreizipfelige Eckpunkte. So geht es weiter von Kranz zu 
Kranz, ohne dass jemals eine Schwierigkeit auftritt. 

Es ergibt sich auch eine Abschätzung der Anzahl der Kränze, welche aus- 
reichen, um eine vollständige Bedeckung irgend eines mit dem Einheitskreise 
konzentrischen Kreises vom Radius r « 1 zu haben. Man muss dazu die durch 
den Logarithmus eines Doppelverhältnisses in bekannter Weise dargestellte nicht- 
euklidische Entfernung zweier Punkte innerhalb des Einheitskreises in Betracht 
ziehen. Die Punkte mit dem euklidischen Abstande r vom Nullpunkte haben 
eine bestimmte nichteuklidische Entfernung vom Nullpunkte, welcher innerhalb 
des Ausgangsdreiecks A BC liegen möge. Die beiden Begrenzungslinien irgend 
eines Kranzes haben ihrerseits einen nichteuklidischen Abstand voneinander, für 
welchen unabhängig von der Wahl des Kranzes eine untere Schranke d bestimmt 
werden kann. Man denke sich zu dem Zwecke das Dreieck A BC an jeder Seite 
einmal gespiegelt. Man erhält dadurch die neuen Eckpunkte 4', B',C'. Die Grösse 
d kann dann gewählt werden als die kleinste unter den kürzesten nichteukli- 
dischen Entfernungen zwischen Strecke AB und Streckenzug A'C B', Strecke 
BC und Streckenzug B' A C', Strecke C A und Streckenzug C' B A'. 

Die Fälle, in welchen n, — 2 ist, lassen sich nicht in derselben Weise un- 
mittelbar behandeln. Wir können sie jedoch erledigen gemäss dem Prinzip der 
kranzförmigen Erweiterung unter Aufrechterhaltung der Konvexitätsbedingung, 
indem wir zuvor von dem Dreieck 4 B C zu einer anderen konvexen Grundfigur 
(Dreieck, Viereck, n-Eck) übergehen. 

Haben wir den Fall », — 2, n,=3 so ist n, ^ 7. Wir nehmen dann zu 
dem Dreieck 4 BC die daraus durch Spiegelung um B herum hervorgehenden, 
an B anstossenden fünf weiteren Dreiecke hinzu und erhalten dadurch als 
neue Grundfigur ein Dreieck mit den drei gleichen Winkeln m und B als Mittel- 
punkt. 


Nehmen wir den Fall n, — 2, n, — 4, so ist n,>5. Wir erhalten auf ana- 


284 Paul Koebe. 


loge Weise wie vorher jetzt als neue Grundfigur ein Viereck mit lauter gleichen 


Winkeln a und B als Mittelpunkt. 


3 
Haben wir schliesslich n, — 2, n,>5, n, ? n,, so ergibt dasselbe Verfahren 
als neue Grundfigur ein n,-Eck mit lauter gleichen Winkeln = und B als Mittel- 
3 
punkt. In allen Fällen liefert das Prinzip der kranzförmigen Erweiterung, auf 
die neuen Grundfiguren angewandt, nur konvexe Figuren mit lauter zweizipfeligen 
Eckpunkten als Näherungspolygone. 


3.7 
Abbildung der allgemeinsten signierten schlichten Bereiche. 


Wir sind nunmehr in der Lage, die Fundamentalabbildung der signierten schlich- 
ten Bereiche im allgemeinsten Falle durchzuführen, nämlich durch Reduktion auf 
behandelte Fälle, insbesondere auf das in $ 5 behandelte Problem der Abbildung 
der signierten gewöhnlichen Kreisscheibe. ! 

Wir denken uns einen beliebigen endlick- oder unendlich-vielfach zuzammen- 
hängenden schlichten Bereich B in der z-Ebene gegeben und statten denselben 
mit einer Signatur aus, indem wir endlich oder unendlich viele Punkte a; im 
Innern desselben, die sich nur gegen die Grenze von B häufen sollen, markieren 
und denselben Verzweigungszahlen 7»; zuordnen, die auch © sein können. Der 
Sinn des zu stellenden Abbildungsproblems ist klar. Die zu bestimmende Funk- 
tion heisse f(z). Wir können nun zunächst mit dem unsignierten Bereich B die 
Fundamentalabbildung ausführen, wobei wir im Falle, dass der Bereich B einfach 
oder zweifach zusammenhängend ist, eine Abbildung auf die ganze Ebene exkl. cc 
bekommen können, aber auch den Fall der Vollebene als des gegebenen Bereichs B 
von vornherein mit in Betracht ziehen müssen. Die Signatur haben wir uns bei 
der erwähnten Fundamentalabbildung mit übertragen zu denken, wobei jeder mar- 
kierte Punkt im allgemeinen unendlich viele Bildpunkte für die neue Signatur 
liefern wird. 

Wir sehen aus dem Vorstehenden, dass es genügt, das Problem für drei 
Fälle zu behandeln, nämlich für die signierte gewöhnliche Kreisscheibe, die signierte 
unendliche Kreisscheibe (ganze Ebene exkl. ©) und für die signierte Vollebene. 
Dabei ist noch zu sagen, dass im letzteren Falle nur endlich viele Punkte in der 


! Vgl. meine Note: »Zur Uniformisierung der algebraischen Kurven», Gött, Nachr. 1907, 
desgl. meine Abhandlung, »Uber die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven. Zweiter 
Teil», Journal f. Math., Bd. 159, SS 5 u. 6. 
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Signatur auftreten können, weil sonst Häufungspunkte vorhanden wären und als- 
dann das Problem zweckmässig als ein Abbildungsproblem für einen nicht ge- 
schlossenen Bereich, dessen Begrenzung von den Häufungspunkten gebildet wird, 
betrachtet werden würde. 

Die Abbildung der signierten unendlichen Kreisscheibe (excl. c») reduziert sich 
folgendermassen auf die der signierten endlichen Kreisscheibe. Es sei 2 die An- 
zahl der signierten Punkte a; mit den Verzweigungszahlen »;. À kann auch un- 
endlich sein, in welchem Falle auffassungsgemäss lim |a;| = co. ist. 


k= 

Der Fall 4=1 erledigt sich sofort durch eine Wurzel- bezw. Logarithmus- 
Operation vollständig. 

Der Fall 4 — 2 erledigt sich vollständig, indem man den unendlich fernen 
Punkt mit der Verzweigungszahl © behaftet und nunmehr die Ebene mit der 
durch die Verzweigungszahlen n,, n,, © bestimmten Dreicksfunktion abbildet. 

Im Falle 2 7 3 ist zu unterscheiden, ob alle n; gleich 2 sind oder nicht. Im 
letzteren Falle nehmen wir einen Verzweigungspunkt, dessen Verzweigungszahl 
grósser als 2 ist, dazu irgend einen zweiten und schliesslich den Punkt co, indem 
wir diesem die Verzweigungszahl © zuordnen. Nun wird die signierte Ebene mit- 
telst der durch die drei genannten Punkte mit ihren zugeordneten Verzweigungs- 
zahlen bestimmten Dreiecksfunktion auf eine gewóhnliche signierte Kreisscheibe 
abgebildet. Wir gelangen so zum Falle des in $ 5 behandelten Abbildungsproblems 
für die gewöhnliche signierte Kreisscheibe. 

Sind im Falle 4> 3 alle Verzweigungszablen m; gleich 2, so bilden wir die 


signierte z-Ebene mittels z' = = auf eine signierte zweifach punktierte 
Ebene ab. Nunmehr ordnen wir den beiden Punktierungsstellen je die Verzwei- 
gungszahl © zu und nehmen noch irgend einen Punkt der Signatur der z-Ebene 
mit seiner Verzweigungszahl hinzu. Durch die damit bestimmte Dreiecksfunktion 
erhalten wir eine Abbildung auf die gewöhnliche Kreisscheibe, deren Signatur aus 
der ursprünglich gegebenen durch die Abbildung bestimmt wird. 

Es bleibt noch der Fall der Vollebene als des gegebenen Bereichs B zu be- 
handeln. Die Anzahl 7 ist dann endlich und kann > 3 vorausgesetzt werden, da 
À — 3 durch die Dreiecksfunktionen erledigt ist. Ebenso ist der Fall 2 — 4, wenn 
alle Verzweigungszahlen gleich 2 sind, durch das elliptische Integral erster Art 
vorweg erledigt. 

Es sind nun zwei Unterfälle zu unterscheiden. 

Es kann nämlich erstens sein, dass sich unter den Verzweigungszahlen ny 
drei solche befinden, für welche die Summe der reziproken Werte kleiner oder 
höchstens gleich r ist. Alsdann liefert die dadurch definierte Dreiecksabbildung 
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der signierten z-Ebene sofort die Reduktion auf den Fall der signierten gewöhn- 
lichen oder unendlichen Kreisscheibe. ! 

Ist zweitens für keine drei Verzweigungsstellen die erwähnte Bedingung er- 
füllt, so wählen wir irgend drei der Verzweigungsstellen und bilden für die zu- 
gehörenden Verzweigungszahlen die betreffende Dreiecksfunktion, welche minde- 
stens vierdeutig ist. Wir bekommen vermöge derselben eine Abbildung wieder 
auf eine signierte Vollebene, wobei nun aber in der neuen Signatur vier unter- 
einander gleiche Verzweigungszahlen auftreten werden. Von hier aus kommen wir, 
falls diese vier Verzweigungszahlen sämtlich gleich 2 sind, durch das elliptische 
Integral erster Art auf die signierte unendliche Kreisscheibe, desgleichen, wenn 
alle gleich 3 sind, mittels der durch drei derselben bestimmten Dreiecksfunktion 
auf die unendliche signierte Kreisscheibe, wenn alle vier grösser als 3 sind, mittels 
der durch drei derselben bestimmten Dreiecksfunktion auf die signierte gewöhn- 
liche Kreisscheibe. * 

Hiermit ist die Reduktion vollendet. 

Zum Schluss bemerken wir noch, dass wir im Vorhergehenden das Problem 
der Abbildung allgemeinster signierter Bereiche in der Weise behandelt haben, 
dass wir zunächst die relativ unverzweigte Kreisabbildung des Bereichs vorge- 
nommen haben. Wir hätten statt dessen auch den Bereich mit seiner Signatur 
direkt behandeln können, in der Weise, dass wir auf einen signierten Teilbereich 
innerhalb des Einheitskreises zu kommen suchen, der nicht mit der ganzen Fläche 
des Einheitskreises identisch zu sein braucht. Das Schmiegungsverfahren kann 
dann auf einen solchen Bereich mit Signatur in der Tat direkt angewandt werden. 
Man hat nur zu beachten, dass bei der Auswahl des jeweilig nächsten Punktes, 
der als Punkt c, zur Bildung der Fläche W, dient, nun auch die Grenzpunkte 
des jeweiligen Bereichs mit zur Konkurrenz kommen neben den markierten Ver- 
zweigungspunkten. Eine Erschwerung des Beweisverfahrens wird hierdurch nicht 
bedingt. 4 

Wir erwähnen zum Schlusse auch noch, dass die Eigenschaft eines Punktes, 
isolierter Grenzpunkt des abzubildenden Bereichs B zu sein oder innerer Punkt 
des Bereichs B mit zugeordneter Verzweigungszahl c, als gleichwertig erscheinen, 
von dem trivialen Falle abgesehen, dass der Bereich B die einfach punktierte 
Vollebene ist und entweder kein oder nur ein Verzweigungspunkt und zwar dieser 
mit endlicher Verzweigungszahl gegeben ist. 


1 Vgl. hierzu S. Jonansson’s Anwendung dieser Dreiecksfunktion zur Majorantenbildung in 
Math. Ann. Bd. 62, S. 192. 
? Vgl. meine S. 284 unten zitierten Abhandlungen. 
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E. Vierter Teil. ($ 8.) 
Bestimmung algebraischer Funktionen zu gegebener Riemannscher Fläche. 


Nach Kenntnis der verzweigten Fundamentalabbildung der Vollebene, die 
wir in $ 7 durchgeführt haben, gelingt jetzt verhältnismässig einfach die Lösung 
des Problems, zu einer vorgelegten geschlossenen Riemannschen Fläche eine 
dazu gehörende algebraische Funktion zu konstruieren. Abgesehen von der 
Einfachheit und Durchsichtigkeit des eingeschlagenen Weges ist besonders der 
durchaus funktionentheoretische Charakter der ganzen Beweisführung hervor- 
zuheben, welche vollständig und allein auf den elementaren Grundlagen der Po- 
tenzreihentheorie beruht. 

Es sei F irgend eine über der z-Ebene ausgebreitete geschlossene endlich- 
vielblättrige Riemannsche Fläche mit endlich vielen Windungspunkten. Es wird 
die Konstruktion einer auf der Fläche F eindeutigen analytischen Funktion w (z) 
verlangt, welche überall auf der Fläche den Charakter einer algebraischen Funktion 
besitzt und ausserdem in zwei verschiedenen Blättern der Fläche F niemals iden- 
tisch, d. h. für variables z dieselben Funktionswerte annimmt. Die letztere Be- 
dingung kann auch in Form der Forderung formuliert werden, dass die Funktion 
w(z) als Funktion von z n von einander verschiedene Zweige haben soll, wenn n 
die Anzahl der Blätter der Riemannschen Fläche F ist. 

Wir markieren in der schlichten z-Ebene diejenigen Stellen, an welchen die 
Fläche F in irgend einem Blatte einen Windungspunkt hat. Es seien dies die 
SEH ie Coen oid an. 

Im Falle »— 2 ist die Lösung der Aufgabe trivial. In diesem Falle kann 
nämlich die Riemannsche Fläche F offenbar nur die Gestalt einer bei a, und a, 
je einen und nur einen Windungspunkt (n—1)-ter Ordnung besitzenden Fläche 


n 
: : ; : z-—da 
haben, zu welcher als Funktion w(z) unmittelbar die Funktion. |// —— ange- 
z—a 


geben werden kann. 

Ist » > 3, so verfahren wir folgendermassen. Wir bestimmen jeder Stelle a; 
entsprechend das kleinste gemeinschaftliche Vielfache n; aller zu ax gehörenden 
Windungszahlen, d. i. der um ı vermehrten Ordnungszahlen der über a; liegenden 
Windungspunkte. Nunmehr wird die zu a,,..., a, als Verzweigungspunkten und 
N,,...n, als Verzweigungszahlen gehörende Fundamentalabbildung bestimmt, 
deren Existenz oben bewiesen worden ist. 

Die Abbildungsfunktion ¢(z) kann eine endlich- oder unendlich-vieldeutige 
Funktion von z sein. Wir betrachten jetzt diese Funktion als Funktion auf der 
Riemannschen Fläche F und bezeichnen sie als solche mit £ (2). Die Funktion 
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£ (2) wird auf der Fläche F nur an den Stellen a; relativ verzweigt sein können. 


nN 


Die relative Verzweigungszahl an einer solchen Stelle ist offenbar gleich No wenn 


N die Windungszahl des betreffenden Punktes à; ist. 

Die Funktion Z(2), wie sie sich gemäss den Prinzipien der analytischen Fort- 
setzung als Funktion auf F ergibt, kann weder an einer und derselben Stelle z 
noch an zwei von einander verschiedenen Stellen z denselben Wert annehmen. 
Diese Bemerkung versteht sich von selbst, sofern die beiden Punkte 2 über ver- 
schiedenen Punkten der z-Ebene liegen, weil ja bekannt ist, dass die Funktion 
C(z) an zwei von einander verschiedenen Punkten der z-Ebene nur verschiedene 
Werte haben kann. Dass ¢ (2) an einer und derselben Stelle z nicht in zwei ver- 
schiedenen ihrer Zweige einen und denselben Wert annimmt, ist ebenfalls 
klar, weil dies nach den Eigenschaften der Funktion {(2) nur so möglich 
wäre, dass in den beiden betreffenden Zweigen der Funktion ¢(z) Übereinstim- 
mung der Werte nicht nur an der einen Stelle z, sondern für variabel gedachtes 
£ bestehen müsste. Alsdann würden wir aber nach dem Begriff der Funktion 
C(z) die betreffenden beiden Zweige dieser Funktion nicht mehr als verschiedene 
Zweige betrachten. 

Dass schliesslich die Funktion { (2) auch nicht an zwei in der z- Ebene koinzi- 
dierenden, auf der Fläche F jedoch verschiedenen Punkten z, etwa 2 und 2”), einen 
und denselben Wert ¢* annehmen kann, ergibt sich daraus, dass andernfalls die 
Funktion Z(£) eine mehrdeutige Funktion von ¢ wäre, indem sie nämlich an der 
Stelle £* sowohl den Wert 2% als auch den Wert z? annähme, welche beiden Werte 
auf dem Wege einer gewissen analytischen Fortsetzung innerhalb des £-Gebietes 
(Einheitskreis, punktierte Ebene, Vollebene) in einander übergehen. Das ist nun 
aber andererseits unmöglich, weil die Funktion 2 (£) eine unverzweigte Funktion 
ist und weil das ¢-Gebiet einfach zusammenhängend ist. 

Von der Funktion {(2) ausgehend bilden wir nunmehr eine Funktion w(2) 
in folgender Weise. 

Liegt erstens der Fall der Abbildung auf die Vollebene für ¢(z) vor, so ist 
die Funktion Z(z), also auch die Funktion Z(z) endlich-vieldeutig. Es wird die 
Funktion £() an einer und nur einer Stelle 2® und zwar nur in einem ihrer Zweige 
von erster Ordnung unendlich. Wir können noch annehmen, dass der Punkt 20) 
ein von allen Punkten a; verschiedener Punkt sei. Wir bilden jetzt, mit Z(U(z), 


29 (2),... EM) die verschiedenen Zweige der Funktion Ë (2) bezeichnend die Summe 
" 
w (2) — gab (z) 
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Alsdann ist w(z) offenbar eine Funktion der verlangten Art, die übrigens nur an 
einer Stelle, nämlich der Stelle 2, unendlich wird und zwar erster Ordnung. 
Liegt zweitens der Fall der Abbildung auf die ganze Ebene ( excl. c) für £(2) 
vor, so denken wir uns die Fläche #, deren Geschlecht p grösser oder gleich o 
sein kann, mittels p Rückkehrschnittpaaren von einem gemeinschaftlichen, all- 
gemein gehaltenen Kreuzungspunkte o aus zu einer einfach zusammenhängenden 
Fläche aufgeschnitten, die so aufgeschnittene Fläche sodann noch weiter aufge- 
schnitten durch Einschnitte von o nach allen Punkten a, [k=1,...»] auf F, 
deren Windungszahl kleiner als »; ist. Die so aus F entstandene einfach zusam- 
menhängende Fläche werde mit F' bezeichnet. Die Funktion £(2) nimmt auf 
Grund der vorangeschickten Untersuchung in F an zwei verschiedenen Stellen 
immer auch verschiedene Werte an. Ein Zweig derselben bildet die Fläche F' 
auf einen schlichten Fundamentalbereich in der Z-Ebene ab, dessen, den ver- 
schiedenen Zweigen entsprechende euklidisch kongruente Wiederholungen die ganze 
t-Ebene exkl. des unendlich fernen Punktes einfach bedecken. Nunmehr wird 
innerhalb F' ein gewöhnlicher Punkt 20 beliebig gewählt. Ihm entsprechen un- 


endlich viele Punkte EG Wir bilden die unendliche Reihe 
Ÿ I 


dmi — 
c a PIRE 
Al o0) 


W()-— 


welche in der ganzen ¢-Ebene gleichmässig konvergent ist und eine analytische 
Funktion darstellt, die gegenüber den Substitutionen des Fundamentalbereichs un- 
geändert bleibt. Der Nachweis der gleichmässigen Konvergenz vollzieht sich, wie 
der entsprechende Beweis für die Reihe der Funktion ÿ'(u) in der Theorie der ellip- 
tischen Funktionen. Der Umstand, dass hier nicht nur Parallelverschiebungen, 
sondern auch Drehungen als Substitutionen in Frage kommen, verursacht keine 
neue Schwierigkeit, weil die Punkte 5 und £f) in einem quadratischen bezw. 
gleichseitig rhombischen Periodengitter so untergebracht sind, dass in keinem ein- 
zelnen Quadrat oder Rhombus des Gitters mehr als vier bezw. sechs der Punkte 
liegen können. Um zur Funktion w(z) zu gelangen, brauchen wir die Funktion 
W (£) nur auf die Fläche F zu übertragen. 

Liegt schliesslich der allgemeine Fall vor, so verwandeln wir wieder die Fläche 
F in die einfach zusammenhängende Fläche F', die dann durch die Funktion £ (z) 
auf einen Fundamentalbereich und dessen die Fläche des ¢-Einheitskreises aus- 
füllende Wiederholungen abgebildet wird. Nunmehr wird die Funktion 
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als Quotient zweier PorxcaRÉ'schen Reihen gleicher Dimension gebildet. Die 
Funktion O,(Z) werde im Fundamentalbereich unendlich bei «,, &,,... «y, null 
bei B,, Bas ..., Pr. Es sei M die Höchstordnung dieser Nullstellen. Alsdann werde 
die Funktion ©, ({) so bestimmt, dass sie im Fundamentalbereich nur an einer 
von den « und ? verschiedenen Stelle £w unendlich der Ordnung M + x wird. 
Bei dieser Wahl wird w(z) eine eindeutige Funktion auf F, welche nur an einer 
Stelle unendlich wird von der Ordnung M + r, an anderen Stellen jedoch höch- 
stens von M-ter Ordnung. Die Funktion w(z) gehört demnach eigentlich zur Rie- 
mannschen Fläche F. 

Zum Schlusse sei noch bemerkt, dass man die beiden ersterwähnten Fälle 
mit unter den allgemeinen Fall subsumieren kann, indem man statt der »; Mul- 
tipla derselben als Verzweigungszahlen wählt. Auch kann man es immer so ein- 
richten, dass diese Multipla für die verschiedenen a; einander gleich sind, was für 
den Existenzbeweis der Funktion ¢(z) eine Erleichterung bietet, insofern als dann 
der Hilfssatz pag. 275 unmittelbar entbehrlich wird. 


ESSAI SUR LES FONCTIONS e DU QUATRIEME DEGRÉ. 
Par 
PAUL APPELL 


à Paris. 


Première partie. 


I. Dans les Annales de la Faculté des Sciences de Marseille pour 189r, t. I, 
p. 1 —7, j'ai considéré une fonction définie par une série simple, ayant comme terme 
général une exponentielle dont l'exposant est un polynóme du quatriéme degré par 
rapport au rang » du terme. J'ai indiqué (loc. cit. et Bulletin de la Société mathé- 
matique de France, t. XIX, année 1890—01, p. 125— 127) des relations fonction- 
nelles que vérifient cette fonction et d'autres fonctions qui s'en déduisent. Enfin, 
je suis revenu sur ce sujet dans deux notes des Comptes Rendus: Sur les fonctions 
© de degrés supérieurs, 25 Septembre 1911, t. 153, p. 584—387, Sur les fonctions 
© du quatrième degré, 2 Octobre 1911, t. 153, p. 617—618, et dans un article des 
Rendiconti del Circolo matematico di Palermo: Sur des fonctions se rattachant aux 
fonctions O du quatrième degré, séance du ro Décembre 1911, t. XXXIII, p. 86— 80. 
En 1892 M. l'Abbé RivEREAU a publié dans le tome II des Annales de la Faculté 
des Sciences de Marseille un article relatif à la fonction que j'avais définie dans 
le tome I. Je publie iei la première partie de l’ensemble de ces recherches. 

II. Fonction © fondamentale du quatrième degré. En modifiant légèrement 
la notation autrefois adoptée, posons 








(ous sat (n — 1) (n -2) (n. — 3) 
| 26 221505: 4 
ns n(n— 1)(n—2) 
(x) (n, 3) = SG 
| Sonn) 
I TEE qalo 
| 
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en remarquant que chacune de ces fonctions est la difference de la précédente 


2 


par rapport à l’accroissement 1: 


jose Td te 4) — (n, 4) 
(2) \' 1,2) — (n + 1,3) —(n, 3) 
L (m, RE 2) — (n,2). 


Soient enfin À une constante dont la partie réelle est negative et X, Y,Z 
des variables complexes. 
Nous appellerons fonction © fondamentale du quatrième degré la fonction 


entiére: 
n= c 
(3) AXE) N 66,4 A+(n,3) X - (1,2) Y+(n,1)Z 
an ? 3 JA) : 
n--—:0 


Cette fonction vérifie les quatre relations 


AR o gc YS y — 1) (Alexa ae) 
QA XL TEE 2708,27) OAR: VEZ) 
OAD XY LZ a3 270t) OAS Xe) 
AS Xe AN YE xe DIN) lea OCA Ne Yan ZI: 


> 
= ~~ Om 


Les trois premières de ces relations sont évidentes, car les coefficients de X, Y,Z 
dans le terme général de la série (3) sont des entiers. Quant à la quatrième 
des relations (4) on l’obtient de la façon suivante; les identités (2) montrent que 


n= + 
QUA. Ker Any xe Zee — > er 1,3) A (1 1,3) X (0 1,2) Y+(n,1)Z: 


Hu -—c 


si lon remplace, dans l'exposant, (n,1) par (n 4 r,1)— 1 et si l'on remarque 
que, n variant de — ce à +, on peut remplacer n + 1 par n, on a la quatrième 
des relations (4). On remarquera que la substitution faite sur les lettres 4, X, 
Y,Z dans cette quatriéme relation, consiste à ajouter à chacune des trois der- 
nières lettres X, Y , Z la précédente. 

Il est évident enfin que la fonction © conserve la méme valeur quand 
on remplace X,Y,Z par des valeurs X,, X,, Z, telles que, dans l'exposant du 
terme général de la série (3) les coefficients de »? et de n changent de signe, 
celui de n° restant le méme. 
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Pour obtenir ces valeurs remarquons que 


(m, 4) — (1 3,4) — (1,4) + 3(m,3) + 3(m, 2) + (n,r) 
T j(—,3)— — (n + 2,3) = — (0,3) —2 (2) — (0,1) 

Co 2) = (m x 2) = (n, 2) +(n,1) 

((— n, 1) — — (n, 1). 


Done en écrivant 
A(—n, 4) +X(—7n,3) + Y (—n,2)+Z(—n,1) = A (n, 4) - X, (n, 3) - Y,(n,2)+Z,(n,1) 
on voit que 


(6) OT ER j EPUM ya A XC 


ce qu'on peut écrire, sous forme symétrique, 


rogue dob en i abi sl gr ee N E zZ 


-(Y+ Y)——-4A. 


D | H 


III. Fonctions © générales du quatrième degré d'ordre «. Designons par c 
une constante dont la partie réelle est négative, par v, y, z trois variables com- 
plexes, et considerons le polynóme 


p(n) — «(n,4) + 8(n,3) + 7(n,2) + d(n, 1) 


où » est un entier quelconque, « un entier positif, différent de zéro, 3, y, 0 
des entiers déterminés arbitrairement choisis positifs, négatifs ou nuls. 

Ce polynóme prend des valeurs entiers pour toute valeur entiére, positive, 
négative ou nulle de ». Nous aurons alors, en désignant par Df (n) une différence 
telle que f(n + 1) — f (n): 


Don) —«(n,3) + 8(n,2) + y (n, x) +0 
DDq(n) = D?q(n) = a(n,2) + B(n, 1) +7 
D D?q (n) =D p(n) —«(n,1) + p 

D D?q (n) = D*g (n) = a. 


Cela posé, considérons Ja fonction entière de xz, y,z: 


a,ß,y,06 


En n= + 

(7) 0 ar jl A. V go v) z Dg (n)- y. D* p(n) 4-2 D q (n) 

ul 2 
ER 


n=—n 
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Cette fonction de x,y,z possède la période 2;ri par rapport à chacune des 
variables séparément: elle vérifie, de plus, la relation 


D, TROY TL, REY 


Gy ps y; Ó 


9,%2,%Y,2 
«,8,y,0] 


(8) ü — ear ( 


En effet, calculant, sur la série, le premier membre de la relation (8) et re- 
marquant que 


p(n) + Dq (n) = pin + 1) 
me (n) + D?g(n) = Dq(n +1) 
2—p(n) + D?g(n) = D*g(n + 1) 

) 


D*q (n = D?g (n 4- 1) —«, 


on voit que ce premier membre est égal au produit de e-?* par la série (7), où n 
est remplacé par (n + 1): ce qui démontre la relation (8). 

0,2,9,2 
D 


3 3/4? 


La fonction 6 La | peut s'exprimer à l’aide de la fonction © fonda- 


mentale. En effet, en ordonnant l’exposant du terme général de la série (7) 
par rapport à (n,4), (n, 3), (n, 2) et (n,1), on a, pour cet exposant 


«o (n, 4) + (ex + Bo) (n,3) + (ey + Bx + yw)(n,2) + 
+ (az + By + yx + do) (n,ı) + Pz + yy + Oa. 


En comparant cet exposant à celui du terme général de la fonction fondamen- 
tale 9(A, X, Y,Z), on voit que 


(9) oo mr m eter oz (A,X, YZ) 
Isto ds, 
ou 
A —«o 
(ro) X=ac+ po 


| Y=ay+tpßz+yo 
a =az+ Pyt+ yet dw. 


Toutes les fonctions 9 qui dépendent de quatre entiers «, 3,7,0 se ramenent 
done au seul élément analytique O. 

IV. Réduction de l’entier 9. Quand l’entier positif « est choisi, on peut, 
dans les formules précédentes, donner aux entiers ?, y, Ó des valeurs arbitraires. 
Mais il est à remarquer qu'on peut toujours ramener ? à avoir l'une des valeurs 
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En effet, l'entier n prenant, dans la série (7) toutes les valeurs de — o à 4 o, 
on ne change pas la somme de la série en remplacant, dans le terme général, 
n par n +k, k désignant un entier arbitrairement choisi. Le polynôme q(n) est 


alors remplacé par un autre 
V (n) = pin +k) = p(k) + wD q (E) + (n, 2) Dep (5) + (0, 3) D' (E) + (n, 4) Dip (h), 
ou, en intervertissant l'ordre et remplagant les différences par leurs valeurs 


V (n) — e(n, 4) + (ck + 8) (n,3) + [«(5, 2) + Bk + 7] (m, 2) + 
+ [a(k,3) + B(k, 2) + y E + 0] (n, x) + p(k). 


La série devient alors 
0,2,9,2| _ og) 9 de DUR À 
4 i (5505 | i 01017420) 
ou 
P'=ak+P 
Y=alk,2)+ßk+Yy 
ö = «(k,3) + P(k,2) tyk + 0, 
i / 


k étant arbitraire. 

Il existe toujours une valeur de k et une seule, positive, négative ou nulle, 
telle que ?' soit égal à l'un des nombres o, 1,2,...,« — 1. C’est cette valeur que 
nous attribuerons à k. La fonction 6, où 9 est quelconque, pourra done tou- 
jours, au facteur constant e°” prés, être remplacée par une fonction analo- 
gue oü 


(11) o<6<a—t. 


A l'avenir, dans toutes les fonctions 0 considérées, ? sera supposé vérifier cette 
condition (rr). 

Le nombre positif « étant appelé l’ordre de la fonction 0, on voit qu'il existe 
une infinité de fonctions 


0 | 
e D 4,0 


d’ordre donne «: on les obtient toutes en faisant 
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V. Changement de n en —n. Si dans p(n) on change n en — n, on ob- 
tient un nouveau polynôme qui donne la méme fonction 60 


pi (n) — q (— n) — a (n, 4) 8, (n, 3) + 7 (n, 2) + 0, (n, 1), 
d'oü, en se reportant aux relations (5) et (6) 


B,—34—,y,—3«—2g-y,0,—a—B-ty—ó. 


On a alors 


oa GUY, à 


a, By, 0 a, Pas V5 01 


VI. Substitution inverse. La fonction 0 admet la période 2;ri par rapport 

à chacune des variables x, y, z; elle vérifie la relation 

0(w,z+Fo,y+x; 2 +y)—=e 20 (w;x,y,e) 
ou 

Dos roy | s em lo oO TRE) 

en posant 

z'—mc-d uw, y=yte, gere 
La substitution inverse donne 

= 2x'—wW, y=Y —T +0, z=2'—y' +2 —w; 

on a done aussi 
(12) 0 (x! — c, y'—2' + 0,2 —y + x —w) = et -v+2—0)4 (a5, y', 2!). 


VII. Fonction entière la plus générale vérifiant les mêmes relations fonc- 
tionnelles qu'une fonction 0 d'ordre «. Cherchons la fonction entière la plus géné- 
rale G(x,y,z) vérifiant les relations 
Ch 2700, 952) — Gare) 

%,y+ 221,2) — G (x, y, z) 
Bos 2 2708) Ge) 
XS4-0,9 -2,2 4-3) —e-** G (2,y;2) 


Sq» 
PSE OS 
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où « est un entier positif donné; nous allons montrer que cette fonction @ est 
une fonction linéaire, à coefficients constants, des fonctions 0 d'ordre « 


B-a—1 y=+0 ó-to j 


aaa) a Aal | 


a, B, y, 0) 


où les coefficients A,,,,) sont des constantes. C'est ce qui résulte de la méthode 
des coefficients indéterminés. D'abord les trois premiéres relations (13) montrent 
que G est développable en une série de la forme 


G (x,y, 2) e 23 ape e aeg 


les trois entiers /,m,n prenant toutes les valeurs de — c à +» et les By mu 
étant des coefficients indépendants de x, y, z. 

L'entier positif « étant donné, groupons d'abord les termes dans lesquels 
» est de la forme 


n=ap+Pp, 


où p est un entier variant de — o» à 4 co» et f un entier déterminé ayant une 
des valeurs 


On T.512 OT, 


de telle façon que p soit le quotient et 9 le reste de la division de n par «. 
La série se décompose ainsi en une somme de « séries: 


B=a—l 
AN 





€ > Bm aie Beata re ata Ol te p) 


f=0 l,m,p 


l,m, p variant de — a +o. Prenons les termes qui correspondent à une 


valeur déterminée de f: 


y 9 
Gs — > Brides elz+myt+(ap+f)z. 


I,m,p 
Introduisons à la place de / et m d’autres entiers y et Ó en posant 
m — y 4p + a(p, 2) 
I=6+yp+Pß(p,2) + e(p,3)- 


A chaque groupe de valeurs de /,m,p répond un seul groupe de valeurs de 
7: 0, ; réci j. irrons alors écrire 
7,9,p et réciproquement. Nous por ] 
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Gg— » Ob a p € MP) + y per) +2 Gap) 


7,9,p 


en posant pour abréger 


m 


= p,(p) = 0 + yp + B(p,2) + a(p, 3) 
m= p:(p) = Pi (p + 1) —p,(p) = De, (p) 
n = $,(p) = p;(p + 1) —p,(p) = D*g,(p). 


Il reste à écrire que la fonction G; vérifie la relation 


Gs(x-F 0,9 +x,2+y)=e 2 G(x,y,2). 


On devra avoir 


SC, 5,pe0nP)+2lntr) ++ vUrs(p) * s(pl-t2gs() — X (^, ,„„erntpP+tunlp)+zgtp—az, 


Mais comme 
Pi (P) + 9i(p) — p1(p + 1) 
Pa(P) + Pa(p) = P2(p + 1) 
($3 p) —=9,(P + I) —« 


on a 


x Ge jp go mop) ez gilpt+1)+y q»(p1)zgs(ptl)o—az — N C, a, p €? i) ugs (p) +2 qu(p)—az 


ou, en changeant, dans le premier membre, p en p— 1 


pv Con 1 eo T10—1) er qi(p) + y G2(p) +z ga(p)—az — N (gi 


era ez qi(p) +y g»(p)- zgs(p)—a2 


Les entiers qui multiplient z, y, z dans les exponentielles des deux membres 


étant égaux, les coefficients sont égaux, et on a 
1 eo q1Cp—1). 


C», op — Cy, 0, p 


Ecrivons cette relation en y remplaçant successivement p par 1,2,3,...p, et 
multiplions membre à membre les relatious obtenues, nous aurons enfin 


Co» (Or 5, o eo lei(o) gi (D) - --gi(p—1)] 


= (,, y, o € 9D, 
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en posant 
p(p) == 23 (p; 4) 3r pt, 3) ap (p, 2) zl: Op. 


La fonction G; est alors 


G5 = > Cy. 5 , 09 002 Dg (p) y D'o(p) +2 D»g(p, 
t 1 » 


7,0,p 


Faisons d'abord la sommation par rapport à p, en laissant /?, 7,0 constants: nous 
0, L,Y, 2 


aurons comme coefficient de C; ;,, une fonction 0| 2 AE Nous écrirons a 
yp, , 
la place de C,5,, un coefficient A;,,,5 pour rappeler que C,,;,, peut dépendre 


de 8. Nous aurons ainsi 


(14) Ga(x, y, 2) = Dar ons 
ze c, 8, y, Ó 


7» 


D'où enfin, pour la fonction @ 


Telle est done l'expression générale des fonctions entières vérifiant les relations 
(13). Cette expression renferme une double infinité de coefficients arbitraires 
43,,,o B variant de o à «— x et y,0 prenant toutes les valeurs de — c à + oo. 


En remplacant a 


W%,Y,2 b x . 2 
iod J À par son expression à l’aide de la fonction 
(GS DI, 

Dh Ow t) 


fondamentale ©, on a aussi 


(15) G (x, y,2) = > Anno Byrne 94,8, 7) 
B,7,6 
ou 
ig = «ty 
(to) X=ax+ fu 


| Y —ay-tgz-yo 
| Z=az + By + 7x + du. 


La fonction entière G(r,y,z) que nous venons de trouver et qui est définie 
par l'équation (15) renferme une infinité de coefficients arbitraires 43,,,3. On 
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pourra évidemment chercher à disposer de ces coefficients de telle facon que 
la fonction G vérifie d’autres relations fonctionnelles distinctes des relations (13). 
Nous reviendrons plus tard sur ce point. 

VIII. Fonctions méromorphes laissées invariables par les substitutions du 
groupe d'une fonction 0 du quatrième degré. 

Soit en général G (x,y,2/«) une fonction entière vérifiant les quatre relations 
fondamentales (13). Nous venons de donner l'expression générale de la fonc- 
tion G. Quand nous voudrons mettre en évidence l'ordre «, nous écrirons 
G(x,y,z|«) Nous appellerons ces fonctions G des fonctions entières générales 
d'ordre a. 

Soient G,(z,y,2/a,), G,(x,y,2/a,),..., Ge (x, y, 2/eax), k de ces fonctions 
d'ordres respectifs @,, @,...,@%- Désignons par ¢,, ¢,,..., c; des constantes et for- 
mons la fonction 

i=k 
(16) H (x,y,2) = J] Gilz,y,z—ci/ai). 

i=1 
Cette fonction est entière: elle admet la période 27 par rapport à chaque 
variable; enfin elle vérifie la relation 


H (x t0, +2,2+ er RETTET FETT EEE 


Posons 


e, 70 Tc Qk 


Q1:Cu 330505 ns ACH 


|| —— 
a; + a, +--- + ao; —@ 


nous aurons 
H(x+o,y+2,2+ y) — e-9€—9 H (x,y,z) 


ou, en faisant 


! 
Z—C—2 


H (x 0,9 - 2,2 --y c) — e? H(x,y,2 4 6); 
la fonction H (x, y,z' + c) est done une fonction entière G (x,y,2'/«) et on a 
i=k 
(17) G(2,v,2— c/e) = Il G;(v,y,2 —ci[ai). 
i=1 


La fonction méromorphe 
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i=k 
TG, Y, 2 — Ci] a) 
(18) IER m 


II[6;(«.».— g;/« 


j=1 
où 
a, c, baje, d o, e a 


Cy ae 09,62 - OCT mq gs Md ong, + anni 


vérifie les quatre relations 


pat 4 21,9,2)-— F(x,y,2) 
(sj ECCO Pa TUM 
jh (x,y,z + 2701) Ru F'(2,9,2) 
| F(x +o,y+u,2+ y) =F (x, y,2) 


Il est évident que les dérivées partielles de F par rapport a z vérifient les mêmes 
relations. 
La fonction méromorphe 


i-k . (7 D . . 
(20) Fand Xt zone a Ziele) 
où 


A,a, + Ajo, +: + Ara; =0 


vérifie les mémes relations, car l’effet de la derniére substitution du groupe 
est de faire croître chaque terme de — 4;«;. Une expression de la forme 
d" Log G (a, y,z2—g/«) 


(21) T (£52) = A —— Pan guy 


où n>ı, vérifie encore ces relations, quels que soient n, « et la constante g. 
Enfin, il est evident que les sommes, les produits, les quotients de ces ex- 
pressions sont des fonctions meromorphes vérifiant les mêmes relations (19). 
Toutes les fonctions que nous venons de former et qui vérifient les relations 
(19) sont de la forme 


Gy (@5y,2—g9/ e). 
G(x,y,z—c][a) 
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G, et G étant deux fonctions entières générales vérifiant les mêmes relations 
fonctionnelles qu'une fonction 0 d'ordre «. 
En prenant la dérivée par rapport à z, 
, 0,G—G,G 
p'-———ÀÁ——»5 
G? 


on voit que le produit 
O(z,y,2)= GFL 


est une fonction entière de z,y,z; comme F', vérifie les relations (19), M(x, y,z) 
admet la période 277 par rapport à chaque variable et vérifie la relation 


Q (x +w,y+x,z+ y) =e "22-9 (x, y,2). : 


En posant z—c=z', on transforme done cette fonction ® en une fonction 
entière générale d'ordre 2a vérifiant les mêmes relations que 0(r,y,z): soit 
G,(&,y,2'/2«) cette fonction. La dérivée F', est alors le quotient de deux de 
ces fonctions 0 généralisées 


G;(x,y.2—c/ 2 a) 


G* (x,y,z—c[ a) 








(22) me 


IX. Il n'existe pas de fonctions entières vérifiant les relations (19). De méme 
qu'il n'existe pas de fonctions entières d'une variable avec deux périodes, il n'existe 
pas de fonction entière F(v,y,z) vérifiant les relations (19). En effet, si une 
pareille fonction existait, elle serait représentée, pour toutes les valeurs des 
variables, par une série 


F(x,y,2) = X Bı,m,n e * mv*n* 


l,m,n étant des entiers qui varient de — c» à + et Bim,» des coefficients 
constants. En écrivant que cette fonction vérifie la relation 


F(+w,y+x,2+y)=F(x,y,z) 
on a 


ES ID el e(l+m) x -- (mn) y c n2 oc STD s elx+mytnz, 


D'où, en identifiant les coefficients des termes e!+m)z+(m+n)y+nz dans les deux 
membres 


(23) Bin ctu er es UM sos cac 


Considérons les coefficients dans lesquels » a une valeur déterminée non nulle. 
Nous pourrons poser 
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m=npt+r 


en appelant p Je quotient et r le reste de la division de m par n, r étant un 
des nombres 0,1,2,...n—ısin est positif, 0,1,2,...—n—1, sin est négatif. 
Nous grouperons alors les termes pour lesquelles r a une valeur déterminée. 
Dans ces conditions p varie de — co à +o. Nous poserons ensuite 


I=(p,2)n+pr+g, 


q variant de —o à + pour que / varie de — à +. Avec ces notations, 
pour faire croître m de n et | de m, il suffit de faire croître p de r. Le coefficient 
Bi,m,n Où n et r ont des valeurs déterminées, deviendra une fonction de p et q, 
Cp,a: et la relation (23) deviendra 


(24) Ca el, 3) n&pr t q1o Cher 


Remplacant p par 0,1,2,...p —ı,p et multipliant, on a 


Cr q^ eli» 3)n + (p,2)r - pg] o Onc R 


Les termes correspondants de la série, où g a une valeur déterminée seront alors 


p=+®» 
a > gv UD) *- z yi(p) - y ve Cp)  zvaCp) 


Ce 


, 


p2—o 


en posant pour abréger 
V (p) — (p,3)n + (p,2)r + pq 


et désignant par wv,,V,,wV, les différences Dw(p), D? v(p), D* v(p). Or cette 
série est évidemment divergente, car, dans l'exposant de e, le terme de degré le 
AY 3 
e et p varie de —c» à + ©. 

Il ne peut donc exister que des termes dans lesquels n = o; la fonction F 
est alors indépendante de z. 


plus élevé en p est 


X. Fonctions entières de deux variables vérifiant des relations analogues à 
(19). Par contre, il existe des fonctions de deux et, en général, d’un nombre 
pair de variables, vérifiant des relations analogues à (19). Bornons nous ici à 
une fonction entière de deux variables g(x,y) telle que 


g(x + 2xi,y) = g(x,y) 
(25) (g(x,y +2xi) — g (v, y) 
g (x-Fo,yt x) —g(x, y). 
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Pour la former prenons deux entiers quelconques 4 et « dont le premier / est 
positif et différent de zero. Designons par y(n) le polynôme en x 

W(n)=A(n, 2) + un. 
La fonction 


n= +10 n= + 0 


(26) g (x, y) — > evv(n)+zDyp(n)+yDp(n) — > evl2(n,2)+un]+z(in+u) y Z 


n=— o n--—-:o 


vérifie les conditions indiquées. Elle peut d'ailleurs s'écrire 
n=+®» 


(27) g(x,y) — ey > evli(n,2)+un]+æz(in+u) 


où la série est une fonction 0 elliptique vérifiant les deux relations 
0 (x + 2x1) —0(x) 
0 (x + c) — er? 70 (x). 


Nous désignerons la fonction entière (26) qui dépend des deux entiers 4 et 


u par 
2,9 
3 b: 4 
En posant 
n= +0 
(9) (X; A) —— > eA (n,2)+ Xn 
n=—0 


où la partie réelle de A est négative, on a 


x,t ; 5 a 

= etz+7yQ(Ax + Wo, Aw). 
À, tt) 

On peut toujours, en remplaçant dans le terme général de la série (26) n par 

n +k, determiner k de façon que la nouvelle valeur de l’entier « soit l'un des 

nombres 0,1,2...4—1. C’est ce que nous supposerons réalisé par la suite. Il 


existe donc, une fois w donné, une infinité de fonctions 


%, y 
7 (i. “| 
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A=1,2,...+%, u=0,1,2...4—ı. Pour chaque valeur de À, il y a À fonc- 
tions g. 

Réciproquement, si l’on cherche la fonction entière la plus générale g (x, y) 
vérifiant les relations (25), on trouve qu’elle est donnée par la série 


2=4+0 u=)—l 


(28) HET TNT 








les coefficients 4;, étant indépendants de x et y; c’est ce qu'on verra par la 
méthode des coefficients indéterminés, comme nous l’avons fait plus haut pour 
des questions analogues. 

Il résulte de là que si H(z) est une fonction entière quelconque de z la 
fonction 


E [g (v. y)] 


où g(x,y) a la forme (28), a encore la méme forme. 
Soit G(x, y,z/«) une fonction entière vérifiant les mêmes relations qu'une 
, y, 


fonetion 6 IE EN Uae 


2 j d'ordre «. Le produit G(x,y,z/«)g(v,y) est encore une 
G€,D,; Y,c 
fonction entière G(x,y,2z/«) de méme ordre, ayant par rapport à z les mêmes 
zéros que la première. 

XI. Dérivées partielles des fonctions F. Soit d'abord une fonction f(x, y) 
de deux variables admettant la période 277 par rapport à chaque variable et 


vérifiant la relation (20) 
(29) 4 f(t+ow,y+zx)=f(x,y). 


Nous allons chercher des combinaisons des dérivées partielles de f vérifiant la même 
relation: il est évident que toutes les dérivées admettront la période 27 par 
rapport à chaque variable. Faisons 


fi DC in IB = f, 
fu fe ho ar Ne he = f 
etc. 
Les fonctions f,, f..,... ne contenant que des dérivées par rapport à y verifient 


évidemment la relation (29). Mais il en existe d'autres, qu'on peut former comme 
il suit. 
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Ecrivons la relation 
f (x,y) —o 
qui définit y en fonction de x. D’après la relation (29) si on a 
y = p(x) 
on a aussi 


y+z=9Y(c+ uw) 
ou en derivant deux fois 

y" — q" (x + o) 

gp" (x) = 9" (x + o). 


La dérivée y" ne doit done pas changer quand on change x en «+w et y 
en y +2. (Voyez à un autre point de vue la note des Rendiconti di Palermo 
séance du 10 Decembre 1911, t. XXXIII). Appliquons à f(x,y) — o, le théorème 
des fonctions implicites, nous aurons 


fh +y'f,=0 
fu + 2fey + hoy? + y" f, =0 
ou en éliminant y! 


ala aad + faf ER — 0: 


La fonction 


(30) g(x,Y) —fufi—2hshfhs + hifi 
vérifie la relation 
ga + w,y + x) =g(x, y). 


Vérifions-le directement. Pour cela, étant donnée une fonction quelconque 
(x,y) appelons y, avec un trait, ce que devient cette fonction quand on y 
remplace x et y par vy + o9 et y 4x 


p-—gí(x-4o,y-t 2). 


Alors (29) donne 
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Dérivons cette relation par rapport à x et y: nous avons 


Tan 

he =f 
hia + 2h + fa Shu 
fiz + faa = fia 
ju — fx. 


Prenant alors la fonction (30) on a 


g—(fu 2h hh 
ese eue dE UE 
+ fa EY 
=fufi—2fehh + talk 
= 9. 
On obtiendrait d'autres formules analogues en calculant y”, yl\,...ete. 


XII. Expressions analogues pour les fonctions F de trois variables x,y,z, 
admettant la période 2i par rapport à chaque variable et vérifiant la relation 


(31) F (x 0,9 t 2,2 +y)=F(x,y.2). 


Appelons de méme 7;, F,, F, les trois dérivées premières; 
Ehen Nine 
FA Jy Bios 
Alan ne Biss 
les six dérivées secondes (F;;— F;;) et désignons par @ ce que devient une 


fonction p(x,y,z) par l'effet de la substitution (x,y,z) (x - o,y t z,z + y). 
En dérivant par rapport aux trois variables, la relation (3r), on a 


x E 


| 
= 
| 


2 


Ry Ry 


to 


+ 


to 


^i 


m 
F 


> 


3 


o 
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On en conclut 
F:—F,F,—2¥F,¥,=F;—F,F,—2F, F,. 
On a done ainsi deux fonctions dépendant des dérivées premiéres 
(32) F,, F;—F,F,—2F,F, 


qui sont laissées invariables par les substitutions du groupe considéré. 
Si nous passons aux dérivées secondes, nous avons 


F,,= Fy, + 2F 2+ Fa 
(33) Fe; Li 
PF. um E 


On en conclut que les trois fonctions 


je: 
(34) TETE 
Le PAP PAP: 


sont invariables par les substitutions du même groupe. C’est ce qu'il est aisé 
de vérifier. 
On peut rattacher ces formules à la théorie des formes. Ainsi, prenant la 


forme 

FX? PX Y tn. Ys 
faisons sur X et Y la substitution 

x nU 


de déterminant +1. L'effet de cette substitution en vertu des relations (33) 
est de transformer la forme en 


F,,X" + 2F,,X'Y' + Fy, Y". 


Les discriminants des deux formes sont done égaux 


MR, Fee as 


ce qui donne une des fonctions invariantes (34). 
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Des considérations analogues s'appliquent aux dérivées d'ordre plus élevé. 
En appliquant à une des fonctions trouvées (32) et (34) les mêmes calculs qu'à 
F, on en obtient évidemment d’autres possédant les mêmes propriétés. 

XIII. Transformations. Dans une deuxième partie, nous nous occuperons, 
entre autres, de certaines transformations, dont nous avons donné un exemple 
simple dans les Comptes Rendus (Séance du 7 Septembre 1914). 

Paris, le 17 Sept. 1914. 


" Bg 
be u 


u ao semi Fugo a s ind 


vl Musik wirhih wu pisi agolaté 
é ap alhinlan senden. snl (po) dn ice he 4 E 
dino nude Sal ddah TT 
Age po) rt ca Mn pie inniti: | 
na ud Lavoh merda rot dqohb qemol d atintodsma aem paw 
| oi ee gilt Bomb} spas sig à ei mu 


si zt DF a Fi | 
ht pl Tus ew Ladi bul? Hu emp p 












Sine . dus.- Qu vea 
f j Á E , 
I x $ 
as: 
eT E 
E 
=: 
I] 
4 iine Tope ge E n 
| nk 
yt Wins EIU pres "m 
J^ eausa Uia N 
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ÜBER DEN ZUSAMMENHANG ZWISCHEN DEM MAXIMAL- 
BETRAGE EINER ANALYTISCHEN FUNKTION UND DEM 
GRÖSSTEN GLIEDE DER ZUGEHORIGEN TAYLOR- 
SCHEN REIHE. 


(Brief an Herrn Professor Dr. A. Wimax.) 
Von 
G. PÖLYA 


in ZÜRICH. 


Sehr geehrter Herr Professor! 

Ich habe Ihre Arbeit »Über den Zusammenhang zwischen dem Maximalbe- 
trage einer analytischen Funktion und dem grössten Gliede der zugehörigen 
Taylorschen Reihe» mit dem allergrössten Interesse gelesen. Ich bemühte mich, 
Ihren Gedankengang, dessen Originalität mich frappierte, klar herauszuarbeiten. 
Es gelang mir in der Tat mit einem etwas einfacheren Ansatz auszukommen, 
Ihre Schlüsse in elementare Hilfssätze zu zerlegen, und diese Hilfssätze kurz 
und durchsichtig zu beweisen. Es hat häufig keine Schwierigkeit, einer schon 
gemachten Entdeckung einfachere Form zu geben, und ich hätte Sie damit nicht 
aufgehalten. ; 

Es ist aber ein Punkt Ihrer Arbeit, und zwar eben der springende Punkt 
darin, mit einer gewissen Unklarheit behaftet, die einige Leser aufhalten könnte. 
Sie behaupten S. 310 Ihrer Arbeit, dass sämtliche Ungleichungen 


] Tn—k 1 Pa—k 7 ; 1 In "T : J£ 5 
(18) Il = <II P, (v<n), (19) Il « II [um (v > o) 


k=1 Aal k-1 nk 
für unendlich viele n erfüllt werden können, vorausgesetzt, dass 


OK Sis Svs S s005; OP <P, <B,<- : 


lim 7, = o, limp p 


n= an n = 
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wo P einen beliebigen positiven endlichen Wert haben kann. Ich werde im Fol- 
genden eine numerische Folge 7,, r,, 7,,--- angeben, bei welcher Ihre Unglei- 
chungen (18), (19) für kein n sämtlich erfüllt sind. 

Dies Beispiel, ich weiss es wohl, entkräftet Ihren Schluss keineswegs. Denn 
meine Folge ist eben eine numerische, während Sie noch freie Hand haben ge- 
wisse Ihrer 7,, r,, 72°: in bestimmten Intervallen geeignet zu wählen. Auch 
die Art dieser Wahl ist Ihrer Ausführung, wenn auch vielleicht nicht ganz klar, zu 
entnehmen. Übrigens, urteilen Sie selbst, ob die nachfolgende Darstellung Ihrer 
Schlüsse nicht das Verständnis Ihrer Entdeckung erleichtern könnte. 


1. Die Potenzreihe 


F(x) = a, + a, tax +." 


soll folgende Eigenschaften haben: 

1) Alle Koeffizienten a,, a,, @,,::: sind positiv. 

2) Die Rolle des grössten Gliedes wird nacheinander von jedem Glied a„a” 
übernommen, sei es ein ganzes Intervall entlang, sei es nur in einem 
Punkte. 

3) 4,— 1r. 

Sie haben in Ihrer Arbeit S. 307 gezeigt, dass, wenn Ihre Sätze für 
solche ganze Funktionen gelten, die den Bedingungen ı) 2) genügen, sie dann 
für jede ganze Funktion gelten. Offenbar ist die Normierung 3) eine irrelevante 
Beschränkung. 

Das Glied a,2” übernimmt die Rolle des grössten Gliedes von seinem linken 
Nachbar a,_12" 1. Dies soll in dem Punkte |x]—=r,„ geschehen, d. h. es sei 


n—1 n 
An-1Tn — nn 
oder 


I 
[1]! An = An—1. 
In 


Seien r,, 7, r,-- die Punkte, wo a,2, bezw. a,x’,a,x°,--- die Rolle des 


grössten Gliedes antreten. Es ist 


2 OSTEN, er 
1 — ‘2 3 — 


und aus [1] ergibt sich durch Rekursion 


1 Jch numeriere meine Formeln in eckigen Klammern [], um sie von Ihren in runden 
Klammern () numerierten Formeln zu unterscheiden. 
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- a 
[3] F(x) =1 + 2 —— 
n2 URS im 
Jede Potenzreihe, die den Bedingungen 1) 2) 3) genügt, lässt sich, und 
zwar nur auf eine Weise, in die Form [3] setzen. Umgekehrt, ist [2] erfüllt, so 
repräsentiert [3] immer eine Potenzreihe, die im Kreise vom Radius o— limr,, 
n=®» 
konvergiert, und die Bedingungen ı) 2) 3) erfüllt; denn es ist offenbar SE PE 
nO Ug = = UO 
das erösste Glied von im Intervalle r, € |z| <7, 41 von verschwindender oder 
3 S [x| Sta + 
positiver Länge. Setzt man für r,,7,,7,,::: die einfachste wachsende Zahlenfolge 
I, 2, 3,... ein, so erhält man die einfachste ganze Funktion e*. 
Ich setze |z| — r, und für r, € r <rn+u 


rr 
my 
Ti Vota? Tn 
STE (MER S NS 7” 
imu+l-.--n—ln ! 

Line Pa : ———— + À : 

alt y J " 

r venrn+1i'n+2---In+v 


u=1 
Es ist also 
|F (x)| € F(r) = m(r) u(r). 


Ich halte am Ansatz [3] fest. Ich habe also die beiden Ausdrücke m (r) 
und w(r) gegeneinander abzuwügen. Ich habe r,,r,, r,,::: als fest gegeben zu 
betrachten, und ich kann r im Intervalle (r,,r,+1) variieren lassen. 


2. Hilfssatz I. Ich setze von der Folge l,,0,,--- l,,:-- voraus, dass 


Iim,=+». 


n-o 


Dann gibt es wnendlich viele Indices n, zu denen man Zahlen A bestimmen 
kann, derart, dass alle Ungleichungen 


[4] In—usysk ib nn thn 2g elec Inga t ob Ine 


u 2 y 


(u —1,2,:--m; Mr, 25 Bie >) 


erfüllt sind. 
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Es sei r gegeben. Ich werde einen Index n finden, n > r, der die gewünschte 
Eigenschaft hat. Dabei kann A beliebig gewählt werden, wenn sie nur grösser 
ist als das Maximum der Zahlen /,,4,,---1, 


[5] ASA sw em Serm 


Man betrachte zum Beweise die Zahlen 


Dy +1 = |}; QE Ir 1 — 24 
Ly+2 = + lpi tlr42—3 A 
In =, El +. +, —(n—7r + 1)A 
Es ist offenbar lim L, = + », und darum besitzen die Zahlen L,, L,+41, L,39-.- 
ein Minimum, d. h. es gibt (wenigstens) ein L, so, dass 
Don (een iat 2): 


Es ist 


Ls y — Ls =lInzı + In 42° SE ins vA>o (».— 1,2, 3» 2) 


und so ist die zweite Hälfte der Ungleichungen [4] erfüllt. Es ist ferner 
In — In = an ie SH oe bio ae In — u À <o (n il > r). 


Dies zeigt, dass auch ein Teil der ersten Hälfte der Ungleichungen [4] erfüllt 
ist, nämlich diese, wo u € » —r. Addiert man zu der Ungleichung 


legi + lgo + + <(n—r)A 
die aus den Ungleichungen [5] fliessende 
ment Ar [bey marinating apes ar l.< (r—n ar u) À, 


so sieht man, dass die erste Hälfte der Ungleichungen [4] auch für u>n—r er- 
füllt ist. Der Index n (n>r) und die Zahl 4 sind also in der Tat so gewählt, 
dass alle Ungleichungen [4] erfüllt sind. — 

Setzt man in [4] u=r=1, so erhält man 


AS 
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Es besteht also der Satz: Strebt die Folge l,,l,,1,,--- gegen + ©, so lassen sich 
darin unendlich viele Paare benachbarter Glieder ly,ln +1 finden, so dass 


elisa last bg. 


In < 
y 


(v= I, 2: 33° :) 


onen zs DE als In-ı + the 


ths +1 > 
u 


Um so merkwürdiger ist es, dass folgender Satz, der eigentlich viel ein- 
facher lauten würde, falsch ist: Strebt die Folge l,,1,,:--1,,--- gegen + ©, so 
lassen sich darin unendlich viele Glieder L, finden, so dass 


[6] or Ag eet ar In—2 dF et «I < In+ı ae In +2 E ris. + basin 
ls SUR 


m > y 
(O— 1,2), 5:00 — ESI 15:25 95:9). 


In der Tat, es gibt gegen + © strebende Folgen, deren Glieder folgenden 
Ungleichungen genügen 


1, >l, 


HESS 


SES 


17] ly DI el 


lok 41> loko >> Tok+ı 


In solchen Folgen gibt es kein rn, für welches sämtliche Ungleichungen [6] 
erfüllt wären. Genauer, es sind wenigstens 2^ — 1 Ungleichungen [6] nicht er- 
ulli; wenn: 2&- 7 <n< 2* tl 


3. Eine ins Unendliche wachsende Folge von der Eigenschaft [7] erhält 


man etwa folgendermassen: es sei 


! Es besteht jedoch folgender Satz: »Sei die Funktion f(x) stetig für æ > 0, und sei 


lim f(x)- +. Dann gibt es beliebig grosse Abszissen €, sodass für jedes x < £ und jedes 
=» 


yt 
I 5 u, 
EJ fade Sf) < 7% [feoda 
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und lim P, sei endlich. Sei ferner 


n= co 


Ti —2 

Taie 

rer = mi 

Yoko =Tokya = — fyk1 kt! 


Setzt man 


1, — log Pr 
so sind die Ungleichungen [7] alle erfüllt. Folglich sind die Ungleichungen [6], 
die sich jetzt so schreiben lassen 


Pnau Tn—2Tn 1}, < Tn | In+1fn+2" Int ) 


= Y 
PERRET rene Perel lents) 
GE ne) 


für kein n sämtlich erfüllt, und genauer, die Anzahl der nicht erfüllten wächst 
mit wachsendem x» ins Unendliche. Das besagt aber, dass Ihre vorher erwähnten 
Ungleichungen (18), (19) im Falle der eben konstruierten Folge r,,7,,7,,:-- für 
kein n sämtlich erfüllt sind, und dass die Anzahl der nicht erfüllten unbegrenzt 
mit n wächst. — 
Es sei 
SI SHE ERSTE 


O <P) < RQ ER ID ccc 


lim 7» .. 


n= n 
So kann man zu unendlich vielen Indices n positive Grössen r bestimmen, wo 


Ta € T € Tn 41 


ist, sodass sämtliche Ungleichungen 
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In—u+l:::Tn-1Tn 2 Te mel ES Pa-ıPn (u — 1,2 qm) 
[eda NEO 





yu — p" 

[8] 
TA D. 

npe pos ME 


= == zl te 
oe Den 


erfüllt sind. 
Man wende Hilfssatz I auf die Folge 


Ti Tn 


DNE cn 
l, — log p» L, = log p: Im log p 


an, und man setze die in den Ungleichungen [4] vorkommende Zahl 


Für w — » — 1 ergeben die Ungleichungen [4] 
Tn TE Mn+ In+1 
A nern SUN AT 
Io NES : log p. log pui 08 Je 
also 


Tn S T X fn41- 


Setzt man den Wert A —log 5 in [4] ein, so erhält man genau die Unglei- 


chungen [8]. 


4. Durch das Gesagte, hauptsächlich dureh [3] und [8], glaube ich den 
wesentlichsten Teil des Gedankenganges der $$ 1—3 Ihrer Arbeit dargestellt zu 
haben. Ich glaube, dass der Kern Ihrer Schlussweise in $ 5 in folgendem Hilfs- 
satze seinen einfachsten Ausdruck findet: 

Hilfssatz II. Die Folge reeller Zahlen 


Unete Usenet eor 


unterliege den beiden Bedingungen 


I) Im 
2) lim 7, — o. 


van 
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Dann gibt es unendlich viele Indices n, zu denen sich eine Grösse A so bestimmen 
lässt, dass sämtliche Ungleichungen 


(o] ln-ui tintin, 4 Sui sd day 
9 2 ge 


u D 








(u— 1,2,:-- m; VY —1,2,3,::-) 
befriedigl sind. 
Sei r gegeben; ich werde einen Index n, n>r, finden von der im Hilfssatz 
II. verlangten Eigenschaft. 
Es sei M das Maximum der r+ı Zahlen 


ll Lb, Vl B +---+43 0. 


Kraft Bedingung ı) kommen unter den Zahlen Z,+l,+---+/, solche vor, die 
grösser sind als M. Sei » — s der kleinste Index, für welchen dies eintritt, dann ist 
SEXT 
LUE EG M UU 


(w=1,2,3,°--s—ı) 


also 
lUo 
l,+l,+.--+1>o 
la -+1>o 


Das Minimum der s Zahlen 


Fae mou ee ee LE 


bj ST I 





ist also ein positiver Wert, den ich= A setzen will. 
Man bilde nun die Zahlenfolge 


Ls =1L—A 
lbs = 14 + lsr1ı 24 
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Es ist 


lim Z, — — o 


vo 


wegen der Bedingung 2), und da A>o. Folglich haben die Zahlen Z,, L,41, 
Ls+2,... ein Maximum, d. h. es gibt wenigstens eine Zahl L,, so dass 


L, X L, (or ey sims SE 2 779). 


Es ist also 


Insv— In —banrıt mr2+ ta» vA<o (v>o) 
Ln I, mut + + ln+ı + —uA>o (u<n—s). 


Man bemerke, dass n >s>r ist, und der Beweis endet, wie für Hilfssatz I.! 
Ich würde mich sehr freuen, wenn diese Schlussweise Ihren Beifall fände. 





‘Um Ihr Resultat in § 5) aus Hilfssatz II zu erhalten, setzt man 


I I pn 
CNE E in = zz vin = log ^ 
071 72-7 Pı P2--- 0n rm 
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ÜBER DIE HINSICHTLICH DER UNABHÄNGIGEN UND AB- 
HÄNGIGEN VARIABELN PERIODISCHE DIFFERENTIAL- 
GLEICHUNG ERSTER ORDNUNG. 


Von 
P. BOHL 


in Rıca. 
Es möge die Differentialgleichung 


ds 
m EN Ash 


vorliegen. Hierbei sei p(s,t) eine für alle s,¢ gegebene, stetige und hinsichtlich 
s und ¢ mit den Perioden r periodische Funktion.! Ausserdem sei die Lipschitz- 
sche Bedingung erfüllt. Hs existir dann stets .eine solche Konstante u, dass der 
Unterschied einer beliebig gewählten Lösung von 1) und der Grösse u.t für alle t 
zwischen endlichen Grenzen bleibt. Einen Beweis dieses Satzes findet man in einer 
Note von E. E. Levi? In ihr wird auf eine die Theorie der Mondbewegung 
betreffende Arbeit von LEvr-CrvrrA? hingewiesen. Der genannte Satz ist jedoch, 
wie mir scheint, nebst weitergehenden Resultaten gewissen Untersuchungen zu 
entnehmen, welche PoINcARÉ im Jahre 1885 veröffentlicht hat.* 


1 Sind die Perioden andere, so genügt die Einführung neuer s und £ proportionaler Va- 
riabeln, um auf den oben genannten Fall zurückzukommen. Es möge ferner besonders bemerkt 
werden, dass in dieser Untersuchung nur reelle endliche Grössen vorkommen. 

? E. E. Levi, Sur les équations différentielles périodiques, C. R. 1911 TT. 153 S. 799. 

* Levr-Cryira, Sur les équations linéaires à coefficients périodiques et sur le moyen mou- 
vement du noeud lunaire. Annales de l'Ecole Normale supérieure. 28, 1911. 

* H. Poixcaré, Sur les courbes définies par les équations différentielles. Troisième partie. 
Journal de Mathématiques IV s. T. r. 1885. Die hier in Betracht gezogenen Untersuchungen 
finden sich im 15. Kapitel und beginnen auf S. 226. Pomcars betrachtet die sprunghafte Punkt- 
bewegung auf einer geschlossenen Linie. Eine wichtige Rolle spielt hierbei eine Art von Sta- 
bilitat. Es ist dies die stabilité à la Poisson, die »ewige Wiederkunft» mit beliebiger Annähe- 
rung. Man kann die auftretenden Fragen von verschiedenen Gesichtspunkten aus betrachten 
und sie zu mancherlei Problemen in Beziehung setzen. Ich erwähne etwa die Ponceletschen 
Polygone. 
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Liegt eine Lösung von ı) vor, so verdient die Frage besonderes Interesse, 
ob die Lösung in der Form 


SWEET) ee Er, 


darstellbar ist. Hierbei ist « die schon erwähnte Konstante, f(x, y) eine für alle 
x,y definierte, stetige und hinsichtlich x, mit den Perioden ı periodische Funk- 
tion.! Ist u keine Rationalzahl und kann eine Lösung in der Form 2) darge- 
stellt werden, so werden alle Lösungen aus der Gleichung 


SUSE ICH E bx TESCO) AM EPPA ee 


durch geeignete Wahl der Konstanten c erhalten. Umgekehrt liefert 3) in diesem 
Fall bei jedem Wert der Konstanten c eine Lösung. 

Es sei u keine Rationalzahl und es möge eine der Lösungen in naheliegen- 
der Weise durch eine Kurve auf einem Kreisring dargestellt werden. Eine not- 
wendige und hinreichende Bedingung für das Auftreten des eben besprochenen 
Falles besteht dann darin, dass die darstellende Kurve den Ring überall dicht 
bedeckt. Die Richtigkeit dieser Behauptung geht aus den unten folgenden Erör- 
terungen hervor. So leicht es nun häufig ist, beim Auftreten neuer wesentlicher 
Voraussetzungen? das Auftreten des oben besprochenen Falles vorherzusagen, so 
schwierig ist es, allgemeine praktisch wertvolle Kriterien dafür anzugeben. Die 
im Anfang dieser Einleitung eingeführten Annahmen genügen jedenfalls nicht, um 
das Eintreten des genannten Falles sicherzustellen. 

Wir nehmen nun an, q(s,t) sei eine solche Funktion, dass der eben erör- 
terte Fall eintritt. Wir haben im Vorhergehenden bereits auf Voraussetzungen 
hingewiesen, die mitunter geeignet sind, die genannte Annahme zu stützen. Hier 
möge noch erwähnt werden, dass, wenn q(s,f) nur von s oder nur vont abhängt, 
die Berechtigung der Annahme häufig ohne jede Schwierigkeit zu erweisen ist. 
Es möge weiter die Differentialgleichung 


d 
4, — (Sst) + We, s, t) anb re bc BEL 


gebildet werden. Hierbei ist w für alle s,¢ und diejenigen « gegeben, deren Ab- 
solutwert kleiner als eine bestimmte positive Zahl ist. Ferner genügt w für 


1 In diesem Fall kann (f, 4.1) mit beliebiger Annäherung durch ein aus sin 2zf, cos 2rt, 
sin 2zpt, cos 2z 4t gebildetes ganzes Polynom ersetzt werden. 

? Diese Voraussetzungen könnten z. B. Aussagen über integrierende Faktoren, infinitesi- 
male Transformationen, Integralinvarianten u. s. w. enthalten. 
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jedes einzelne spezielle « denselben Bedingungen, wie sie zu Anfang dieser Ein- 
leitung für y formuliert wurden. Endlich soll es möglich sein, | | dadurch be- 
liebig klein zu machen, dass man |e| genügend klein wählt. 

Wir bezeichnen die charakteristische Zahl für 4) mit o. Man kann |» — o| 
beliebig klein machen, indem man |e| genügend klein wählt.! 

Es sei nun o irgend eine Lösung von 4). 


D = REC Um SEG) sc o cq EN ONE 


sei diejenige Lösung von 1), welche für t—0 mit c übereinstimmt. Dann können 
wir schreiben 


G=O star e VC OT SO) EU lat S S ore o o. qe c 1$ 


wobei |n| beliebig klein gemacht werden kann, indem man |e| genügend klein wählt; 
und zwar genügt ein Kleinheitsgrad gleichzeitig für alle t und alle Lösungen von 4). 

Es ist also, um eine Approximationslösung im eben genannten Sinn zu er- 
halten, genügend, in dem Ausdruck für die Lösung von 1) die Zahl « durch die 
Zahl o zu ersetzen. Diesen Satz sehe ich als das wesentliche Ergebnis meiner 
Arbeit an. Es wäre von bedeutendem Interesse, wenn eine direkte Verallgemei- 
nerung des Satzes denselben auf Systeme von Differentialgleichungen ausdehnen 
könnte. Ein dahin gehender Versuch wäre jedoch aussichtslos. 

Ich möchte nun noch einige Worte über das Verhältnis meiner Arbeit zu 
den Untersuchungen von Poincaré hinzufügen. Poincaré geht auf die Kon- 
struktion eines Integrals aus, während in meiner Arbeit eine Darstellung der Ló- 
sungen ins Auge gefasst wird. Am Schluss des hier in Betracht gezogenen Ka- 
pitels führt Poincaré auch einen »kleinen» Parameter in die Differentialgleichung 
ein und gibt eine gewisse Entwicklung für dass Integral. Dieser Teil der Ar- 
beit von PorNCARÉ hat jedoch nur einen formalen Charakter. 

Es war nicht zu vermeiden, dass ein grosser Teil meiner Arbeit den oben 
erwähnten bereits vorhandenen Untersuchungen nahe steht. Dies gilt insbesondere 
bezüglich der Untersuchungen von POINCARE, während die Arbeit von Levi nur 
für den Beginn des ersten Paragraphen in Betracht kommt. Ich habe meine Dar- 
stellungsform so gewählt, dass die folgenden Auseinandersetzungen ohne Kennt- 
nis der Arbeiten von Poincaré und Levi verstanden werden können. Ein Ver- 
zicht auf diese Unabhängigkeit hätte keine nennenswerte Kürzung herbeigeführt. 





! Dies kann unmittelbar aus den Untersuchungen von Poixcané gefolgert werden. 
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sit 


Die charakteristische Zahl. Vorbereitende Sätze. 


Wir fassen eine Lösung von r) ins Auge und bilden 
SEIEN) s (Dc TET 


wobei m irgend eine positive ganze Zahl bedeutet. Zunächst überzeugen wir uns 
davon, dass die grösste der ganzen Zahlen, die nicht grösser als 7) sind, einen von 
der Wahl von t unabhängigen Wert besitzt. Andernfalls müsste nämlich für einen 
gewissen /-Werth der Ausdruck 7) gerade gleich einer ganzen Zahl g werden. 
Hieraus würde dann gemäss den bezüglich ı) eingeführten Voraussetzungen fol- 
gen, dass 7) für alle t den Wert g besitzt. Somit wäre unsere Behauptung den- 
noch richtig. Die in der eben begründeten Behauptung genannte ganze Zahl 
wollen wir mit (m) bezeichnen; sie kann auch gleich Null oder kleiner als Null sein. 
Es bezeichne nun auch n irgend eine positive ganze Zahl. Dann gilt 


s(tt+m.n) — s (t) — [s(t-- m.m) — s(t + min — x))] + [s(t + m(n — ı)) — 
—s(t+m(n—2))]+---+[s¢+m)—s(t)]=n[(m) t e] — m[(m) +]. - 8 


wobei e und » kleiner als 1 und nicht negativ sind. Aus 8) ergibt sich 


on) (2) en 
mulum Ae ee Aa LE SEC 
Man kann daher den Unterschied der in 9) links und rechts an erster Stelle ste- 
henden Brüche kleiner als eine beliebig gewählte positive Zahl machen, indem 
man sich auf genügend grosse m,n beschränkt. Es existiert daher der endliche 
Grenzwert 
ne crabe. ue en 36v. NE 
Ne TT 
Dieser Grenzwert hängt nicht von der Wahl der Lösung ab. Ist nämlich s, (t) 
irgend eine Lösung von 1), so gibt es eine solche ganze Zahl v, dass für alle t 
s(t) + v<s,(t)<s(t)+7+1 gilt. Hieraus geht die Richtigkeit der eben ge- 
machten Bemerkung sofort hervor. 
Mit Benutzung von 9) erkennen wir nun, dass die Grösse 








m.u— (m) — e=m.u— m. — —m. II 
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falls m festgehalten wird, während n nach ce strebt, nach o konvergiert. Dieses 
Resultat verlangt das Bestehen der Ungleichung 


OS It) zer Aa onan Come erence ee o> 


wobei das Gleichungszeichen nur für ein rationales u vorkommen kann. 
Es mag zunächst bemerkt werden, dass w sicher rational ist, wenn die 


Grösse 7) für ein gewisses m eine ganze Zahl g ist. Dann wäre nämlich in 8) 
e=o und (m)—g und daher u = es 


Wir haben nun, wenn n irgend eine positive ganze Zahl ist und A, v irgend 
welche ganze Zahlen bedeuten 


fn) + 1— v z[s(t + n) + 4]—[s(t) + v] x(n) +1—v+r. . . . . r3 
[u.(£-- m) + ij [u.t+v]=u.n+A—-v........ 4 
(n)+A—v<zun+i—v<(n+I—v+ı.......3 


wobei in 13) und 15) das Gleichungszeichen nur für rationales « auftreten kann. 
Die Differenzen 

[S (Posee STATES EI RE MEUS om. DO 
und 

[9085 535 20)] EAM ES ITUR UT) eas, M S63 ISO SEZ 


liegen daher für ein nicht rationales u zwischen denselben aufeinanderfolgenden 
ganzen Zahlen. Diese Differenzen sind daher von Null verschieden und gleichzeitig 
positiv oder gleichzeitig negativ. Bei rationalem u liegen sie in dem von zwei auf- 
einanderfolgenden ganzen Zahlen bestimmten Intervall, wobei die letzteren Zahlen 
selbst mit zum Intervall gerechnet werden. Die Differenzen 16), 17) haben daher 
nicht entgegengesetztes Zeichen. 


Offenbar gilt das gefundene Resultat auch dann, wenn n eine negative ganze 
Zahl ist. 


$ 2. 
Geometrische Darstellung. Der in der Einleitung erwähnte besondere Fall. 
Wir führen ein rechtwinkliges Koordinatensystem auf einer Ebene ein. Un- 


ter einer Verschiebung (m, n) verstehen wir eine solche Verschiebung eines geo- 
metrischen Gebildes, bei welcher die Abszissen seiner Punkte den Zuwachs m, 
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die Ordinaten den Zuwachs n erfahren. Im Folgenden werden nur ganzzahlige 
Werte von m und n zugelassen, ohne dass hierauf besonders hingewiesen wird. 
Andererseits können m, n positiv, negativ oder gleich Null sein. Wir stellen nun 
eine Lösung von ı) durch eine Kurve dar und unterwerfen diese Kurve allen Ver- 
schiebungen der eben genannten Art. Die durch die Verschiebung (m, n) erhal- 
tene Kurve nennen wir (m, n)-Kurve. Hiernach ist die (o, 0)-Kurve die ur- 
sprüngliche Kurve. Alle diese Kurven stellen Lösungen dar. Haben die (m,, n,)- 
und (m,, n,)-Kurve einen gemeinsamen Punkt, so fallen sie ganz zusammen. 
Tritt dieser Fall ein, so führt die Verschiebung (m, — m,,n, — n,) jeden Punkt 
der (m,,n,)Kurve in einen Punkt derselben Kurve über und das Gleiche gilt 
von der (o, o)-Kurve. Bei der Verschiebung (m, — m,, n, —n,) geht der Punkt 
mit den Koordinaten f£, s(t) in den Punkt mit den Koordinaten t + m, — m,, s(t) + 
+n,—n, über, sodass, weil der letztere ein Punkt der (o, o)-Kurve ist, s(t + 
+ m, — m,)—s(t) +n,—n, gilt. Ist nun nicht gleichzeitig m, = m, und n, — n;, 
so wird die Grösse 7) für ein gewisses positives m gleich einer ganzen Zahl. 
Hieraus folgt, wie im $ r bemerkt wurde, dass «u eine Rationalzahl ist. Ist also 
u keine Rationalzahl, so haben die Kurven (m,, »,) und (m,, n,) keinen gemein- 
samen Punkt, wofern nicht gleichzeitig m, — m,, n, — n, gilt. 

Wir denken uns nun die Ebene als aus 2 Blättern bestehend. Auf dem 
einen Blatt befinden sich die eben besprochenen Kurven; dieses Blatt heisse das 
Kurvenblatt. Das andere Blatt wollen wir aus einem sogleich ersichtlichen Grunde 
das Geradenblatt nennen. Alle Konstruktionen, bei welchen nicht angegeben 
wird, auf welchem Blatt sie geschehen, mógen auf beiden Blüttern in derselben 
Weise ausgeführt werden. Auf dem Geradenblatt ziehen wir durch den Koordi- 
natenanfangspunkt eine Gerade mit dem Richtungskoeffizienten u. Diese Gerade 
unterwerfen wir allen Verschiebungen der oben genannten Art. Durch die Ver- 
schiebung (m,n) entsteht, wie wir sagen, die (m, n)-Gerade. Ist u keine Ra- 
tionalzahl, so sind die (m,,n,)- und (m,, n,)-Gerade von einander verschieden, 
sofern nicht gleichzeitig m, = m, und », — n, ist. In diesem Falle bedecken die 
(m, n)-Geraden die Geradenebene überall dicht. Wir ziehen nun eine Senkrechte 
zur Abszissenachse;! dieselbe ist nach dem Vorigen als auf der Curven- und 
Geraden-Ebene gelegene Doppellinie anzusehen. Die Durchschnittspunkte der 
Senkrechten mit der (m, n)-Kurve und der (m, n)-Geraden bilden, wie wir 
festsetzen, ein Paar von entsprechenden Punkten. Bei nicht rationalem w ist 





1 Im Folgenden verstehen wir unter einer »Senkrechten» stets eine Senkrechte zur Ab- 
szissenachse. 
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dadurch eine wechselseitig eindeutige Beziehung festgesetzt. P, und P, seien 
nun die Durchschnittspunkte der Senkrechten mit der (m,, n,)- und (m,, n,)- 
Geraden. Q, und Q, seien die Durchschnittspunkte mit der (m,, n,)- und 
(m,, n,)-Kurve. Hierbei wird der Fall, dass gleichzeitig m, = m,, n, — m, ist, 
ausgeschlossen. Die Abszisse der auf der Senkrechten gelegenen Punkte sei t. 
Dann haben P,, P,, Q,,Q, die Ordinaten w.(t—m,) + n,, ult—m,) + m,, s(t — 
— m,) + n,, s(E— m,) + n,. Indem wir nun das in $ r hinsichtlich der Differen- 
zen 16), 17) Gefundene heranziehen, erhalten wir folgenden Satz: Es kann nie- 
mals der Fall eintreten, dass P, von P, aus in der Richtung der positiven Ordina- 
tenachse und gleichzeitig Q, von Q, aus in der Richtung der negativen Ordinatenachse 
liegt. Ebenso ist der Fall ausgeschlossen, dass P, von P, aus in der Richtung der 
negativen Ordinatenachse und gleichzeitig Q, von Q, aus in der Richtung der positiven 
Ordinatenachse liegt. Wir drücken dieses Resultat so aus, dass wir sagen: Die 
Punkte P,P, und Q,Q, liegen nicht in entgegengesetzter Ordnung. Ist u keine Ra- 
tionalzahl, so sind sowohl P, und P, als auch Q, und Q, von einander verschie- 
den. In diesem Fall liegen P,P, und Q,Q, stets in derselben Ordnung. Ich be- 
merke ausdrücklich, dass der eben abgeleitete für das Folgende wichtige Satz 
auf die Poincaréschen Untersuchungen zurückgeht. Von nun an setzen wir in 
diesem Paragraphen u als nicht rational voraus. 

Es mögen nun zunächst die Konsequenzen der weiteren Voraussetzung ver- 
folgt werden, dass die (m, n)-Kurven die Kurvenebene überall dicht bedecken. 
Dann liegen auch die Durchschnittspunkte der (m, n)-Kurven mit einer Senk- 
rechten auf ihr überall dicht. Ist das letztere umgekehrt für eine Senkrechte 
der Fall, so bedecken die (m, n)-Kurven die Ebene in der genannten Art. Wir 
fassen nun irgend eine Senkrechte S ins Auge. Dieselbe ist nach dem Vorher- 
gehenden als Doppellinie anzusehen. Die überall dicht auf S liegenden Durch- 
schnittspunkte mit den (m, n)-Geraden sind nach dem  Vorigen den überall 
dicht auf S liegenden Durchschnittspunkten mit den (m, n)-Kurven wechsel- 
seitig eindeutig zugeordnet. Dabei ist, wie wir sahen, die Anordnung der zuge- 
ordneten Punkte auf der Kurven- und Geraden-Ebene die gleiche. Wir ver- 
vollständigen nun die Zuordnung so, dass alle Punkte der auf der @eradenebene 
gelegenen Senkrechten und alle auf der Kurvenebene gelegenen Punkte von 8 
einander wechselseitig eindeutig entsprechen, wobei die Anordnung der beiden 
einander zugeordneten Punktsysteme in dem oben erwähnten Sinn dieselbe bleibt. 
Diese Zuordnung lässt sich offenbar stets ausführen und zwar nur in einer be- 
stimmten Weise. Das eben Gesagte erstreckt sich auf alle Senkrechten. 

Es seien nun z, y die Koordinaten irgend eines Punktes der Geradenebene 
und Y die Ordinate des zugeordneten Punktes der Kurvenebene. Nach dem 
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Obigen ist Y — y eine eindeutige Funktion von x, y; wir bezeichnen sie mit 
f(x, y). Weiter folgt aus dem eben Ausgeführten, dass f(x, y) sich in eine ste- 
tige Funktion von y verwandelt, wenn man x = const. setzt. Endlich ist f(x, y) 
hinsichtlich a, mit den Perioden 1 periodisch. Dies ergibt sich, wenn man 
bedenkt, dass, wie leicht zu sehen, eine (m, n)-Verschiebung entsprechende 
Punkte wieder in entsprechende Punkte überführt. Beachtet man die Periodizität 
von f(x,y), die eben genannte Stetigkeitseigenschaft und endlich das über die 
Anordnung der zugeordneten Punkte Gesagte, so sieht man, dass die Schwan- 
kung von f(x, y) bei einem speziellen konstanten x-Wert kleiner als ı ist. Wir 
werden jelzt beweisen, dass f(x, y) überall stetig. ist. 

Wir denken uns zunächst zwei Punkte der Geradenebene, welche auf ein 
und derselben (m, n)-Geraden liegen und die Koordinaten z,, y, und z,. y, be- 
sitzen. Y, und Y, seien die Ordinaten der zugeordneten Kurvenpunkte. Es 
gibt dann solche Werte «, v, dass 








] (25; Yo) = f (2s; y)-—(Y, Yo) (Y, y) qu, vy(an u) Ur) = 9-28 


gilt, wobei y die in 1) vorkommende Funktion bedeutet. Man kann daher die 
links stehende Differenz absolut beliebig klein machen, indem man |x, — x,| ge- 
nügend klein wählt. Im Folgenden bedeute f(P) den Wert von f(x,y) für den 
Punkt P der Geradenebene. Wäre f(x,y) für einen Punkt Q der Geradenebene 
nicht stetig, so würden in beliebiger Nähe von Q Punkte P existieren, für welche 
|f(P) —f(Q)|>g gilt, wobei q eine gewisse positive Konstante bedeutet. Ist P 
ein derartiger Punkt, so gibt es auf der durch ihn hindurchgehenden Senkrech- 
ten einen Punkt P', welcher auf einer der Geraden (m,n) liegt, von P eine be- 
liebig kleine Entfernung hat und |/ (P) — f (Q)| » q liefert. Hierbei ist die bereits 
gefundene Stetigkeitseigenschaft von f(x,y) berücksichtigt worden. Auf Grund 
des eben gesagten kónnen wir behaupten, dass die vorhin gemachte Aussage über 
die Existenz von Punkten P besonderer Art bestehen bleibt, wenn man die For- 
derung hinzufügt. dass die P auf Geraden (m,n) liegen. Es gibt daher auch 
auf diesen Geraden gelegene Punkte P,,P,..., welche nach Q konvergieren und 
If (P) —£(Q|» a, (P) —f(Q |» q...liefern. Durch jeden dieser Punkte P,, P, 
u. s. w., beispielsweise P,, denken wir uns die (m,n)-Gerade gezogen und ihren 
Schnittpunkt R, mit der durch Q gehenden Senkrechten bestimmt. Dann streben 
die Entfernungen QR, und P,R, für »— nach o. Wir haben also nach dem 
Vorigen, indem wir das in Anschluss an 18) Gesagte und die bereits gefundene 
Stetigkeitseigenschaft von f(x,y) berücksichtigen, 


Lf (Py) —f(R,)]>o [[((&)—f(Q]—0: . . . . . . + 19 
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Das gefundene Resultat lässt sich aber mit der Ungleichung I/(P,) — f(Q)|] 5. a 
nieht vereinigen. Wir müssen daher unsere versuchsweise gemachte Annahme, 
f(w,y) sei im Punkte Q nicht stetig, fallen lassen. Die Stetigkeit von f(x,y) ist 
daher bewiesen. f(x,y) ist also eine für alle z,y gegebene, eindeutige, stetige, 
mit den Perioden r hinsichtlich der v, periodische Funktion. 

Dem Punkt der Geradenbene mit den Koordinaten f, «.t ist der Punkt mit 
den Koordinaten ¢,s(t) auf der Kurvenebene zugeordnet. Wir haben also 


e) qs eem s) e. ao er e CZ 


Die betrachtete Lósung von r) ist also in der Form 2) darstellbar. 

Nun wollen wir die Voraussetzung, dass die (m,n)-Kurven die Ebene überall 
dicht bebecken, ausschalten, andererseits aber die Annahme machen, dass die betrach- 
tete Lösung in der Form 
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darstellbar ist. Hierbei bedeutet 7(x,y) eine für alle x,y gegebene, eindeutige, ' 
stetige und mit der Perioden ı periodische Funktion. 

Aus dieser Annahme folgt, wie wir zunächst zeigen, dass die (m, n)-Kurven 
die Ebene überall dicht bedecken. Um den Beweis zu führen, ziehen wir die der 
Abszisse i entsprechende Senkrechte. Die Schnittpunkte der (m,n)-Kurven 
und (m,n)-Geraden mit dieser Geraden haben die Ordinaten s(t—m) +n und 
u.(t—m)+n. Wir wollen im Folgenden der bequemeren Ausdrucksweise wegen 
die auf den (m,n)-Kurven gelegenen Punkte der Kurvenebene und die auf den 
(m,n)-Geraden gelegenen Punkte der Geradenebene »Punkte erster Klasse» 
nennen und alle übrigen Punkte auf den genannten Ebenen zur »zweiten Klasse» 
rechnen. Es seien nun P,,P, auf der gezogenen Senkrechten gelegene, zur ersten 
Klasse gehörende Punkte der Geradenebene. Q,,Q, seien die entsprechenden 
Punkte der Kurvenebene. Die Ordinaten von P,, P, seien y,, %,, diejeningen von 
Q,,Q, seien Y,, Y, Dann haben wir, wenn P, und P, auf der (m,,n,)- und 
(m,, n,).Geraden liegen 


Y,— Y, — [s (t—m,)+n,]—[s(t— m,) +7] — [u . (£ — m.) -m,] — [u . (¢—m,) +n,]+ 
+ x (tu. (E— m) +n.) — x(t, w. (t— m) +) = y2— 91 + x(5y2—2x(6592- - + 23 


Man kann somit die Entfernung Q,Q, beliebig klein machen, wenn man nur die 
Entfernung P,P, genügend klein wählt. Gäbe es nun auf der erwähnten Senk- 
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rechten eine Strecke von der Länge r>o ohne auf der Kurvenebene gelegene 
Punkte erster Klasse, so würde diese Lücke die auf der Senkrechten und der 
Kurvenebene gelegenen Punkte erster Klasse in zwei Gruppen I und II zerlegen. 
Diesen Gruppen I und II mögen auf der Geradenebene die Punktgruppen (1) 
und (2) entsprechen. Berücksichtigt man das oben über die Punktanordnung 
Gesagte sowie den Umstand, dass die (m,n)-Geraden die Geradenebene überall 
dicht bedecken, so ergibt sich die Existenz von einander beliebig nahe liegenden 
Punkten R, und R,, von denen À, der Gruppe (1), À, der Gruppe (2) angehört. 
Sind S, und S, die À, und À, entsprechenden Punkte der Kurvenebene, so gehört 
S, zur Gruppe I, S, zur Gruppe II. Benutzen wir nun die in Anschluss an 23) 
gemachte Bemerkung, so sehen wir, dass man die Entfernung S$, S, beliebig klein 
machen kann, wenn man die Entfernung À, À, genügend klein wählt. Dieses 
Resultat ist mit der Existenz der oben erwähnten Lücke nicht vereinbar. Un- 
sere Behauptung, dass die (m,n)-Kurven die Kurvenebene überall dicht be- 
decken, ist damit bewiesen. 

Wir können daher im vorliegenden Fall die Funktion f(x,y) wie im Vor- 
hergehenden konstruieren. Dann gilt 
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s=fi(t yest MIN) ED RE c! chute T pte T MEET 





falls m,n ganze Zahlen sind. Zieht man nun die der Abszisse t entsprechende 
Senkrechte, so stimmen die Funktionen y(z,y) und f(x,y) für gewisse auf der 
Senkrechten überall dicht liegende Punkte der Geradenebene überein. Hieraus 
folgt, dass die genannten Funktionen überhaupt zusammmen fallen. 

Wir wollen nun unter Beibehaltung der im unmittelbar Vorhergehenden ge- 
machten Voraussetzungen diejenige Lösung von ı) darstellen, für welche bei 
t=t, s—s, wird. Wir ziehen zu diesem Zweck die der Abszisse ¢, entsprechende 
Senkrechte. Auf dieser Senkrechten bestimmen wir den Punkt P der Kurven- 
ebene mit der Ordinate s, und den P entsprechenden! Punkt der Geradenebene. 
Die Ordinate des letzteren sei g. Nach dem Vorhergehenden können die ganzen 


Zahlen m,n so bestimmt werden, dass 
s(t, —m) +n=s, +6 u.(&—m)+n=gtn...-.. - 26 


ist, wobei Je] und |»| beliebig klein sind. Dann stellt 





! Hierbei wird die Lösung zu Grunde gelegt, welche der Gegenstand der vorhergehenden 
Undersuchungen war. 
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eine Lösung von 1) dar, die sich von der gesuchten Lösung in einem beliebig aber 
fest angenommen, £, umschliessenden /-Intervall beliebig wenig unterscheidet, 
wofern nur |e| genügend klein ist. Die rechte Seite von 27) kann geschrieben 


werden 


w.(t—t) gut qf (tu: (tb) +947)... .... 28 
Der Ausdruck 28) unterscheidet sich von 
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beliebig wenig, wenn nur |n| genügend klein ist. Man kann daher den Unter- 
schied der gesuchten Lösung und des Ausdrucks 29) im genannten t-Intervall 
beliebig klein machen, indem man m,n geeignet wählt. Da aber weder die ge- 
suchte Lösung noch 29) von der Wahl der m,n abhängen, so muss die gesuchte 
Lösung im genannten Intervall mit 29) übereinstimmen. Da ferner dieses t- 
Intervall beliebig gross gewählt werden kann, so muss 29) die gesuchte Lösung für 
alle t liefern. 

Wir sehen also, dass im hier vorliegenden Fall jede Lösung von 1) in der Form 


SE ONE CNE LS FI EC) PRAE NINE AIRNESS 


bei geeigneter Wahl der Konstanten c dargestellt werden kann. Aus dem Vorherge- 
henden folgt auch unmittelbar, dass 30) bei jedem Wert der Konstanten c eine 
Lösung liefert. 

Wir wollen annehmen, dass der den letzen Unterschungen zu Grunde lie- 
gende Fall eintritt. -Es mögen die Koordinaten eines Punktes der Kurvenebene 
mit X, Y bezeichnet werden, während y die Ordinate des entsprechenden Punk- 
tes der Geradenebene ist. Man kann dann Y — y als Funktion von X,Y be- 
trachten. Überlegungen, die den obigen analog sind, würden dann zur Darstellung 
eines Integrals von 1) führen. Die Form dieses Integrals entspricht dem von 
Poincaré gefundenen Resultat. 


§ 3. 
Beweis des in der Einleitung angegebenen Satzes. 
Indem wir uns der in der Einleitung erwähnten Bezeichnungen bedienen, 


wollen wir zunächst zeigen, dass man in der Tat |« —o]| beliebig klein machen 
kann, indem man |e| genügend klein wählt. s(f) und ce (f) seien Lösungen von 
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ri) und 4), welche für 4 — o zusammenfallen. m sei eine beliebig aber fest aus- 
gewählte positive ganze Zahl und (m) habe dieselbe Bedeutung, wie im $1, wobei 
die Gleichung 1) und die Lösung s(t) zu Grunde gelegt werden. Indem man |é| 
genügend klein wählt, kann man erreichen, dass o (m) — 6 (o) sich von s (m) — 
—s(o) beliebig wenig unterscheidet. Da, wie wir voraussetzen,! ı keine Ratio- 
nalzahl ist, kann s(m)— s(o) nach $ 1 nicht ganzzahlig sein. Bildet man daher (m) 
unter Zugrundelegung von 4) und o(t), so findet man bei genügend kleinem |e] 
denselben Wert, wie unter Zugrundelegung von 1) und s(t). Die Benutzung von 


12) ergibt somit m|u—o|<ı und daher lee Damit ist die Richtig- 


keit unserer Bemerkung bewiesen. 

Wir denken uns nun auf der positiven Ordinatenachse vom Anfangspunkt an 
die Strecke ı aufgetragen. Diese werde dann in p gleiche Teile geteilt. p be- 
deutet hierbei eine positive ganze Zahl. Die Schnittpunkte der (m, n)-Geraden? 
mit der Ordinatenachse liegen auf ihr überall dicht, da wir ja ein nicht rationales 
u voraussetzen. Es kann daher zwischen den Endpunkten jeder Teilstrecke je 
ein Schnittpunkt ausgewählt werden. Die (m,n)-Geraden, welche durch die 
gewählten Schnittpunkte gehen, denken wir uns für diejenigen Abszissen ge- 
zogen, welche kleiner als r und nicht kleiner als o sind. Auf die so erhaltenen 
p Abschnitte wenden wir alle (m,n)-Verschiebungen an und erhalten so ein 
System von unendlich vielen Abschnitten y. Irgend eine Senkrechte schneidet 
diese Abschnitte in Punkten, die auf ihr nirgends dicht gelegen sind. Die Abstände 


benachbarter Schnittpunkte sind kleiner als À. 


Wir kehren zu den anfänglichen p Abschnitten zurück und lenken unsere 
Aufmerksamkeit auf diejenigen Abschnitte 9 der (o,0)-Geraden, welche nach ge- 
höriger Verschiebung diese p Abschnitte liefern. Auf der (o,o)-Geraden wählen 
wir dann 2 Punkte mit den Abszissen — und +% so aus, dass der von diesen 
Punkten begrenzte Abschnitt 9 alle Abschnitte ? umfasst. Sobald u und p vor- 
liegen, kann k gewählt werden.” Da alle Abschnitte y durch Verschiebung der p 
Abschnitte hervorgehen, so liefert der Verschiebungsprozess angewandt auf den 
Abschnitt 0 alle Abschnitte y als Teilabschnitte. Jeder Punkt auf einem Abschnitt 
y geht daher durch Verschiebung eines gewissen Punktes des Abschnittes d hervor. 

Auf Grund des Gesagten ergibt sich die Richtigkeit der folgenden Behaup- 


! Diese Voraussetzung ist übrigens für den im Augenblick verfolgten Zweck unwesentlich. 

* Es wird herbei die Gleichung 1) zu Grunde gelegt. 

* Wir wollen X positiv wählen. Ausserdem mögen die Punkte mit den Abszissen + k 
zu ? gerechnet werden. 
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tung. Zieht man einen Geradenabschnitt von der Länge E im der Richtung der 


Ordinatenachse, so liegt zwischen den Endpunkten dieser Strecke mindestens ein Punkt, 
der durch eine (m,n)-Verschiebung eines Punktes von à hervorgeht. 

Im Falle der Gleichung ı) kommen die Betrachtungen des zweiten Para- 
graphen im vollen Umfang zur Geltung. Die Lösungen ergeben sich aus 3). Im 
Falle der Gleichung 4) dagegen sind diejenigen Untersuchungen gegenstands!os, 
welche sich auf die Annahme stützen, dass die (m,n)-Kurven die Kurvenebene 
überall dicht bedecken. 

Wir wühlen zunüchst eine positive Konstante 9 willkürlich aber fest aus. 
Dieser Konstanten 9 ordnen wir eine positive Grösse 0 so zu, dass 


D my} 
Meile tty gy CPS 


gilt, sobald |y"— y'| «0 ist. Hierbei bedeutet f(x,y) eine gemäss $2 für die 
Gleichung 1) unter Zugrundelegung einer fest gewählten Lösung eingeführte 
Funktion. Hierauf werden die positiven Grössen r und q sowie die positive 
ganze Zahl p so gewählt, dass 


27 +2g+,< 294 5 «0 Sera, hr arte 
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ist. Der positiven ganzen Zahl p ordnen wir hierauf gemäss den vorhergehenden 
Betrachtungen dieses Paragraphen eine positive Grösse k zu, wobei wir uns 
auf Gleichung ı) beziehen. Endlich sei » eine solche positive Grösse, dass für 
Jel<x 


Va ai es) e 2 


gilt und für —k<t<k Lösungen von ı) und 4), die für {= o zusammenfallen, 
sich um weniger als r unterscheiden. Es existiert bei unseren Voraussetzungen 
ein solches x. Im Folgenden wird stets || X x angenommen. 

Es möge nun c (f) irgend eine Lösung von 4) sein. Die Konstante c sei so 


gewählt, dass 
ee em es est! 


diejenige Lösung von 1) darstellt, welche für t=o mit o (t) übereinstimmt. 
Diese Lösung 34) der Gleichung r) werde von nun ab zu Grunde gelegt und die 
Betrachtungen von $2 mögen sich an diese Lösung anschliessen. Die Rolle der 
Funktion f (v,y) in $2 spielt dann die Funktion c +f(x,y 4 c). 
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Sowohl für die Gleichung ı) als auch für die Gleichung 4) führen wir je eine 
Geraden und Kurvenebene ein; wir haben es daher jetzt mit vier übereinander 
liegenden Ebenen zu thun. Die Kurvenebenen mögen mit C, und C,, die Geraden- 
ebenen mit @, und @, bezeichnet verden, je nachdem es sich um die Gleichung 
1) oder 4) handelt. 

Wir ziehen nun die (o,0)-Gerade auf G, und G, und bestimmen auf diesen 
Geraden die Abschnitte, welche die Punkte umfassen, deren Abszissen absolut 
nicht grösser als Æ sind. Diese Abschnitte wollen wir R-Abschnitte auf der 
(0,0), -und (o,o),Geraden nennen, je nachdem es sich um Gleichung 1) oder 
Gleichung 4) handelt. 

Wir ziehen nun die Senkrechte x=, wobei £ willkürlich gewählt ist. Diese 
Senkrechte mag allen vier Ebenen C,,G,,C,,G, angehören. Auf dieser Senkrech- 
ten wählen wir den Punkt À mit der Ordinate o.t. R möge auf G, und G, lie- 
gen. Es möge zunächst die auf @, gelegene Senkrechte betrachtet werden und 
im besonderen diejenigen beiden Abschnitte derselben, deren Ordinaten den 


Ungleichungen q zy <q+ 5 und —g— A <y <—g genügen. Da diese Strecken 


in der Richtung der Ordinatenachse liegen und die Längen 2 haben, so kann man 


zwischen den Endpunkten der ersten einen solchen Punkt P, und zwischen den 
Endpunkten der zweiten einen solchen Punkt P, angeben, dass P, durch Verschie- 
bung eines Punktes P,', P, durch Verschiebung eines Punktes P, erhalten wird, 
wobei sowohl P, als auch P, dem k-Abschnitt der (o,o),-Geraden ange- 
hören. Die Abszisse von P, sei a,, diejenige von P; sei a,. Wir bestimmen 
nun die P,' und P, entsprechenden Punkte Q,' und Q,', wobei die Gleichung r) 
und die Lösung 34) zu Grunde gelegt werden. Q,' liegt auf C, und hat die 
Koordinaten a,,s(a,); Q.' liegt auf C, und hat die Koordinaten a,,s(a,). Die- 
selbe Verschiebung, welche P,' in P, überführt, wenden wir nun auf Q,' an und 
gelangen so zu dem P, auf C, entspechenden Punkt, den wir mit Q, bezeich- 
nen wollen. Dieselbe Verschiebung, welche P, in P, überführt, lässt Q.' in 
einen Punkt auf C, übergehen, der P, entspricht; wir bezeichnen ihn mit Q,. 
Q, und Q, liegen auf der Senkrechten «=t in derselben Ordnung wie P, und P. 
Den AZ entsprechenden auf C, liegenden Punkt bezeichnen wir mit S. Seine 
Ordinate ist 

UE Aie fib, OSEE C). <-> 0000 cece MEN 


Da P, und P, den Punkt Z einschliessen, so schliessen Q, und Q, den Punkt S ein. 
Wir wenden uns nun der Gleichung 4) zu. Zunächst werden auf dem k- 
Abschnitt der (o,o),Geraden diejenigen Punkte aufgesucht, welche dieselben 
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Abszissen wie P, und P, haben. Es seien dies der Punkt a,’ mit der Abszisse 
a, und der Ordinate p.a, und ferner der Punkt x,' mit der Abszisse a, und der 
Ordinate o.a,. Die Entfernungen P, und P,'x, sind gleich |u — o|.]|a, | 
und |« — o|.|a,|. Da [a,| und |a,| nicht grösser als & sind, so erhält man mit 
Berücksichtigung von 33) P,'z,«q und P;z,«q. Wir unterwerfen nun x; 
derselben Verschiebung, welche P,' nach P, führt und ;r,' derselben Verschiebung, 
welehe P, nach P, führt. Auf diese Weise ergeben sich zwei Punkte auf der 
Senkrechten z — t£, welche wir , und zr, nennen wollen. Offenbar ist P, «, — P,'z,' 
und P,z,-— P,'x, und daher 
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Der Punkt P, liegt, wie wir wissen, auf der Senkrechten xz —4 vom Punkt À 
aus nach der Seite der positiven Ordinatenachse und es ist P, R>g. Daher liegt 
auch der Punkt x, auf x —t vom Punkte R aus in der Richtung der positiven 
Ordinatenachse. Ebenso ergibt sich, dass x, auf x —t von À aus in der Rich- 
tung der negativen Ordinatenachse liegt. Die Punkte x, und 7, schliessen den 
Punkt R ein. 

Wir fassen nun diejenigen Punkte auf C, ins Auge, welche die Koordinaten 


a,,0(a,) und a,,6(a,) besitzen. Diese Punkte nennen wir y,' 


und y,. Wenden 
wir die Betrachtungen des $2 auf die Gleichung 4) an, indem wir die Lösung 
o(t) zu Grunde legen, so sind y,', jy, Punkte, welche ;r,',;r, entsprechen. Die 
Entfernungen Q,'y,' und Q,'y,' sind gleich |«(a,) — 6 (a,)| und |s(a;) — o (a,)|. Diese 
Grössen sind jedoch kleiner als r (s. die auf (33) folgenden Zeilen). Wir haben also 
Q,' 7, «r und Q, 7, «r. Es möge nun y,' derselben Verschiebung unterworfen wer- 
den, wie P,', Q,', z,' und y, derselben Verschiebung wie P,',Q,',7,'. Man erhält 
so auf der Senkrechten x — 1 zwei Punkte, die wir 7, und y, nennen. Da ,' und 
y, entspechende Punkte sind, so sind auch x, und y, entsprechende Punkte. 
Dasselbe gilt von x, und y,. Hierbei wird natürlich die Gleichung 4) und die 
Lösung o(t) zu Grunde gelegt. Es gilt Q,'7, — Q, 7, und Q;' 7, — Q, 7, und daher 


Q,<r ORTES EN en, 


Wir bezeichnen nun den Punkt der C,-Ebene mit den Koordinaten ¢,o(t) mit 
X. Offenbar sind R und X entsprechende Punkte. Da x, und ;r, den Punkt R 
einschliessen und y,,y, den Punkten zr, entsprechende Punkte sind, so liegt 
£ nicht ausserhalb des von y, und y, bestimmten Intervalls der Senkrechten 
g — lt. 

Indem wir für den Augenblick die Verteilung der erwähnten auf x —t 
liegenden Punkte auf die vier Ebenen unberücksichtigt lassen und nur die Lage 
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auf der Senkrechten x — t beachten, vergrössern wir das Intervall Q, Q, nach bei- 
den Seiten hin um r. Das so gefundene neue Intervall hat die Ausdehnung 
Q,Q, t: 2r. Der Punkt S liegt zwischen Q, und Q,, also auch zwischen den End- 
punkten des neuen Intervalls. Die Entfernungen Q, 7, und Q,7, sind kleiner als 
r, es liegen daher auch 7, und y, zwischen den Endpunkten des neuen Intervalls. 
Da ferner X nicht ausserhalb des von y, und y, bestimmten Intervalls gelegen 
ist, so liegt auch NX zwischen den Endpunkten des neuen Intervalls. Die Ent- 
fernung SS ist daher kleiner als Q, Q; - 2r. Die Ordinate von X ist c(t), die- 
jenige von S wird durch den Ausdruck 35) dargestellt. Es unterscheidet sich 
daher o (t) vom Ausdruck 35) um weniger als Q, Q, + 2v. 

Q, und Q, sind Punkte auf C,, welche P, und P, entsprechen, wenn die 
Gleichung 1) und die Lösung 34) zu Grunde gelegt werden. Werden die Ordi- 
naten von P, und P, mit y, und y, bezeichnet, so hat daber Q, die Ordinate 


yere y. pe) s RUE N RO RE 
und Q, die Ordinate 
Ya NC SE (EC) Le Hacc SO 
Für die Entfernung Q,Q, gilt daher 
QrQ; Ivo vs de EOS ec) stie Se 
Nach dem über die Lage von P, und P, oben Gesagten gilt, wenn man 32) 
berücksichtigt, 
lve—ml<2g 5 <0 RN RT, oun 
und daher nach 31) 
I 
17 (079, - Cc) is Yat, ©) |e E 
Somit ergibt sich 
9 
Q.Q «2942 7 zs. DSL fe TNT, OHNE OMA 
9 
QQtzr<art2gt +, <9 on. Zu! 


wobei 32) berücksichtigt worden ist. Es unterscheidet sich daher o(t) vom Aus- 
druck 35) um weniger als 9. Wir können also schreiben 


SE CHLEHN WORTE) Em cium PON Mop EE 
In1< 9 


Damit ist der in der Einleitung erwähnte Satz bewiesen. 


ÜBER EINEN SATZ DES HERRN SERGE BERNSTEIN. 


Von 
MARCEL RIESZ 
in STOCKHOLM. 


(Aus zwei Briefen an Herrn G. MirrTAG-LEFFLER.) 


ile 


...Neulieh haben wir uns über einen Satz von Herrn S. BERNSTEIN unter- 
halten. Ich kann Ihnen jetzt für denselben einen ganz elementaren Beweis mit- 
teilen, der auf der LaaRANGEschen Interpolationsformel beruht. 

Ich werde zunüchst den zu beweisenden Satz folgendermassen aussprechen. 

Es sei f(x) ein Polynom von höchstens n-tem Grade mit beliebigen komplexen 
Koeffizienten 

f(x) =a, +a,x ++ ana". 


Es bedeute L das Maximum des absoluten Betrages von f(x) auf der Strecke (— 1, 
+1). Bezeichnen wir-dann mit § einen beliebigen Punkt, der ausserhalb! der Strecke 
(— x, +1) biegt, so ist 


(1) I/() € L(A + By, 


wo A und B die Halbachsen der Ellipse bedeuten, die durch den Punkt § geht und 
die Punkte — 1 und + 1 zu Brennpunkten hat. 
Herr BERNSTEIN? beweist für Polynome mit reellen Koeffizienten 


1/&)1<Z(4 + By (n > o) 








' Der Satz bleibt richtig, wenn & auf der Strecke (— 1, + 1) gelegen ist, wird aber in diesem 
Falle trivial, da jetzt die Ellipse in die (doppelte) Strecke (—1, +1) übergeht und A+B=1 wird. 
* S. Bernstein: (I), Sur l'ordre de la meilleure approximation des fonctions continues par 
des polynomes de degré donné, Mémoires publiés par la Classe des Sciences de l'Académie de 
3elgique, Bd. 4, 1912, S. 13—15. In dieser Arbeit wird der Satz nur für reelle & bewiesen. 
Der allgemeine Beweis befindet sich in der Arbeit (ID: Sur une propriété des polynomes, 


3ulletin de la Soc. Math. de Kharkof, Bd. 14. 
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und für Polynome mit beliebigen komplexen Koeffizienten 
|/(G)] «2L (A + By. 


Ich werde Ihnen demnächst einen auf der Theorie der analytischen Funk- 
tionen fussenden Beweis mitteilen, durch welchen ich zeigen kann, dass (2) auch für 
Polynome mit beliebigen komplexen Koeffizienten richtig ist. Mein elementares 
Verfahren ergibt aber für beliebige £ nur die weniger besagende Ungleichung (x). 
(Wie ich am Ende dieses Briefes zeigen werde, ergibt z. B. für reelle € die La- 
GRANGEsche Interpolationsformel sogar mehr als (2), aber nicht für ein beliebiges £). 

Um die Interpolationsformel anwenden zu können, bestimmen wir zunächst 
ein Polynom (n + 1)-ten Grades g(x), das in den Punkten 





1 
Lo — I, M — C08 7, ... X, — COST, ..- m— — I 


verschwindet. Zu diesem Ende setzen wir für — 1 « xz «1, x — cosq. Verändert 
sich nun q von o bis ;r, so beschreibt x die Strecke (+ 1, — 1). Hieraus erhellt, 


dass das fragliche Polynom 
g(x) = sin (are cos x) sin (n are cos x) = G(g) — sin p sinn 
gesetzt werden kann.! 


Nach der Lagrangeschen Interpolationsformel ist nun 


r=0 


Um diesen Ausdruck explizit zu berechnen, schreiben wir 


do : dq n cos nq sin p + cos p sin n 7 
Ua )Q — ro LA Ip. LE : . 
g' (ar) = lain np ips] | sin q =O, 
Hieraus erhalten wir 
g' (1) = (— xy*!m (o<r<n) 


und 


! Dass g(r) wirklich ein Polynom (n+1)ten Grades in 2=cos c ist, folgt z. DB. aus der 
Formel 
/ 


Vice pem do es 
g(x)= A [(r4- 7 V1 2)" — (y—iVi x)” ]. 





Hier kann der Quadratwurzel irgend einer der beiden möglichen Werte beigelegt werden, 


der aber dann an allen drei Stellen derselbe sein muss. 
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g'(1) =— 2n, 
ala) mean: 
Mithin 
x (1) uf. NEN) 
c eue e Eee PI Dei 


Es sei nun E ein beliebiger spezieller Wert von x, der ausserhalb der Strecke 
(—1,+1) liegt. Wir können dann nach dem Vorgehen von Herrn BERNSTEIN 





(4) E — cos(a + bi) = ———— cos a — à — — sina 


setzen. Da Kosinus eine gerade Funktion ist, können wir hierbei b » o wählen. 
Dann zeigt aber die Formel (4) folgendes. Ist a + bi einer der Werte von arc 
cos € und ist b 0, so ist £ auf einer Ellipse belegen, die die Punkte — 1 und 





b —b b —b 
ee HZ : : 
+1 zu Brennpunkten hat und deren Halbachsen —— — und — sind. Die 
2 2 
Summe dieser Halbachsen ist natürlich e^. 
Wir schützen nun [sin (a + bi)| ab. 
b —b b —b 
à ‘ Een ete 
[sin (a + bi)|—|— sina +i—— cosa|— 
DE 
T A : Ee 
— Ve? + eb _2 cos 2a X Sa CC 
ebenso 
= 5 ; en ES g-nb 
[sin (a + 62) | €— — — « e^. 
== 2 
Mithin 


(5) |g(3)| = [sin ( are cos §) sin (are cos E) | = |sinn (a + bi) sin (a + bi) | C e" +. 


Wir bezeichnen nun mit 0 das Minimum des Abstandes von 5 zu den Punkten 
der Strecke (— 1, + 1). Dann erhalten wir aus (3) und aus (5) zunächst folgende 
sehr grobe Abschätzung 


ein+1)b Ln etr+1)b 
cd = =. 


FOIE x ors 


n 


Dieses Resultat wenden wir jetzt auf das Polynom (f(x))” an, wo m eine 


beliebige positive ganze Zahl bedeutet. Wir erhalten 
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emn+ 1)b 


£\ Im < [m7 
[Gp em 





? 


6 
Ire Len V 5- 


Lassen wir nun m ins Unendliche wachsen, so ergibt sich 


If) | € Le»? 1 W. z. b. w. 


Für reelle Werte von 3 ergibt die Interpolationsformel folgende Verallge- 
meinerung eines Satzes von TCHEBYCHEFF.* 

Unter den am Anfange dieses Briefes gemachten Voraussetzungen ist für jeden 
reellen Wert £, der ausserhalb der Strecke (— x, + 1) liegt, 


(6) If(§)| € L| eos n (are cos 3) |? 


das Gleichheitszeichen ausgeschlossen, wenn das Polynom f(x) nicht von der Form 
Lei® cos (n are cos x) ist, wobei © eine beliebige reelle Zahl bedeutet. 
In der Tat ergibt die Formel (3) für ein beliebiges x 





ME 2|xv—1|  2|z4 x] 


. n—l 
(7) TE ts zer Xu 
r=1 





1 Man kann einen ähnlichen Beweis und dasselbe Resultat erhalten, wenn man in f(a) 
x=cos¢ setzend, f(cos y) in eine endliche Fourtersche Reihe entwickelt, d. h. 


n 
J (cosg) =Y dx COS %O 
z-0 


schreibt und dann die Koeffizienten «z abschätzt; man erhält für | /(E)| zunächst eine grobe 
Abschätzung, die dann, wie oben, verfeinert werden kann. 

Den Kunstgriff, eine grobe Abschätzung auf eine beliebig hohe Potenz einer Funktion 
anzuwenden, um daraus eine genauere Abschützung für die Funktion selbst herzuleiten, ent- 
nehme ich einem Schreiben von Herrn Laxpau. Herr Lanpav wendet daselbst den genannten 
Kunstgriff auf ein von dem unsrigen vóllig verschiedenes Problem an. 

? TCHEBYCHEFF: Sur les fonctions qui s'écartent peu de zéro pour certaines valeurs de la 
variable, Werke, Bd. 2, S. 335—356. Vergl. auch Berysrein (D, S. 13—14. TSCHEBYCHEFF und 
BeRNsTEIN beweisen diesen Satz nur für Polynome mit reellen Koeffizienten und zeigen in 
diesem Falle, dass das Gleichheitszeichen nur für das Polynom Jf(x)— X L cos ( are cos x) 
bestehen kann. In seiner späteren Arbeit (Il) zeigt Herr Bernstein, dass für Polynome mit reellen 
Koeffizienten die Ungleichung (6) für beliebige komplexe & gilt, die der Bedingung | 5| 2 1 
genügen. 

3 Dass diese Abschätzung genauer ist als (1), folgt z. B. aus der Ungleichung [eos x(a + bi)] = 


I — _ enb+e—nb 
=—Ve2nb + e—2nb + 2 cos2na € —— 
= = 





< = « enb, Vergl. BERNSTEN (1), S. 14. 
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Setzen wir andererseits in (3) statt f(x) die Funktion cos (» are cos x) ein 


und beachten, dass cos (n arc cos x,) = (— 1)" ist, so erhalten wir 








6 I 
(8) cos (n arc cos x) 190) : T = = ot > E E 
Bedeutet nun 3 einen beliebigen reellen Wert, der entweder > 1 oder « — 1 
ist, und setzen wir diesen Wert in (7) und (8) ein, so haben alle Glieder der 
Klammer in (8) dasselbe Vorzeichen, mithin ist der absolute Betrag dieser Klam- 
mer gleich dem Werte der Klammer in (7), folglich ist die rechte Seite von (7) 


gleich Z|cos (n are cos §)|. Also endlich 


s |/ (8) | € L| eos (n are cos 3) |. 


Man sieht auch unmittelbar (da g(3) für die in Betracht kommenden Werte nicht 
verschwindet), dass das Gleichheitszeichen in (7), also auch in (6), nur dann be- 
stehen kann, wenn die Werte f(x,) abwechselnd gleich + e®L sind. Dann ist 
aber, wie leicht ersichtlich, 


f(x) = + €? L cos (nare cos x). 


Es ist einleuchtend, dass es in dem zuletzt bewiesenen Satze genügt, statt 
f(x) | € Z, für —1<a@<r1, nur |f(z,)| € L(r =0,1,...n) vorauszusetzen. 
Islinge, den 23. Mai 1915. 


Te 


... Wie ich schon in meinem vorigen Briefe angedeutet habe, lässt sich, für 
n>o, die Ungleichung (r) jenes Briefes durch die schärfere Ungleichung (2) er- 
setzen; d. h. unter den dortigen Voraussetzungen gilt für einen beliebigen Punkt 
£, der ausserhalb der Strecke (— 1, +1) liegt, die Ungleichung 


IGI £(4 +B). 


Der Beweis beruht auf einfachen funktionentheoretischen Betrachtungen, 
welche die wahre Grundlage des Satzes zu bilden scheinen. 

Man denke sich die Ebene längs der Strecke (— r, +1) aufgeschnitten und 
bilde in dieser aufgeschnittenen Ebene die Funktion 


m 


W(z) =24+ Vz2?—1. 
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Es wird derjenige Zweig der Quadratwurzel genommen, der für alle reelle z>1 
positiv ist. Dadurch ist v(z) in der aufgeschnittenen Ebene eindeutig bestimmt. 

Wir beweisen nun den folgenden (übrigens als bekannt zu betrachtenden) 
Hilfssatz: 

Auf jeder Ellipse, mit den Brennpunkten —ı und +1 und den Halbachsen 
A und B, ist | v(z)| konstant und ist gleich A+B. Speziell ist auf der doppelten 
Strecke (—1, +1) | v(z)| ^1. 

Bedeutet z einen Punkt der genannten Ellipse, so kann z= A cos y 4- iB sin $ 
gesetzt werden. Ausserdem ist 4*— B? — 1r. Also 


V(z) — A eos p+iB sin q + VA? cos? p + 2i AB cos p sin p — B? sin! p— 1 
— A cos q- iB sin p + VA? cos? p +214 B cos q sin @ — B? sin? @ — A? + B* 
— A cos q t iB sin p+ VB? cos? q + 2i A B cos q sin p— A? sin? y. 


Der Wert der Quadratwurzel ist + (B cos p+id sin y). Da demjenigen Punkte 
der Ellipse, der auf der positiven reellen Achse liegt, der Wert 9 — o entspricht, 
muss das Vorzeichen + genommen werden. Mithin ist 


W(z) — (A + B)eis 
und 
Iv(z)| = 4 + B. 


Die Doppelstrecke (— 1, +1) kann als diejenige Ellipse aufgefasst werden, 
für welche 4 — r und B=o wird, folglich übergeht hier die obige Gleichung in 
|w(z)|=x1. Dies folgt übrigens auch daraus, dass auf dieser Strecke z reell und 

2!—1:- +iV1—2z? rein imaginär ist. 
Wir betrachten nun in der aufgeschnittenen Ebene die Funktion 


g(z) = ne 


OCTO) 


Diese Funktion ist in jedem inneren Punkte der aufgeschnittenen Ebene (auch 
im Unendlichen) regulär analytisch, mithin erreicht ihr absoluter Betrag sein 
Maximum auf der Grenze, d. h. auf den beiden Rändern der Doppelstrecke 
(—1,+1). Hier ist aber der absolute Betrag des Nenners gleich 1, und der 
absolute Betrag des Zählers ist nach unserer Voraussetzung < L. Hieraus folgt 
schon, dass in der ganzen Ebene |g(z)| € L ist. Da aber der Zähler von g(z) ein 
Polynom, und der Nenner, für n>o, kein Polynom ist, ist g(z) keine Konstante. 
Mithin ist in jedem Punkte, der ausserhalb der Strecke (—1, +1) liegt, 
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| f(z) |< L(A + B)». W.z. b. w.! 


Unser Beweis lässt sich auch leicht auf den Fall übertragen, wo /(z) ein 


Polynom in z und Vz?—ı vom Gesamtgrade <n ist. Hierdurch erhält man, 
wenn man noch z= cos x setzt, einen Satz über trigonometrische Polynome, auf 
welchen ich aber hier nicht näher eingehen will, da er auch aus unseren späteren 
Betrachtungen folgt. 

Ich sagte oben, dass der angewandte Hilfssatz als bekannt zu betrachten ist. 
In der Tat bildet die Funktion x = v/(z) einen Zweig der Umkehrung der Funktion 


2 x 


(9) «ez 


Die Funktion (9) und ihre Umkehrung werden z. B. im zweiten Bande des 
Traité d Analyse von Herrn Pıcarp eingehend behandelt. (Vergl. 2. Aufl. 8. 
314—317.) Die Funktion (9) bildet jeden um den Anfangspunkt beschriebenen 
Kreis, dessen Halbmesser r >1 ist, auf eine Ellipse ab, deren Halbachsen A und 
B der Gleichung À + B —r genügen, und deren Brennpunkte — r und +1 sind. 
Der Kreis mit dem Halbmesser 1 wird auf die doppelte Strecke (— r, + 1) abge- 
bildet. In diesen Tatsachen ist der obige Hilfssatz enthalten. 

Jeder Kreis, dessen Halbmesser r < 1 ist, wird durch die Funktion (9) wieder 
auf eine Ellipse abgebildet, deren Halbachsen die Gleichung À — B — r erfüllen 
und deren Brennpunkte ebenfalls — 1r und +1 sind. Die a-Ebene wird also 
durch die Funktion (9) auf die doppelte z-Ebene abgebildet. Die Umkehrfunk- 
tion dieser Abbildung hat folglich zwei Werte, die durch die Formeln 


QE Linie VAS EET 
und 


z,—2— Vz?-—1 


dargestellt werden. Natürlich ist &,%, — r. 





! Dieser Beweis, den mir Herr Marcen Rirsz seiner Zeit mitteilte, wurde von mir in zwei 
kleineren Aufsätzen »Uber einen Satz des Herrn Serce Burnsreiy, Sitzungsberichte der Kel. 
Bayer. Akad. d. Wissensch., Jahrg. 1915, S. 419—424» und »Sur un théorème de M. SERGE BERN- 
stein, The Tohóku Math. Journal, Vol. 9, Nos. 1, 2, 1916, S. 1—6» ohne andere Bemerkung wieder- 
gegeben, als mit einem. Hinweis auf den obigen Brief. Durch unvorhergesehene Umstände 
wurde jedoch das Drucken desselben derart verzögert, dass meine Aufsätze früher als der Brief 
erschienen. Hierdurch könnte das Missverständnis aufkommen, der Beweis stamme von mir. 
Dies ist aber, wie ich hier ausdrücklich betonen will, durchaus nicht der Fall. 

G. MrirvAG-LEFFLER. 
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Um das grosse Interesse der betrachteten Abbildung zu zeigen, will ich hier 
einen Satz aussprechen, der aus den angeführten Betrachtungen bei Pıcarp un- 
mittelbar folgt. 

Jede Funktion, die ausserhalb der Strecke (— 1, +1) regulär analytisch ist, 


kann in eine Reihe der Form 


wo 
an (2 — Ver) = Dank SES 


n=0 n=0 


(10) 


entwickelt werden. 

Dieser Satz beruht eben auf der Tatsache, dass die Funktion z — Vz?— 1 — 

— was in der aufgeschnittenen Ebene regulär analytisch ist, und diese 
2+V227 
Ebene auf das Innere des Einheitskreises abbildet. 

Der zuletzt ausgesprochene Satz gestattet eine recht interessante Anwendung. 
Herr Haar hat nämlich den folgenden merkwürdigen Entwicklungssatz gefunden. 
(Über analytische Funktionen mit singulärer Linie, Göttinger Nachrichten, 1914, 
Heft 1, S. 115—123.) 

Sei F(z) eine Funktion der komplexen Veränderlichen z, die ausserhalb des 
doppelpunktlosen analytischen Kurvenstückes k überall regulär analytisch ist. 
Allsdann existieren unendlich viele, làngs der Kurve £ definierte und nur von 
dieser Kurve abhängige, stetige Funktionen f,(z), f,(2),---, fa(z), --- so, dass für 
jede Stelle z, die ausserhalb der Kurve liegt, die unendliche Reihe 


df. (C) df.(C) df. (C) 


(1) Flo) +a, | al eic pesti 
(k) do do 


konvergiert und die Funktion F(z) darstellt; hierbei bedeuten die a„ Konstanten, 
und die Integrale sind im STIELTJESschen Sinne genommen. 

Herr Haar beweist dies durch eine konforme Abbildung auf Grund eines C. 
Neumaxxschen Theorems über Entwicklungen nach Kugelfunktionen zweiter Art. 
Es ist nun leicht zu zeigen, dass, wenn man statt dieses Entwicklungssatzes den 
obigen anwendet, die SrıeLrsesschen Integrale vermieden werden können. Es sei 
in der Tat q(z) die von Herrn Haan angewandte Funktion, welche die durch die 
Kurve E aufgeschnittene Ebene auf eine durch die Strecke (— r, +1) aufge- 
schnittene Ebene konform abbildet, wobei die unendlich fernen Punkte der beiden 
Ebenen einander entsprechen mögen. Dann ist nach dem obigen Satz, wenn wir 


8(z) = pl) — V(g(z)?—1 


setzen, 
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(12) F(z) — F(v)-4- Lanlp@))” 


n=1 


Da nun die Funktion ?(z) in der ganzen durch die Kurve & aufgeschnitte- 
nen Ebene stetig ist und im Unendlichen verschwindet, so können wir schreiben 


wobei das Integral über die beiden Ränder der Kurve £ erstreckt wird und zwar 
so, dass die aufgeschnittene Ebene zur linken liegt. Integriert man dann nach 
dem Vorgehen von Herrn Haar (n— r)-mal partiell, so müssen die total inte- 
grierten Glieder verschwinden, da die Funktion (3(z))" im Unendlichen von der 
n-ten Ordnung verschwindet. Mithin erhält man 


Jedem Punkte 5 der Kurve % (ausser den Endpunkten) entsprechen in der 
aufgeschnittenen Ebene zwei Punkte Z' und Z". Setzen wir g,(Z) = 7,(2) — y, (Z") 
und in den Endpunkten g,(2) = o, so erhalten wir 


Bo" | Ze dt. 
(13) HT 


Aus (12) und (13) folgt nun die Darstellung 


F(z) = F(o)+ Sef, nie ae. 


(6 z) 


nel (k 


wobei die Funktionen g,(£) auf der Kurve £ stetig (und ausser den Endpunkten 
sogar regulür analytisch) sind. 

Es sei noch bemerkt, dass die Funktionen În(£) in der Entwicklungsformel 
von Herrn Haar von der zweiten angefangen eine stetige Ableitung besitzen, wie 
das aus dem Beweise von Herrn Haar hervorgeht. Man könnte also auch in 
der Formel (rr) für » — 2,3,. 


^ df (E) =f AG) ae (He ae 
/ posco dim | gp dt 


( mie " > : 
(k) (k) (k) 
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schreiben. Die Einheitlichkeit der Darstellung würde aber dann verloren gehen, 
da /,(¢) keine stetige Ableitung besitzt. 

Zuletzt will ich noch Ihre Aufmerksamkeit auf einige Sätze lenken, die in 
denselben Gedankenkreis gehören, wie der BERNSTEINsche Satz. 


Aus dem, was wir oben über die Abbildung z= : (« =F ‘| sagten, erhellt so- 


fort, dass der BERNSTEINsche Satz mit dem folgenden Satze gleichwertig ist: 


Es sei h(x) = Na (x 3 = auf dem Einheitskreise dem absoluten Betrage 
k=0 
nach € L; dann ist im Inneren des Einheitskreises |h(x)|< Z|2|~” und im Äus- 
seren des Einheitskreises | A (x)| € L | ax". 

Dieser Satz bedarf ja kaum eines Beweises. Er folgt unmittelbar aus der 
Tatsache, dass h(x)x” innerhalb und h(a)a—” ausserhalb des Einheitskreises re- 
gulür analytisch sind. 

Derselbe Gedankengang führt zu dem folgenden allgemeineren Satze: 

n 


Ist h(a) = da. x* auf dem Einheitskreise dem absoluten Betrage nach <Z, 


k=—m 

so ist innerhalb des Einheitskreises | h(x) |< Z |x |? und ausserhalb des Einheits- 
kreises |h(x)| € L|x|". Das Gleichheitszeichen ist ausgeschlossen, wenn h(x) 
nicht = Le?°x—™ bzw. = Le’%x” ist, hierbei bedeutet © eine beliebige reelle Zahl. 
(Man kann selbstredend den Satz dadurch verallgemeinern, dass man die Anzahl 
der Glieder in irgendeiner der beiden Richtungen ins Unendliche wachsen lässt, 
vorausgesetzt dass die unendliche Reihe auf dem Einheitskreise z. B. gleichmäs- 
sig konvergiert.) 


Setzt man in diesem Satze 2 =e’, so erhält man das folgende Ergebnis: 


n 
Ist H(s)= dau es auf der imaginären Achse dem absoluten Betrage nach 


k=—m 


<L, so ist für R(s)>o (wo R(s) den reellen Teil von s bedeutet) | 7 (s)| < Le" 
und für A(s) «o, | Z(s)| € Le-" £6 u. s. w.! 


n 
: = Y Ars thee 
All dies kann auch auf Ausdrücke von der Form H(s) = Mae übertra- 
k=0 


gen werden. Hierbei bedeuten die 2; reelle Grössen, die den Ungleichungen 





N 
* Setzt man in diesem Satze s — iz, so kann man H(s)= H(ia) in der Form 2 (Ar cos ka 
k=0 
+ Br sin ka) schreiben. Das obige kann also auch als ein Satz über trigonometrische Polynome 
ausgesprochen werden. 
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—cc«A,«AÀ €...«A,«X- e genügen. Setzt man dann voraus, dass auf der 
imaginären Achse | Z(s)| € L ist, so folgt auf Grund eines bekannten PHRAGMEN- 
Linperörschen Satzes, dass für R(s)»0,|H(s|- Le’"*® und für R(s)<o, 
| H(s)| € Le» ist. Hierbei ist auch das Gleichheitszeichen auszuschliessen, 
wenn H(s) nicht = Le'®e’r" bzw. = Lei?e^ ist, wobei € wieder eine beliebige 


reelle Konstante bedeutet. 


D 
> 


Für Integrale | a(r)e'*dr, oder allgemeiner für Ausdrücke von der Form 
u 


| e'*d A(r), wo A(r) eine beliebige Funktion beschränkter Schwankung bedeuten 
u 


kann, gilt ein ähnlicher Satz. (Dieser letzte Ausdruck umfasst natürlich die 
beiden vorangehenden.) 
Diese Sätze enthalten ja eigentlich nichts neues; ich wollte eben nur ihren 
Zusammenhang mit dem schönen Satze von Herrn BERNSTEIN betonen. 
Islinge, den 25. Mai 1915. 
Marcel Riesz. 
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EIN KONVERGENZSATZ FÜR DIRICHLETSCHE REIHEN. 


Vox 
MARCEL RIESZ 
in STOCKHOLM. 


Vor mehr als sechs Jahren habe ich in einer kurzen Mitteilung ! einen Satz 

über Dirıcatersche Reihen 
a, e #2 --- +a„ne='n?:+--- (o<4, < ++: < An <:--:; lim A, = o) 
"n = o 

ausgesprochen, dessen Beweis (für den allgemeinen Fall) ich erst jetzt veröffent- 
liche. Ich hegte nämlich immer die Hoffnung meinen ursprünglichen, recht ver- 
wickelten Beweis wesentlich vereinfachen zu können. Für den speziellen Fall 
der gewöhnlichen DrRrcHLETschen Reihen Z£a,»-* hat Herr Lanpau meinen 
damaligen Beweis mit meiner Zustimmung veröffentlicht.” Gleichzeitig gab er 
eine Reihe wichtiger Anwendungen meines Satzes auf gewisse zahlentheoretische 
Funktionen. In einer anderen Arbeit veröffentlichte er einen zweiten, auch von 
mir herrührenden, verwandten Satz, nebst Beweis und wandte denselben auf eine 
idealtheoretische Funktion an.? 

Unser Satz behauptet, dass, wenn die Koeffizienten der DirıcuLerschen 
Reihe eine gewisse Bedingung erfüllen, die Reihe an allen Regularitätsstellen ihrer 
Konvergenzgeraden konvergiert. Ich habe schon in der erwähnten, kurzen Mit- 


COM. Rimsz: Sur les séries de Dıirichter et les séries entières, Comptes rendus, Paris, Bd. 
149 (1909, 2). 

? EK. Laxpau: Uber die Bedeutung einiger neuen Grenzwertsütze der Herren Harpy und 
Axer, Prace matematyczno-fizyczne, Warszawa, Bd. 21 (1910). Vergl. S. 151 —167. 

5 E, Lanpau: Uber eine idealtheoretische Funktion, Transactions of the Amer. Math. Soc., 
Bd. 13 (1912). Vergl. S. 18—10. Für andere Anwendungen dieser Sätze vergl. D. Caver: Neue 
Anwendung der Prerrrerschen Methode zur Abschätzung zahlentheoretischer Funktionen, 
Inauguraldissertation, Göttingen (1914) und G. H. Harpy: On the expression of a number as the 
sum of two squares, Quarterly Journal of Mathematics, no. 183 (1915). 
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teilung hervorgehoben, dass unser allgemeiner Satz den bekannten Farouschen 
Satz über Potenzreihen als Spezialfall umfasst. Es ist mir nun neuerdings ge- 
lungen, für diesen letztgenannten Satz einen überaus einfachen Beweis zu finden, 
der an anderer Stelle veröffentlicht wurde.’ Derselbe gestaltet sich für unseren 
allgemeinen Satz über Diricazersche Reihen fast ebenso einfach wie für Potenz- 
reihen. In Abschnitt ı der vorliegenden Arbeit soll nun der Beweis für den 
genannten allgemeinen Satz entwickelt werden. Im Abschnitte 2 wird unter 
anderem gezeigt, dass unser Satz den Farouschen Satz enthält. In Abschnitt 
3 wird die Bedingung (1) von Abschnitt 1 durch eine gleichwertige ersetzt, und 
daraus werden dann ein Spezialfall des Satzes und einige Sätze für gewisse spe- 
zielle Exponentenfolgen hergeleitet. Im Abschnitte 4 wird endlich auseinanderge- 
setzt, wie unsere Ergebnisse auf verwandte Integralausdrücke übertragen werden 
können. 

In der vorliegenden Arbeit wird überall vorausgesetzt, dass die betrachtete 
Funktion an den fraglichen Stellen regulär ist. Ich gedenke in einer späteren 
Arbeit auszuführen, wie die Regularität durch weniger einschränkende Bedin- 
gungen ersetzt werden kann.” Auch auf die Ausdehnung der vorliegenden Er- 
gebnisse auf typische Mittel? komme ich bei einer späteren Gelegenheit zurück. 

1. Satz I. Erfüllen die Koeffizienten einer DiricHLerschen Reihe 


f(@) =me et. Parent 


die Bedingung 
(x) Time a Bel 


y c 
n- o e’n 


— O, (ce > 0),* 


und ist die infolge der Bedingung (x) für R(z)>c reguläre Funktion f(z) auch in 
gewissen Punkten der Geraden R (z) — c regulär, so konvergiert die Reihe in diesen 
Punkten. Die Konvergenz ist eine gleichmässige auf jeder abgeschlossenen Strecke der 


1 M. Riesz: Neuer Beweis des Farouschen Satzes, Göttinger Nachrichten (1916); Sätze über 
Potenzreihen. Arkiv för Mat. Astr. och Fys. (1916). 

? Vergl. M. Riesz: Comptes rendus, a. a. O. und Uber einen Satz des Herrn Farov, Journal 
für Mathematik, Bd. 140 (1911). 

* Für die ausführliche Darstellung der Eigenschaften dieser Mittel vergl. G. H. Harpy 
and M. Riesz: The general theory of Dirıcauer's series, Cambridge Tract in Mathematics etc. 
(1915). 

4 Die Bedingung ist auch bei e=o hinreichend aber nicht mehr notwendig. Bleibt der 
Ausdruck auf der linken Seite von (1) nur beschränkt, so gilt dasselbe für die Teilsummen der 
Reihe an jeder Regularitätsstelle der Geraden R(z)= c. Ähnliches gilt, wenn in den späteren 
Bedingungen die Voraussetzung, dass gewisse Ausdrücke gegen Null konvergieren, ersetzt wird 
durch die Voraussetzung, dass diese Ausdrücke beschränkt bleiben, oder in der Ausdrucksweise 
von Herrn Laxpav, wenn 0 durch O ersetzt wird. 

5 Wie gewöhnlich, setzen wir R(a + bi)=a und I(a + bi) = b. 
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Geraden, welche ausschliesslich aus Regularitätsstellen besteht. Wie bekannt,‘ ist 
die obige Bedingung (x) auch notwendig, damit die Gerade R(z) — c wenigstens eine 
Konvergenzstelle der Reihe enthalte. 

Wir setzen 


An=a, t c dn 


und 
Alw) Ar: An <0 Sdn 
A(v)=o, OS S/he 
Dann ist bekanntlich nach der ABEtschen Transformation 
(2) CCR daz Cy Cee CAS Cue — 
= A, (etz —e-h2) + A, (e— ^7 — e-^2) +... + An (er 2-1 7 67 ^n*j + 
An em ne 2 | 4 (v)e-**do + A, e-?n* . 
0 
Die Bedingung (1) kann auch in der Gestalt 
(3) lim A (v) e-**— o 


v=0 
co 
. : : N N: 
geschrieben werden. Dann folgt aber aus (2), dass die Reihe f(z) = Za, e ^»* in 
n=0 


jedem samt Begrenzung in der Halbebene R(z)>c gelegenen, endlichen Gebiete 
gleichmässig konvergiert und daselbst eine regulär analytische Funktion darstellt. 
Es ist auch für R(z)>c 


oo 
n 


(4) CE | A (v) e- ** dv. 
0 
Es möge nun die Funktion f(z) auch auf der Geraden R (2) — c Regulari- 
tätsstellen besitzen und x=—c+ ri sei eine solche Stelle. Wir bestimmen zwei 
Punkte z, =c+r,i und z, — c 4- r,i derart, dass r,<r<r, sei, und die Funktion 
f(z) auf der ganzen Strecke z,, z, (mit Einschluss der Endpunkte) regulär sei. Wir 
können dann die Zahl b «c so nahe an c wählen, dass die Funktion f(z) auch 








‘J. L. W. V. Jessen: Sur une généralisation d'un théorème de Caucuy, Comptes rendus, 
Paris, Bd. 106 (1888, r) Diese Behauptung wird übrigens auch in Abschnitt 2 der vorliegen- 
den Arbeit bewiesen. 

* Natürlich kann A, auch o sein. 
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noch im Rechteck z,, z,, b + 7, 4, b + r,i dieselbe Eigenschaft besitze. Wir setzen 
der Kürze halber 2'’=b+r,i,2’=b+r,i. Wir setzen endlich z," — d 4- v, i, 
z,'— d 4- r,i, wo d eine beliebige, aber feste Zahl > c bedeutet. 

Wir betrachten jetzt die Funktionen 


In (2) = e?n'* — 9 (z — z,) (z — 23) (f (2) — (a, es ^»* +--- + as e€-?n*)) 


und werden zeigen, dass bei hinreichend grossem n auf der ganzen Begrenzung 


n " I 


des Rechtecks 2,', z," , 2," , z!, 
(5) Ios(2] <e 


wird, wie klein auch die positive Zahl « sein mag.! 
Wegen (1) können wir für ein beliebig kleines, positives Ó eine Zahl v finden 
derart, dass 


(6) | An e-?»*| <0 für n >» 
und daraus folgt, dass 
(7) | 4 (»)e-**| <d für v» 4. 


Wir setzen der Kürze halber noch 6 = R(z). Für ec ist dann wegen (2) 


und (4) 


oo 
. 


(8) If (2) — (a, e—^* +---+ a, e—*n*) | — |2 | Zo yenit —Ane na 
in 


Wählen wir jetzt n>v, so folgt aus (6). (7) und (8) 
(9) |f(z)— (a, e-^* ---- 4 an e-?»*)| « 0|] | g-v»(—odqd»-- 0 en (ao) 


^n 


BE | 2 ve K 
eg a: ae |: L}< dentate (: st = je 
DEL. 


wo K das Maximum von |z| im Rechtecke z,', 2,", z,", z,' bedeutet. 





—c) 4 (z — c) 


! In gn (z) könnte auch statt e^" e die Funktion e stehen, wo 4 eine beliebige 


Zahl bedeutet, die der Bedingung An € À € An+1 genügt. 
oo 
* Dieser Ausdruck kann auch in der Form z | A(v)e "^dv—A,e ^n*1? geschrieben 


2n +1 
werden. 
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Es möge noch H das Maximum der Werte |z—z,| und |z—z,| für alle 
Punkte z des genannten Rechtecks bedeuten. 

Ist nun z ein beliebiger Punkt der Strecke 2,, z,", so ist |z— z,| — o — c. 
Also ist nach (9) auf dieser Strecke 


(10) [gn (9| < &»79 (o — e) He nt fr + 


—0(0—c)H+0HK<8H(d—c+K). 


Dieselbe Ungleichung gilt aus Symmetriegriinden auch für die Strecke z,, z,". 
Es sei jetzt z ein Punkt der auf der Geraden o—d gelegenen Strecke 
z,", z,"; dann ist wegen (9) 


(11) Kader = HP exinde I + 7, — or Hl I + aa): 


Um |g,(z)| auch auf den anderen Teilen der Begrenzung des Rechtecks 
z,', 2", 29, z, abzuschützen, bezeichnen wir mit M das Maximum von |f(z)| in 
diesem Rechtecke und mit A die grösste der Zahlen | A,|,|4,|, --|4,]. Dann 
ist mit Rücksicht auf (2), (6) und (7) für b «e € c, v, € I (z) € v, 


(x2) |/ (2) — (as e-^* +--+ Gne—*n*) |< M + der ne) + KA | e-o—9dv + 


0 


An 
+ Ko | e-v(e—odv« M+ deme-9 +KA e(—9 + Ko 


e^n(c—9) ^ 
CIO: 
Zo 


Auf der Strecke z,', z, ist |z —z,| — c — 0, folglich 
peine (2 2) 6— 2) | S e nen (e— 0) H 
also mit Benutzung von (12) und auf Grund von c—0<c—b 
(13) |gn (2)| « (c —0)e ne 9 H (M + K Ad,ere—) + à H (c —5 + K). 


Dureh Differentiation folgt unmittelbar, dass der Ausdruck u e-?»", als Funk- 


tion von u > o betrachtet, sein Maximum für w=, erreicht. Daher ist 


"m 


; I 
(c — 0) e- ^n(e — 9 « ; (0:50) 
nm 
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Daraus folgt, dass das erste Glied auf der rechten Seite von (13) bei hinreichend 
grossem x kleiner als 0 wird und somit ist dargelegt, dass bei hinrechend grossem 
n auf der ganzen Strecke z,',z, und ebenso auch auf der Strecke z,', z, 


(14) lg Ke) o ee (C—O IR‘) 


ausfällt. 
Auf der Strecke z,', z,' ist endlich wegen (12) und c—o=c—b 
À ; ks na IK 
| dn (z) | < e—’nle— 6) H? | M + den (c—b) + KA À, ehr (c—b) + m Aa ea) = 
= 2 PE IIS K 
= eine) gs (ar + KA lye?) + 0H? (1 + — ;)- 
Für hinreichend grosses n ist das erste Glied des letzten Ausdruckes kleiner als 
das zweite, folglich 


i K 
(15) | Qn (2)|< 20H E 3 A / 
Bei hinreichend kleinem 0 ergeben die Ungleichungen (10), (xr), (14), (15) 


die Ungleichung (5) für die ganze Begrenzung des Rechtecks z,', z,", 2," 


Damit sind wir aber gleich am Ziele. Denn die Funktionen g, (z) sind im 
betrachteten Rechtecke regulär, mithin erreicht ihr absoluter Betrag sein Maxi- 
mum auf der Begrenzung. Daraus ergibt sich, bei hinreichend grossem n, für 


einen beliebigen inneren Punkt x der Strecke 2,, 2, 


1g» (x)|<e, 
oder 


(16) |/ (x) — (ae 27 ++ as e-^n*)| < 4, — € 
[s— 2 Île — 2] 
d. h. die behauptete Konvergenz unserer Reihe. 

Auf die gleichmässige Konvergenz kann man nun folgendermassen schliessen. 
Besteht die Strecke a,, x, der Geraden R(z) =c ausschliesslich aus Regularitäts- 
stellen, so ist sie in einer grósseren Strecke enthalten, welche dieselbe Eigenschaft 
besitzt. Bezeichnen wir die Endpunkte dieser grösseren Strecke wiederum mit 
z, und z, so folgt aus (16) die gleichmässige Konvergenz für die Punkte der 
Strecke x,, 2. 

2. In den folgenden Abschnitten geben wir unserem Satze verschiedene 
neue Formen, aus denen dann einige interessante Spezialfälle des Satzes folgen. 


Durch die lineare Substitution z/— z —c geht Satz I in den folgenden über. 
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Satz I’. Es sei c eine beliebige, aber feste, positive, reelle Zahl. Erfüllen dann 
die Koeffizienten der DiricuLerschen Reihe 


f(z) = a, eT oz +... 44, em xxi 
die Bedingung 


(17) imo en 


en ein =i; 
und ist die infolge dieser Bedingung für R(z)>o reguläre Funktion f(z) auch in 
gewissen Punkten der imaginären Achse regulär, so konvergiert die Reihe in diesen 
Punkten. Die Konvergenz ist gleichmässig auf jeder Strecke der imaginären Achse, die 
ausschliesslich aus Regularitätsstellen besteht. Die Bedingung (17) ist auch notwen- 
dig, damit die imaginäre Achse wenigstens einen Konvergenzpunkt der Reihe enthalte. 

Dieser Satz geht durch die Transformation e-?— x für 4„—=n in den ge- 
nannten, folgendermassen lautenden Satz von Farou! über. 

Erfüllen die Zahlen a, die Bedingung 


(18) lim an = o, 


n= 0 


so konvergiert die Potenzreihe 
F(a) =a, +ax+.--+ana"+ e 


an jeder Regularitätsstelle des Einheitskreises. Die Konvergenz ist auf jedem Regu- 
laritätsbogen eine gleichmässige. 
In der Tat nimmt, für 4, — », die Bedingung (17) die folgende Gestalt an: 
dan d a, E d xa Rh 


(19) pun = pus ——o, (R> 1) 


wo À eine feste Zahl bedeutet. Wir haben also nur zu zeigen, dass die Bedin- 
gungen (r8) und (ro) vollständig gleichwertig sind. 

Es sei zuerst (rS) erfüllt. Dann lässt sich bei beliebig kleinem & die Zahl 
v derart bestimmen, dass für alle m > v 


las] «s 


wird. Mithin ist für n >» 


| P. Favou: Séries trigonométriques et séries de Tavron, Acta Math., Bd. 30 (1906). Vergl. 


S- 389—391. 
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|a, + a, R JE sac + a, R"| la, + sea ah a, R" | + e(RY#1 Te + Rr) 





Rn < kn > 
|a, + a, R"| R 
= Rr pe I 
Für hinreichend grosses n ist dieser Ausdruck Sn on d. h. (r9) folgt wirk- 


lich aus (18). 


Es sei nun umgekehrt (19) erfüllt. Dann ist bei genügend grossem n 


anses: —— B]. 
und 
|a, + c0 asa R™—}| Jao +--- +a ni] 
ep a 


Daraus folgt durch Subtraktion |a,|« 2«. Mithin hat auch die Bedingung 
(19) die Bedingung (18) zur Folge. 

Wir kehren jetzt zu dem allgemeinen Satze I’ zurück. In demselben spielt 
augenscheinlich die positive Konstante c eine rein zufällige Rolle. Die Vermu- 
tung liegt also nahe, dass die Beziehung (17) für alle positiven Zahlen besteht, 
wenn sie für eine einzige solche Zahl besteht. Dies ergibt sich in der Tat aus 
dem folgenden, übrigens bekannten Satze. 

Ist 


Ay ET + --- + An ent 
- 3m 08 


(20) lim 


eS en a 





wo « eine beliebige, feste, komplexe Zahl bedeutet, so ist auch 


a,ed + --- + anenB 
aime 


(21) lim 


71-00 


— 0, 


wo B eine beliebige komplexe Zahl sein kann, deren reeller Teil positiv ist. 
Unsere Behauptung folgt leicht aus der ABezschen Transformation. Wir 


setzen 
AD x = ay EN Soro ES Care 


A (m) Arn tur Aus und —o furioSolsAr. 


Dann ist nach (2) 


^n 
» 


(22) Ap s — a, 6^8 + --- + ane’n? = (a — B) | Ag (v) e^ 6 —9 dv + Aa nein Pa), 


0 
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Nach (20) kann man eine Zahl » bestimmen derart, dass 


ka Ka er 
und also auch 
|4«(v)| € ee’ EG) für v» 1. 
Aus (22) ergibt sich nun mit Rücksicht auf die letzten Ungleichungen 


A» 4 


à in 
| Aa.n]<le— 8] | Aa(v)er@—0 dv| + [e — B | e | er RU) dy + etn PU) < 
0 a 
2» 
« |« — ß] [A (v) e*6—9 du + € en £0) ( Sis i + 1). 
R (8) 


D 

Bei hinreichend grossem n ist das erste (von » unabhängige) Glied des 
letzten Ausdruckes kleiner als das zweite und daraus erhält man unsere obige 
Behauptung. 

Aus diesem letzten Ergebnisse ersieht man auch leicht, dass die Bedingung 
(17) (bzw. die Bedingung (1)) auch notwendig ist, damit die imaginäre Achse 
(bzw. die Gerade R(z)— c) wenigstens einen Konvergenzpunkt enthalte. 

Es sei in der Tat die Reihe Xa,e€-/»* in einem Punkte z — ti der imaginä- 
ren Achse konvergent. Man kann dann ohne Beschränkung der Allgemeinheit 
voraussetzen, dass die Reihe gegen den Wert Null konvergiert, da dies immer 
dureh Veränderung von z. B. a, erreicht werden kann, was den Grenzwert (17) 
nicht beeinflusst. Dann ist aber (20) für «= — ti, also auch (21) für 9 — c erfüllt. 
Dies besagt aber eben, dass auch (17) erfüllt ist. 

3. In diesem Abschnitte werden wir (r7) durch eine gleichwertige Bedin- 
gung ersetzen, die folgendermassen lautet. 

Es gebe eine positive Konstante K derart, dass bei beliebig kleinem & und hin- 


reichend grossem n 


(23) lan + --- + anıp |<, sobald o X Antp An € K 


ist.! 








! Die Bedingungen (1) und (17) erinnern an den Ausdruck von Herrn Canen für die Kon- 
vergenzabszisse der Diricazerschen Reihen. Dieser Ausdruck ist bekanntlich im Allgemeinen 
nur dann gültig, wenn die Konvergenzabszisse positiv ist. Die Bedingung (23) erinnert nun an 
einen Ausdruck für dieselbe Konvergenzabszisse, der immer gültig ist, und den, von einander 
unabhängig, die Herren Linpx und Kosına und in einem Spezialfalle auch Herr Knorr gefunden 
haben. Die Bedingung (23) ist auch mit 


lim e^n* (a, e ^n + LE An+1°+...)=o (e>o) 
n= an 
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Man hat sicher mit Rücksicht auf das bekannte Agersche Lemma (das 
auch aus der oben angewandten ABELschen Transformation folgt) 
(24) lan + --- + asap| — [6^ ^n*as &^n* t --- 3 e- n+p © (54. €^ n*p*| < 
ES e— nc Max [an e/n° +... + Opry €&n«r*|, HO CCD: 


Ist nun (17) erfüllt und ist n genügend gross, so ist 
Joc Ane Anne EN CHE: 
|a, e®° + --- + an en +: 4 Anıreintr re PES Ub TO EE 
folglich, wenn Antr — An X Antp — Àn < Kaist, 
22 2 c 5 À c SC 
an e^» Is En pr IC ten |< ER €^nr^ € Een’, 


also nach (24) 
| a5 ar ed + Gntp| <6, o<Antp Mn K, 


d. h. die Beziehung (23). 
Es sei jetzt umgekehrt (23) erfüllt. -Aus dem Agerschen Lemma folgt 


| a5 eme E... + Am+p e^m«p*| ES e^m-p^ Max |a EE Am+r | 0, aD 
also nach (13) für jedes m » v, wo v eine genügend grosse Zahl bedeutet, 
(25) |a. em* + d Am+p e’m+p°] <eetm+p°, 0 SS Am+r — JS Ss K. 
Wir teilen jetzt die Exponenten 2,41, --- 4, folgendermassen in Gruppen ein 


Ayti,s P425 77 Api; Ap +1: ^p 25 Apes 25 Ap; 4-1» hp; +25 u.s ^ pi 1? u Ap; +1: 4p; 423^ Ans 


wo 


gleichwertig. Diese letzte Bedingung erinnert wieder an eine Formel der Herren PINCHERLE 
und Schxer für negative Konvergenzabszissen. (Für Literaturangaben betreffs dieser verschie- 
denen Formeln vergl. Harpy and Riesz, a. a. O., S. 8.) 

Es ist einleuchtend, dass aus (23) eine analoge Bedingung für jeden anderen festen Wert 
K' folgt. Denn besteht (23) für einen festen Werten A, so besteht es naturgemäss für jeden 
anderen festen Wert, der kleiner als A ist. Andererseits zieht (23) eine analoge Bedingung 
für alle ganzzahlige Multipla von Æ mit sich. Aus diesen beiden Tatsachen folgt unsere Be- 
hauptung, und wir könnten auch ohne Beschränkung der Allgemeinheit A =1 voraussetzen. 
Daraus folgt dann leicht, dass die Bedingung (23) mit der folgenden gleichwertig ist: 

Bei beliebig kleinem s und hinreichend grossem x ist 


Jan +--+ + an+p| € £Ünxp — An + 1) (p> 9); 
oder auch mit der folgenden: bei beliebig kleinem e und hinreichend grossem z ist 


Qn—p + n—p+1+ + an | « £(Àn — Àn—p + 1) (p = 9). 
I 
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An — Ap, > K, 0 <Ân— Àpj 1€ K, 


hp; 41— ^ni > K, 0 X Ap; 4 3— Àpj c1 K, 


o € lp STE Ay+ı < ke 
Dann ist 


(26) PS om mm RC 


Wir setzen jetzt 


pi pa Pil n 
Y 3 Y Nus \ ; ; 
N gpeme—A, > anenc=— A, M anenc—Aiys y anehe— Aja, 
h=v+1 h==pi+1 h=pj +1 h=p +1 


so ist nach (25) und (26) 
Ix eon Gea) 2c. 


Es ist mithin 


las: ev + --- + An en’ | =| Ajai xis A; + --- + Aggy +--+ + A,|< 


x a - UE €e/n© 
« £€^n^ +e eUn— Ke JL. n gUn—? K)c E DEN 
Jb e- Kc 
Folglich ist bei genügend grossem n 
|a, evoe + +. An e*n el < |a, ax Anode a, €^» ^| k | ea ev+1e SOS EU ene 
2 €€^n* 
I-—e-Kc 


d. h. die Beziehung (17). Also sind die Bedingungen (17) und (23) wirklich 
gleichwertig. 

Wir wollen nun aus Satz I' mit Hilfe von (23) einige speziellere Resultate 
herleiten. 

Ist 4,— n und wählt man K <1, so geht (23) in |a,|<e über, wir erhalten 
also wieder den Farouschen Satz. 

Die Bedingung (23) ist sicher erfüllt, wenn a, den folgenden zwei Bedin- 
gungen genügt 


An 


(27) lima, = 0; lim —— 


.— — 0. 
n= © n= n — An—1 
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Dies ergibt natürlich wieder den Farouschen Satz, aber auch folgenden 
Satz über gewöhnliche DirIcHLrTsche Reihen. 


Ist lim na, — o, so konvergiert die Reihe > ann-* an jeder Regularitätsstelle 
mad n=1 
der imaginären Achse. 
Wie ich in der erstgenannten Lanpauschen Arbeit gezeigt habe, folgt für 
gewöhnliche DIRICHLETsche Reihen der Satz I leicht aus diesem spezielleren Satze.! 
Ich will schliesslich bemerken, dass für alle solche Exponentenfolgen, für 
welche die Differenz A„—/„_ı beschränkt bleibt, die beiden Bedingungen (27) 


" : à a : 

offenbar durch die eine Bedingung lim, = — —o ersetzt werden können.? 
n=» tn —Im—1 

Ist dagegen die Differenz 2, —2,—; immer grösser als eine feste positive Zahl, 

so können die Bedingungen (27) durch die Bedingung lim a, — o ersetzt werden. 


n=n 


4. Unsere Ergebnisse lassen sich leicht auf Integrale von der Form 


(28) | a (v) e- ** dv 
0 

oder StIELTSESsche Integrale von der Form 

(29) Ji e—** d A (v) 


0 


iibertragen. In (28) bedeutet a(v) eine Funktion, die tiber jede endliche Strecke 
integriert werden kann, und in (29) bedeutet A (v) eine Funktion, die auf jeder 
endlichen Strecke von beschränkter Schwankung ist. Der Ausdruck (29) umfasst 
natürlich sowohl die Integrale (28) als auch die DrgrcHrETschen Reihen. 

Für die Ausdrücke (28) und (29) ist die Bedingung (1) naturgemäss durch 


[0] 


lim’ ec | a(v)dv =o 
@= A 


0 
bzw. durch 


lim e—°¢ A (v) — o 


= 


zu ersetzen. Die Bedingung (23) geht entsprechend in 


1 Vergl. a. a. O. S. 156—158. 
* Für eine andere Herleitung dieses Ergebnisses vergl. Harpy and Riesz, a. a. O. S. 47. 
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o+K! 
| a(v)do « e, o>u, K'<K 
o 
bzw. 
| A (o + K') — A (w)|<e, DIE KOS RK: 
über. 


Alle Beweise laufen genau so wie oben, nur ist statt der ABELschen Trans- 
formation stets eine partielle Integration vorzunehmen. 
Islinge, den 11. März 1916. 
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Opérations élément. de calcul vectoriel. Produit algébr. et géométr. de deux vec- 
teurs. Produits algébr. et géométr. comprenant plus de deux vect.  Différentiation d. 
vect. Les opérateurs différentiels. Applicat. à la théorie électr. Applicat. à la dyna- 
mique, à la mécanique et à l'hydrodynam. Additions à la sec. éd. 


Les idées modernes sur la constitution de la matière. Conferences faites en 1912 
par E. Bauer, A. Branc, E. BrocH, Mme P. Curis, A. DEBIERNE, L. Dv- 
NOYER, P. LANGEvIN, J. Perrin, H. Porncaré, P. Weiss. (Société française 
de physique. Collection de mémoires relat. à la physique. 2. ser.) — 
afl pp- 8: 


Les preuves de la réalité moléculaire, par J. PERRIN. Les grains d'électricité et 
la dynam. électromagnét., par P. LaxGevin. Les quantités élément. d'énergie et d'action, 
par E. Bauer. La théorie électronique d. métaux, par E. Brocm. L'ionisation par chocs 
et l'étincelle électrique, par A. Brawc. Les gaz ultra-rarifiés, par L. Dunoyer. Les 
rayonnements d. corps radioactifs, par Mme P. Curie. Les transformat. radioactives, 
par A. Desrerne. Les moments magnét. d. atomes et le magnéton, par P. Weiss. Les 
rapports de la matière et de l’ether, par H. Poincaré. 


JoRDAN, C., Cours d'analyse de l'Ecole Polytechnique. 3:e éd. T. 3: Equations 
différentielles. — 623 pp. 8. 


Equat. différent. ordinaires: Notions prélimin. Equat. du prem. ordre. Syst. 
d'équat. simultanées. Equat. lin. aux différentielles totales. Etude directe d. intégrales. 
— Emquat. lin.: Généralités. Equat. lin. à coeff. constants. Intégration par d. séries. 
Intégrat. par d. intégrales définies. Equat. de M. Picard. — Equat. aux dérivées par- 
tielles: Notions prélimin. Equat. aux dériv. part. du prem. ordre. Equat. aux deriv. part. 
du sec. ordre. Equat. lin. — Calcul. d. variations: Premiere variat. des intégrales simples. 
Variation sec. Variation d. intégrales multiples. — Note sur les équat. aux variat. 
Sur le calcul d. variat. Sur Véquat. de Fredholm. 


NIEWENGLOWSKI, B., Cours de géométrie analytique à l'usage d. éléves de la 
y 


classe de mathématiques spéciales... 2:e éd. T. 3: Geometrie dans l'espace. 
Avec une Note sur les transformations en géométrie par Emme BOREL. — 
608 pp. 8. 


Coordonnées. Transformat. d. coordonnées rectilignes. Plan et ligne droite. Points, 
droites, plans imagin. Sphere. Courbes gauches; tangente, plan osculateur, courbures. 
Piants tangents. Lieux géométr. Générat. d. surfaces ou d. lignes. Notions sur les 
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surfaces réglées. Enveloppes. Notions s. l. systèmes de droites. Complexes. Con- 
gruences. Fig. homothétiques. Classificat. d. quadriques rapportées à d. coordonnées 
ponctuelles. Théorie du centre. Plans diamétraux. Diamètres. Plans principaux. 
Cordes princip. Axes. Equation en S. Réduct. de l'équat. du sec. degré. Pôles et 
plans polaires. Polaires réciproques. Propriétés. d. diamètres conjugués dans les quadri- 
ques à centre. Cones du sec. degré. Plans tangents (Formes réd.); sphère de Monge; 
lieu d. sommets d. cônes de révolut. circonscrits à une quadrique. Normales. Généra- 
trices rectilignes. Sections eireul. Discussion d'une équat. numér. du sec. degré. Deter- 
minat. d. quadriques. Intersect. de deux quadr. Focales. Quadr. homofocales. Ele- 
ments d'une sect. plane d'une quadr. Variat. de la courbure d. sect. normales en un 
point simple d'une surface. Determinat. de courbes et de surfaces par d. équat. diffe- 
rent. Applicat. d. imaginaires à la géométrie analyt. à trois dimens. — Note s. 1. 
transformat. en géométrie, par E. Bore. 


TRIGNART, A., Table auxiliaire d'intéréts composés. Avec une préf. de A. BARRIOL. 
— VIII + 21 pp. 8. 
Préf. Introduct. Applicat. d. tables. Valeurs de (1,0001)" pour n égal à 1, 
2, 3..., 1000. Valeurs de (1,0001)* pour n égal à 1000, 2000, . . ., 100,000. Valeurs 
de (1,0001)* pour 2 égal à 100,000, 200,000, ... 1,000,000. 


VAUCHER, ALPHONSE, Théorie mathématique de l'échelle musicale. — 67 pp. 8. 

Préf. Introd. Formes et propriétés générales de l'echelle. Forme et propriétés 

particul. de diverses échelles. L’échelle musicale réelle. Conclusions. Append. Trois 
planches. 


R. Friedländer & Sohn. 
Berlin 1914. 


Busnow, Nikoravs, Arithmetische Selbstständigkeit der europäischen Kultur. Ein 
Beitrag zur Kulturgeschichte. Aus d. Russischen übers. von JOSEPH Lzzrvs. 
— VIII + 285 pp. 8. M. 10: —. 


Einführ. Pythagoreische u. indoarabische Irrtümer. Der Kolumnenabakus im 
klass. Altertume.  Rechensteine mit griechischen u. röm. Zeichen. Unsere Ziffern als 
Merkzeichen auf d. Rechensteinen d. Abakus. Ihr altsemit. od. chaldäischer Ursprung. 
Die klassische Terminologie d. Abakus. Der griech. Ursprung d. Wortes »Abakus». 
Das Rechnen auf d. Abakus. Zusammenhang mit d. griech. Abakus u. d. russ. Rechen- 
bretten. Theorie d. Abakus. Die Denominations- u. Differenzmethode d. klass. Arith- 
metik. Zusammenfassung. 


Louis Geisler. 
Paris 1911—1912. 
BLancarNoux, PauL, Toute la mécanique rationnelle et appliquée, à la portée 
de tous. Panorama méthodique et complet en 12 volumes. — 1654 pp. 
2341 dessins. 8. 
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Statique. Cinématique. Cinétique. Resistance des matériaux. Générateurs de vapeur. 
Moteurs à vapeur. Appareils auxiliaires. Chauffage et ventilation. Automoteurs thermiques. 
Machines hydrauliques et frigorifiques. Outils mécaniques. Mécanique de précision. 


Georg & Cie. 
Genève 1914. 


FEHR, H., Publications du Comité central de la Commission internationale de l’en- 
seignement mathématique. Compte rendu de la Conférence internationale de 
l'enseignement mathématique tenue à Paris du 1 au 4 avril 1914. — 172 pp. 8. 


Liste d. membres. Programme. Compte rendu sommaire. Règlement. Séances d. 
délégués. La Commission internat. pendant la période août 1912 à avril 1914, par 
H. Feur. — Discours par MM. P. Arpeın., G. Casreznuovo, le Secrétaire gén., G. 
Dargoux. — Emme Borez, L’adaption de l'enseignement second. aux progrès de la 
science. Maurice D'OcaGne, Le role d. mathémat. dans 1. sciences de l'ingénieur. — 
Les resultats obtenus dans l’introduet. du calcul diff. et intégral dans 1. classes super. 
d. établissements seconds: Rapport gén., par E. Brkr. Rapport spécial, par Cn. BiochE. 
Discussion. — La préparation mathémat. d. ingénieurs dans l. diff. pays: Rapport gén., 
par P. SráckEL. Discussion. 


G. J. Göschen’sche Verlagshandlung. 
Berlin & Leipzig 1915. 
Bounert, F., Grundzüge der ebenen Geometrie. Mit 220 Fig. (Samml. Schubert 
IL) — VIII + 223 pp. 8. 


Vorbereitendes. Dreiecke. Vierecke. Die vollst. Lösung v. Konstruktionsaufgab. 
Die Kreislehre. Der Flächeninhalt einfacher Fig. Die Proportionalität d. Strecken. 
Die Ähnlichkeit d. Fig. Die regelmäss. Vielecke. Die Ausmessung d. Kreises. Algebr. 
Geometrie. 


A. Hermann & Fils. 
Paris 1915. 
Fanny, E., Problèmes de mécanique rationnelle à l'usage des candidats aux certi- 
ficats de licence et à l'agrégation. — 425 pp. 8. Fr. 12:—. 


Cinématique. Statique. Dynamique du point. Moments d'inertie. Mouvement 
d'un solide. Mouvement d. systémes. Mouvements relatifs. Percussions. Hydrostatique. 
Attraction. 


S. Hirzel. 
Leipzig 1914 —19195. 
MANGoLDT, Hans vow, Einführung in die höhere Mathematik. Für Studierende 


u. zum Selbststudium. Bd. 3: Integralrechnung. Mit 111 Fig. — X + 485 
pp. 8. M. 13:60 geh.; M. 14:60 geb. 


Acta mathematica. 40. Imprimé le 19 juin 1916. : 2 
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Einfache Integrale: Bestimmte u. unbest. Integrale. Grundregeln zur Berechn. 
unbestimmter Integrale. Übersicht üb. die wichtigst. Arten v. Funktionen, deren Inte- 
grale in geschlossen. Form darstellbar sind. — Zur Technik d. Integrierens: Zur Inte- 
grat. d. ration. Funkt. Zur Integrat. d. irration. algebraischen Funktionen. Integra- 
tion unendl. Reihen. — Anwendungen einfacher Integrale. Bestimmte Integrale m. 
komplexen Grenzen. — Mehrf. Integrale: Differentiation u. Integrat. eines best. Inte- 
grales in bezug auf einen Parameter. Flächen- u. Raumintegrale. — Anwend. mehr- 
facher Integrale: Volumenberechn. Inhaltsberechn. krummer Flächenstücke. Schwerpunkte, 
Trägheitsmom., Potentiale. Integrat. vollst. Differentiale. — Die Integralsätze von Gauss, 
GREEN u. Stores. Uneigentl. Integrale. — Differentialgleich.: Erklär. u. allgem. Sätze. 
Differentialgleich. erst. Ordn. Differentialgleich. hóh. Ordn. Formeltab. 


STARK, J., Prinzipien der Atomdynamik. III. Teil: Die Elektrizität im chemischen 
Atom. Mit 94 Fig. — XVI + 280 pp. 8. M. 5: — geh.; M. 6: — geb. 
Begriff. d. chem. Atoms u. Moleküls auf Grund chem. Erfahrungen. Physikal. 
Nachweis d. atom. Struktur chem. Grundstoffe. Wissenschaftl. Hauptproblem d. chem. 
u. physik. Forschung im zwanzigst. Jahrhundert. Das negat. Elektron u. d. posit. 
Ladung als Bestandteile d. chem. Atoms. Hypothese üb. d. Struktur d. Oberfläche chem. 
Atome. Hypothese üb. d. Natur d. chem. Kraft. Überlegungen zugunst. d. Valenz- 
elektron-Hypothese. Kritik d. Hypoth. d. chem. Einzelkraft. Verhältnis d. Valenz- 
elektron-Hypoth. zur Hypothese v. Berzelius üb. d. Polarität chem. Atome. — Haupt- 
arten d. elektr. Valenzfeldes. Die wechselseit. einfache Bindung elektropositiver, elektro- 
negat. u. elektrozweifach. Atome. Die mehrfache Bindung. Nähewirk. innermolekularer 
Bindungen, mehrseit. Bindung. Benzolbindung. Wechsel d. Wertigkeit. Die gruppie- 
rende Bindung. — Allgem. üb. Lockerung u. Reissen v. innermolekul. Bindungen durch 
zwischenmolekul. Stösse. Allgem. üb. Lockerung u. Reissen v. innermolekul. Bindungen 
durch Anlagerung. lonen-Reaktionen. Zwischenmolekulare Umlagerungen an Doppel- 
bind. Katalyse bei zwischenmolekul. Reaktionen. Innermolekul. Umlagerungen. AIl- 
gem. üb. zwichenmolek. Bind. Das physik. u. d. chem. Molekül im gasförm., flüss. u. 
kristall. Aggregatzustand. Zwischenmolekul. Bind. u. Leitung d. Elektrizität in Metal- 
len. Zwischenmolekul. Bind. in Kristallen elektrolytischer Moleküle. Beziehung zw. 
d. Konstitut. chem. Moleküle u. ihrer zwischenmolekul. Bindung. — Zentren, Frequenz 
u. Energie d. Schwingungen d. Valenzfelder chem. Atome.  Ultraviolette u. violette 
Banden v. Valenzelektronen. Zwischen- u. innermolekul. Nähewirk. auf die Schwingungen 
v. Valenzelektronen. Die Valenzelektr. als Dispersionselektronen. Die Refraktions- 
äquivalente chem. Elemente. Natürl. Drehung d. Schwingungsebene d. Lichtes. 


Ulrico Hoepli. 
Milano 1916. 
BzeRzorARr, Lurar, Geometria analitiea. Vol. II: Curve e superficie del secondo 
ordine. — XI + 427 pp. L. 3. — (Manuali Hoepli 390—391.) 


Determinazione di una conica per punti. Polarità determ. da una conica. Gene- 
razione proiettiva d. coniche. Le con. come curve razionali. Fasci e schieri di coniche. 
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Propr. diametr. delle coniche. Forme ridotte d. equazioni d. coniche. Propr. metriche 
d. coniche studiate sulle loro equaz. normali. Propr. focali d. coniche. — Polaritä determ. 
da una quadrica. Quadriche rigate. Fasci e schiere di quadr. Propr. diametr. d. quadr. 
Forme ridotte d. equaz. d. quadr. Forma e proprietà matriche delle quadr. stud. sulle 
loro equaz. norm. Sezioni circolari di una quadrica. Propr. focali d. quadr. 


Imp. La Cuna de América, 
Santo Domingo 1915. 


CABRAL, A. FIALLo, Codigo organico y reglementario de educacion comun. Ed. 
oficial. Santo Domingo. — 340 pp. 


CABRAL, ARISTIDES FiIALLO, Cuadro Sinoptico de la doctrina biocosmica de la 
gravitacion universal y de la jeneracion de los mundos. — 17 pp. Fol. 


Universidad Nacional de La Plata. 
1914. 


Gans, R., Estados correspondientes del magnetismo con una aplicacion a la teoria 
del telefono. (Contribuciön al estudio de las ciencias fisicas y matematicas. 
Der. DES VOIE 1) EMA pp. 8. 


Kommissionsverlag Ludwig Kokai. 
Budapest 1915. 


HoLBA, STEFAN, Eine neue Bahn in das Reich der Algebra. Forschungen und 
Gedanken eines unberufenen. Algebraische Lösung des Casus irreducibilis, 
der Gleichung 5. Grades und des Fermat’schen Problems. — 64 pp. 8. M. 2:50. 


Mayer & Müller. 
Berlin 1915. 


WEIERSTRASS, KARL, Mathematische Werke, hrsg. unter Mitwirk. einer von d. 
Konigl. Preuss. Akademie d. Wiss. eingesetzten Commission. Bd. 5: Vor- 
lesungen über die Theorie der elliptischen Functionen. Bearb. von J. Knos- 
LAUCH. — Bd. 6: Vorlesungen über Anwendungen der elliptischen Functionen. 
Bearb. von Rvporr RorHE. Mit ein. Bildn. von Weierstrass. VIII + 327 pp. 
4. — IX + 354 pp. 4. 


: Ne à : ; dz : 3 

Bd. 5: Einleit. Transformation d. Differentials VA . Integrat. d. Differential- 
/ a) 

da? 


. qu . . . . . 
gleichung 54 = R(x) durch Reihenentwickelung. Die Function yw. Die Funct. Gu. 
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Die part. Diff. Gleich. d. G-Function. Lösung d. Gleichung ÿ w — s durch Reihenent- 
wickelung. Bestimm. aller Lösungen d. Gleich. pw — s. Grundformeln d. Theorie d. 
O-Funktion. Die Perioden d. j-Funct. f. reelle Invarianten. Die Funct. 6,4 und 
die O-Quotienten. Die Diff-gleich. d. G-Quotienten. Darstellung d. 6-Funct. durch ein 
unendl. Product. Umwandlung d. unendl. Productes f. d. G-Funct. Darstell. ellipt. 
Functionen mittels d. O-Funct. Darstell. ellipt. Functionen durch d. y-Function. Dar- 
stell. d. Funct. O4 durch unendl. Producte. Weit. Umwandl. d. Productausdrücke 
f. d. G-Funct. Die vier Theta-Funct. Die allgem. Theta-Funct. Die Theta-Funct. 
mit zwei Parametern. Verwandlungsformeln für d. ©- und G-Funct. Bezieh. zwischen 
6-Funct. von mehrgliedr. Argumenten. Die Additionstheoreme d. G-Quotienten. Relat. 
Zwischen Theta-Funct. von mehrgliedr. Argumenten. Das Multiplicationstheorem. d. 
y-Funct. Die Multiplicationstheoreme d. G-Quot. Die ellipt. Integrale. Die Additions- 
theoreme d. Integrale erst., zweit. u. dritter Art. Formeln zur Berechn. d. Perioden. 
Bestimm. ein. primit. Periodenpaares d. @-Funct. f. belieb. Grössen e,. Bestimm. von 
u aus d. Gleich. pw— s. Anwend. d. Formeln d. 18. u. 29. Kapitels auf den Fall 
reeller Invarianten. Transform. d. ellipt. Funct. Transform. specieller Funct. Zur 
Transform. d. p-Funct. Die Transform. zweit. Ordn. 

Bd. 6: Einleit. Der Flächeninh. d. Mantels eines schiefen Kegels mit kreisförm. 
Grundfläche. Die Oberfläche eines dreiaxigen Ellipsoids. Das Potential eines homog. 
Ellipsoids u. einer homog. Ellipse. Bestimm. d. Intervalls f. d. Wert d. Integrals 
1 
f d c . y . . . B T 
| VR (à) u. Transformat. d. ellipt. Differentials in die Legendre-Jacobische Normalform. 
Integrat. d. ellipt. Differentialgleich. Die Theilung d. Lemniscate u. d. complexe 
Multiplicat. d. ellipt. Functionen. Das sphärische u. das ebene Pendel. Die Bewegung 
eines starren Körpers um einen festen Punkt. Bestimm. d. geodät. Linien auf einem 
Rotationsellipsoide. Anm. 


Felix Meiner. 
Leipzig 1914. 


BoLzano, BERNARD, Werke. Mit Unterstützung d. Gesellschaft für Förderung 
deutscher Wissenschaft, Kunst u. Literatur in Böhmen u. der Kant-Gesell- 
schaft. Unter Mitwirk. von Mitgliedern d. Philosophischen Gesellschaft an d. 
Universität Wien hrsg. von ALoıs Hörter. I. Wissenschaftslehre, in 4 Bden. 
Bd. 1: Dr. B. Bolzanos Wissenschaftslehre. Versuch einer ansführlichen und 
grössten Theils neuen Darstellung der Logik mit steter Rücksicht auf deren 
bisherige Bearbeiter. Hrsg. von mehreren seiner Freunde. Mit einer Vorrede 
des Dr. J. Cu. A. HEINROTH. Erster Band. Sulzbach, 1837. — XVI + 571 pp. 
8. M. 12: — geh.; M. 14 — geb. 


Lewy, HzriNRICH, Über die apriorischen Elemente der Erkenntnis. T. 1: Die 
Stufen der reinen Anschauung. Erkenntnistheoretische Untersuchungen üb. 
den Raum und die geometrischen Gestalten, — IX + 204 pp. 8. M. 6:—. 
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Einleit. — Vorbereit. Betrachtungen. Stufen d. empirischen Anschauung.  Ein- 
leit. Untersuchungen üb. d. Stufen d. reinen Anschauung, insbes. üb. d. erste Stufe. 
Die reinen Gestalten (zweit. Stufe d. rein. Anschauung). Ihre Unbegreiflichkeit auf d. 
Standpunkt d. Rezeptivität. Die Begriffe d. rein. Gestalten. Der Relationscharakter d, 
geom. Begriffe, dargelegt an einf. Beispielen aus d. Geometrie. Zum Problem d. Sub- 
strats d. geom. Relationen. Bemerk. üb. d. Punkt. Das Problem d. anschaulichen 
Moments d. geom. Relationen. Der Begriff d. rein. Anschauung u. d. Problem d. rein. 
Raums. Folgerungen u. neue Probl. f. d. zweit. Stufe d. rein. Anschauung. Die ontische 
Funkt. d. rein. Raums u. d. geom. Relationen. Die konkrete Fig. Schlussbemerk. 


P. Noordhoff. 
Groningen 1912— 1915. 


Saar, J. pu, Rente-, Annuiteiten- en Sterftetafels. Mit toelichting. — 95 pp. 8. 
F1: —. 


STIELTJES, THOMAS JAN, Oeuvres complètes. Publ. par les soins de la Société 
mathémat. d'Amsterdam. T. 1. — VII +471 pp. 4 Fl. 14: —. 


De la représentat. approx. d'une fonct. par une autre. Remarques sur l'intégrale 
1 


{ive P (&+w)du. Notiz üb. ein. element. Algorithmus. À propos de la form. d’inter- 


ol de Lagrange. Quelq. remarques à propos d. dérivées d'une fonct. d'une seule 
variable. A propos de quelq. théorémes concern. les séries infinies. De la transformat. 
de la fonct. périod.... Sur un algorithme de la moyenne géom. Le nombre 2 comme 
résidu quadrat. Contribut. à la théorie d. résidus cub. et biquadrat. Sur un théorème 
de M. Tisserand. Preuve du théorème, d’après lequel une fonct. ent. et rat. s'annule 
pour cert. valeurs réelles ou complexes de la variable. Quelq. considérat. sur la fonct. 
rat. ent. d'une variable complexe. Möglichkeit od. Unmöglichk. einer Pothenotischen 
Bestimm. Sur la théorie d. résidus biquadrat. Sur le nombre d. diviseurs d'un nombre 
ent. Sur l'évaluation approchée d. intégrales. Sur quelq. théor. arithmét. Sur la dé- 
composit. d'un nombre en cinq carrés. Sur un théorème de Liouville. S. le nombre 
de décomposit. d'un entier en cinq carrés. S. la décomposit. quadrat. de nombres prem. 
de la forme 3% +1. Note s. le déplacement d'un syst. invar. dont un point est fixe. 
S. quelq. applicat. arithmét. de la théorie d. fonctions ellipt. S. le caract. du nombre 
2 comme résidu ou non résidu quadrat. Quelq. remarques s. l'intégrat. d'une équat. diff. 
Note s. le probléme du plus court crépuscule. Quelq. recherches s. la théorie d. qua- 
dratures dites mécan. S. un développement en fract. continue. Note s. la densité de la 
terre. Quelq. remarques s. la variat. de la densité dans l'intérieur de la terre. Note 
s. quelq. formules pour l'évaluat. de cert. intégrales. S. une généralisat. de la théorie 
d. quadrat. mécaniques. Note à l’occasion de la réclamat. de M. Markoff. Un théorème 
d’algebre. 5S. cert. polynómes qui vérifient une équat. diff. lin. du sec. ordre et s. la 
théorie d. fonct. de Lamé. Sur quelq. théorèmes d'algébre. S. les polynómes de Jacobi. 
S. une généralisat. de la série de Lagrange. Sur l'intégrale... S. une fonct. uniforme. 
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S. une loi asymptot. dans la théorie d. nombres. S. quelq. formules qui se rapportent 
à la théorie d. fonct. ellipt. S. quelq. intégrales définies. 


WIJDENES, P., Vraagstukken over hoogere algebra en rekenkunde. — 175 pp. 8. 
F. 2: 50. 

Permutaties en combinaties. Machten van een Polynom. Determinanten. Lin. 
vergelijkingen. Complexe getallen. Het begrip functie. Max. en minima. Vergelijkingen- 
Oplossing v. hoogere machtsvergelijk. Splitsing in gebrokens. Rekenkundige reeksen 
v. hoog. orde.  Limieten.  Afgeleiden. Oneindig voortloop. reeksen. Wederkeerige 
reeksen. Kettingbreuken m. toepassingen. Binomium. Exponent. en logarith. functies. 
Transcend. funct. m. complexe variable. Sym. functies. Eliminatiemethoden. Algem. 
herhaling v. de hoog. algebra. Rekenkunde. Gemengde opgaven ov. Rekenkunde, Form. 
en tafels. 


WijDENES, P., Antwoorden op de Vraagstukken over hoogere algebra. — 32 pp. 
8. F. 0: 50. 


WIJDENES, P., DE LANGE, D., Rekenboek voor de Hoogere Burgerschool. 1 & 2. 
5:e Druk. — 1314-143 pp. 8. F. 1:90. 
Inleid. Optelling. Aftrekking. Vermenigvuldiging en Ged. Producten. Machten, 
G. G. D., K. G. V. Deeling. Kenmerk. v. Deelbaarh.; G. G. D. door deeling. Ver- 
houdingen.  Evenredighed. Vraagstuk.  Cijferoefeningen.  Aanteekening.  Talstelsels. 
Breuken. Tijdrek.  Thermometerschalen.  Rijkspostspaarb. Muntstelsel. Romeinsche 
cijfers. Metriekstelsel. Post en telegraaf. — Vierkantsworteltrekking. Benad. waarden. 
Rekenkund. reeksen. Meetkund. reeksen. Samengest. intrest. Afhankelijkheid v. 
grootheden. Vraagstukken. Aanteekeningen. 
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SCHMEHL, Cun, Rechenbuch für höhere Lehranstalten. T. 1: Das Rechnen mit 
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+ 236 pp. 8. T. 2: Die bürgerlichen Rechnungsarten. Mit einem Anhang: 
Aufgaben zur Kranken-, Unfall- und Invalidenversicherung. Berechnung 
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rigen Doktorjubiläum am 6. August 1914 gewidmet von Freunden und 
Schülern. Mit dem Bildnis von H. A. Schwarz u. 53 Fig. im Text. — 
— VIII + 451 pp. 8. M. 24: — geh. 


Widmung. — Borza, Oskar, Über Variationsprobleme mit Ungleichungen als Neben- 
bedingungen. ÜARATHEoDORY, C., Elementarer Beweis f. d. Fundamentalsatz d. konf. 
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Üb. diejen. analyt. Funktionen eines Argum., welche ein algebr. Additionstheorem be- 
sitzen, u. die endl.-vieldeutig umkehrbar. Abelschen Integrale. Korn, A., Zwei Anwen- 
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FORCHHEIMER, PHıLıpp, Hydraulik. — X + 566 pp. 8. M. 18: — geh.; M. 19: — geb. 
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Einleit. Zusammenstellung von Sätzen üb. analyt. Funktionen. — Die ellipt. Inte- 
grale u. ihre zur ersten Stufe gehörend. Normalgestalten. Das ellipt. Integral erst. 
Gattung erst. Stufe u. die durch dasselbe vermitt. Abbildungen. Die ellipt. Funktionen 
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Eulerschen Gleich. nebst weit. Ausführungen zur Kinetik d. Kreisels. — Die allgem. 
Beweg. des schweren sym. Kreisels. Einführ. der ellipt. Integrale. Ub. besond. Be- 
wegungsformen des schwer. sym. Kreisels, namentl. üb. die pseudoreguläre Präcession 
sowie üb. die Stabilität d. Bewegungen. Darstellung d. Kreiselbeweg. durch ellipt. Funkt. 
— Die stör. Einflüsse. Astronom. u. geophysik. Anwend.: Der auf d. Horizontalebene 
spiel. Kreisel. Theorie u. Wirklichkeit. Einfluss d. Reibung, d. Luftwiderstandes, d. 
Elasticität von Material u. Unterlage auf die Kreiselbeweg. — Astron. Anwend. Geophysik. 
Anwendungen. — Die technischen Anwend. d. Kreiseltheorie. 


Krüger, L., Transformation der Koordinaten bei der konformen Doppelprojektion 
des Erdellipsoids auf die Kugel und die Ebene. (Veröffentlichung d. Kgl. 
Preuss. Geodät. Institutes, N. F., N:o 60.) Mit 3 Fig. — 43 pp. 4. M.3: — geh. 


Einleit. Transformat. d. Koordinaten bei transvers. Mercatorprojektion d. Kugel. 
Transformat. eines ebenen Koordinatensystems d. konf. Doppelprojektion in ein anderes. 
Transformat. d. rechtwinkl. ebenen Koordinaten d. konf. Doppelprojektion in rechtwinkl. 
sphäriod. Koordinaten. Transformat. in rechtwinkl. Koordinaten d. Gauss'schen konf. 
direkt. Abbildung d. Erdellipsoids in d. Ebene. 


LANGE, Max, Das Schachspiel und seine strategischen Prinzipien. 2. Aufl. Mit 
d. Bildn. E. Laskers und P. Morphys etc. (Aus Natur u. Geisteswelt. Bd. 
281.) — 108 pp. 8. M. 1:25 geb. 
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Einleit. Die Regeln d. Schachspiels. Die prakt. Partie. Strategie u. Prinzipien 
d. Spiels. Das Endspiel. Namen- u. Sachreg. 


LEMAN, ALFRED, Vom periodischen Dezimalbruch zur Zahlentheorie. Mit ein. Bildn. 
von P. Fermat. (Mathematische Bibliothek, hrsg. von W. Lietzmann u. A. 
Witting. 19.) — 59 pp. 8. M. 0:80 kart. 


Lenz, K., Die Rechenmaschinen und das Maschinenrechnen. (Aus Natur u. 
Geisteswelt. Bd. 490.) — VI + 114 pp. 8. M. 1:25. 


Die Rechenvorrichtungen für die Addition u. Subtraktion, f. d. Multiplikat. u. Di- 
vision. — Geschichtliches üb. Rechenmaschinen. Die Hauptbestandteile u. d. Einteil. d. 
Rechenmaschinen. Die Addiermaschin. ohne Antriebhebel. Die : Addiermaschin. mit 
Antriebhebel. Die Sprossenradmaschin (Odhner-Masch.). Die Staffelwalzenmaschin. 
(Thomas-Masch.). Die Mercedes-Euklid-Masch. Die nach d. Multiplikationsprinzip arbeit. 
techenmaschinen u. vergleich. Übersicht üb. alle Rechenmasch. Die Schreibrechen- 
maschin. Die logarithm. Rechenvorrichtungen. 


Lorentz, H. A., Les théories statistiques en thermodynamique. Conférences faites 
au Collège de France en november 1912. Rédigées en 1913 par L. DuNOYER. 
— 120 pp. 8. M.5:80 geh. 

La notion de probabilité. Formule de Boltzmann. Definit. de la probabilité. Ex. 
d'un gaz parfait monoatomique. Sur »l'insensibilité» de la form. de Boltzmann. Appli- 
cat. de la form. à un corps quelconque. — Molécules à dimensions finies. L’entropie 
calculée de diff. manières. Gaz parfait au repos. Gaz parf. en mouvement. Tendance 
vers l’état le plus probable. Deux définit. de la probabilité. Ensembles canoniques et 
microcanoniques. Fluctuations en densité. Emission d. particules 4. Fluct. en énergie. 
Eparpillement de la lumière. Opalescence critique. Mouvement d'un grain suspendu. 
Mouvem. brownien généralisé. Mouvem. brown. dans un gaz raréfié. Théorie statist. 
du rayonnement. Energie d'un vibrateur linéaire. Energie d'un vibrat. quelc. Chaleur 
spécif. Difficult. dans la théorie de l'absorption. Fluctuat. dans le rayonnement noir. 
Hypothese d. quanta d'énergie. Conclusion. Notes. 


NÄBAUER, MARTIN, Grundzüge der Geodäsie. (Handbuch d. angew. Mathematik, 
hrsg. von H. E. Timerding. III.) Mit 277 Abbild. — XIV + 420 pp. 8. 
M. 9: — geh.; M. 9: 60 geb. 


Ausgleichungsrechn. nach d. Methode d. kleinst. Quadrate: Elemente d. Fehler- 
theorie. Ausgleich. vermittelnder Beobachtungen. Ausgleich. bedingter Beobacht. — 
Niedere Geodäsie: Einleit. Geodät. Masseinheiten. Elemente d. Instrumentenkunde. 
Aufnahmearbeiten. Verarbeit. d. Aufnahmen. Absteckungsarb. — Höh. Geodäsie: Einl. 
Die Kugel als Projektionsfläche. Aufgab. d. Landesvermessung. Die Erde als Rotations- 
ellipsoid (Sphäroid). Das Geoid. 


Nerro, Eugen, Algebra. Mit 8 Fig. (Grundlehren der Mathematik für Studierende 
u. Lehrer, 1. Teil. II. Bd.) — XII +232 pp. 8. M. 7:20 geb, 
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Determinanten. Funktionen. Elementareigensch. ganzer Funkt. einer Variablen. 
Gleichungen. Lin. Gleichungen. Resultanten u. Diskriminanten. Die Gleichungen zweit., 
dritt. u. viert. Grades. Wurzelexistenzbeweise. Einwertige u. zweiwert. Funktionen. 
Die Einheitswurzeln. Die Kreisteilungsgleich. Zykl. u. reziproke Gleich. Substitutionen- 
gruppen. Funktionengattungen. Die Auflösbarkeit algebr. Gleichungen. Transformation. 
Invarianten u. Kovarianten. Quadrat. Formen. Der Sturmsche Satz. 


ROHRBERG, A., Der mathematische Unterricht in Dänemark. Berichte u. Mit- 
teilungen, veranlasst durch die internat. mathemat. Unterrichtskommission. 
2. Folge: 1. (Beihefte zur Zeitschrift für math. u. naturwiss. Unterricht, 
hrsg. von W. Lietzmann u. E. Grimsehl. 2.) — VI + 69 pp. 8. M. 2: 40 geh. 


Die Organisat. d. dän. höh. Schule. Der Rechenunterricht. Der Arithmetikunter- 
richt. Der geom. Unterricht. Der Algebraunterricht. Die Infinitesimalrechn. Die Aus- 
bild. d. Lehrer f. hóh. Schulen. Die Ausbild. d. Elementarlehrer. Die math. Ausbild. 
d. Ingenieure. 


Runge, C. Graphische Methoden. Mit 94 Fig. (Sammlung math.-phys. Lehr- 
bücher hrsg. von E. Jahnke. 18.) — 142 pp. 8. M.4:40geh.; M. 5: — geb. 


Graphisches Rechnen. Graph. Darstellung d. Funktionen einer od. mehrer unabhäng. 
Veränderlichen. Die graph. Methoden d. Differential- u. Integralrechnung. 


SALMON, GEORGE, Analytische Geometrie der Kegelschnitte. Nach der freien 
Bearb. von WILHELM FIEDLER neu hrsg. von FRIEDRICH DINGELDEY. 8. Aufl. 
Teil I. — XXX + 452 pp. 8. M. 12: — geb. 


Der Koordinatenbegriff u. der Punkt. Der Gleichungsbegriff n. d. Gerade. Auf- 
gaben üb. Geraden u. Geradenpaare. Symbol. Gleichungen u. duale homogene Koordi- 
naten. Von d. Projektivität u. d. kollinearen Gebilden. Der Kreis. Syst. v. Kreisen. 
Haupteigenschaften d. Kurven zweit. Grades. Die Mittelpunktseigenschaften v. Ellipse 
u. Hyperbel. Die Fokaleigenschaften v. Ellipse u. Hyperbel. Die Parabel. Besond. 
Beziehungen zweier Kegelschnitte. Die Methode d. Unendlichkleinen, 


SCHELL, WILHELM, Allgemeine Theorie der Kurven doppelter Krümmung. 3. Aufl. 
neu bearb. von ERICH SaLkowskı. — XI+196pp. 8. M.8:— geh. 


Einleit. Das Hauptdreikant einer Raumkurve. Krümmung. Sphär. Abbild. Tan- 
gentenfläche u. Filarevolventen. Die Polarfläche u. d. Evoluten. Schmiegungskugel u. 
Schmiegungskegel. Die reflektizier. Fläche. Windschiefe Flächen. Die Fläche d. 
Hauptnormalen. Die Fläche d. Binormalen. Besond. Raumkurven. Die Schmiegungshelix 
u. d. kon. Schmiegungsloxodrome. Geometrie d. 3eweg. d. Kurven doppelt. Krümmung, 
Die zyklifizier. Flächen. Kurvenpaare. Die Evolutoiden. Parallele Raumkurven. Mehr- 
fache Evoluten. Weit. Sätze u. Aufgaben. 
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Die Kultur der Gegenwart. T. III. Abt. 3:1: Physik, unter Redaktion von E. 
WarBURG. Mit 106 Fig. VIII + 762 pp. 8. M. 22:— geh.; M. 24: — geb. 
(in Halbfranz M. 26: —). 


Mechanik: Die Mechanik im Rahmen d. allgem. Physik, von E. Wircnerr. Akustik: 
Histor. Entwicklung u. kultur. Beziehungen von F. Aversacu. Wärmelehre: Thermo- 
metrie, von E. Wargurs. Kalorimetrie, von L. Horsomw. Entwickl. d. Thermodynamik, 
von F. Hexsıng. Mechanische u. therm. Eigenschaften d. Materie in d. drei Aggregat- 
zuständen, von L. Horzorn. Umwandlungspunkte, Erschein. bei koexistier. Phasen, von 
L. HorrogpN. Wärmeleitung, von W. JAEGER. Wärmestrahlung, von H. Rusens. Theorie 
d. Wärmestrahl., von W. Wien. Experiment. Atomistik, von E. Dorx. Theoret. Ato- 
mistik, von A. EiNsrEIN. — Elektrizitàtslehre: Entwickl. d. Elektrizitätslehre bis zum Siege 
d. Faraday’schen Anschauungen, von F. RıcHarz. Die Entdeckungen v. Maxwell u. 
Hertz, von E. Lecuer. Die Maxwell’sche Theorie u. d. Elektronentheorie, von H. A. 
Lorentz. Ältere u. neuere Methoden d. Magnetismus, von R. Gans. Die Energie degradier. 
Vorgänge im elektromagnet. Feld, von E. Gumucx. Die drahtlose Telegraphie, von F. 
Braun. Schwingungen gekoppelter Systeme, von M. Wırn. Das elektr. Leitungsver- 
mögen, von H. Srarke. Die Kathodenstrahlen, von W. Kaurmanx. Die posit. Strahlen, 
von E. GEHRCKE u. QO. REICHENHEIM. Die Róntgenstrablen, von W. Kaurmann. Ent- 
deckungsgeschichte u. Grundtatsachen d. Radioaktivität, von J. Erster u. H. GEITEL. 
Radioakt. Strahlungen u. Umwandl., von Sr. Meyer u. E. v. ScHWEIDLER. Lehre vom 
Licht: Entwickl. d. Wellenlehre d. Lichtes, von ©. WIENER. Neuere Fortschritte d. 
geom. Optik, von O. Lummer. Spektralanalyse, von F. Exner. Struktur d. Spektral- 
linien, von E. GEHRCKE. Magnetooptik, von P. Zeeman. Allg. Gesetze u. Gesichtspunkte: 
Verhältnis d. Präzisionsmässungen zu d. allgem. Zielen d. Physik, von E. Warsure. Die 
Erhalt. d. Energie u. d. Vermehrung d. Entropie, von F. Hasexöurr. Das Princip d. 
kleinst. Wirkung, von M. Praxcx. Die Relativitätstheorie, von A. ErNsrEIN. Phänome- 
nolog. u. atom. Betrachtungsweise, von W. Vorer. Verhältnis d. Theorien zueinander, 
von M. Prawck. 


WEBER, HEINRICH, und WELLSTEIN, JOSEF, Enzyklopädie der Elementar-Mathe- 
matik. In drei Bänden. 2. Band: Elemente der Geometrie, bearb. von 
HEINRICH WEBER, JOSEF WELLSTEIN und WALTHER JACOBSTAHL. 3. Aufl. 
Mit 237 Fig. — XIV +594 pp. 8. M. 12:— geb. 

Grundlag. d. Geometrie: Kritik d. Grundbegriffe. Die natürl. Geom. als eine d. 
unendl. vielen Erscheinungsformen einer rein begriffl. Geometrie (Metageometri). Grund- 


leg. d. projekt. Geometrie. Planimetrie. — Ebene Trigonometrie u. Polygonometrie. 
Sphärik u. sphär. Trigonometrie. — Analyt. Geom. d. Ebene. Punkte, Ebenen u. Gerade 


im Raume. Rauminhalt u. Flächeninh. Drehungsgruppen u. regul. Körper. 


Worrr, GEORG, Der mathematische Unterricht der höheren Knabenschulen Eng- 
lands. Berichte u. Mitteilungen veranlasst durch die internat. math. Unterrichts- 
kommission. 2. Folge: 11. (Beihefte zur Zeitschrift für math. u. naturwiss. 
Unterricht hrsg. von W. Lietzmann u. E. Grimsehl. 3.) — V + 207 pp. 8. 
M. 5: — geh. 
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Allgem. üb. das System d. engl. höh. Schulen. Geschichtl. Entwickl. des math. 
Unterrichts in England. Der heut. mathemat. Unterricht in England. Schlusswort. Prü- 


fungsaufe. 
L. v. Vangerow. 
Bremerhaven & Leipzig 1914. 
Lisa, W., Einleitung in die geometrische Funktionentheorie. 2. Aufl. — 87 pp. 


8. M. 2: — geh.; M. 2: 50 geb. 


Die Grundlagen. Komplexe Differentiale u. Integrale. Anh.: Harmon. Funkt. 


Liska, W., Lehrbuch der Astronomie und der mathematischen Geographie. 2. T.: 
Praktische u. theoretische Astronomie nebst der mathematischen Geographie. 
Für das Selbststudium u. z. Gebrauche an Lehranstalten. — VIII + 164 pp. 
8. M. 5: — geh.; M. 6: — geb. 
Astronom. Messungen. Die geographischen Ortsbestimmungen. Die Bahnbestim- 
mung. Die astronom. Phänomenologie. Die Kartographie. Die Geometrie d. Erd- 
gestalt. Tafeln. 


Friedr. Vieweg & Sohn, 


Braunschweig 1915 — 1914. 


BERLINER, H., Involutionssysteme in der Ebene des Dreiecks. — XII + 212 pp. 
8. M. 8:— geh. 


Vorw. Verzeichn. d. Konstruktionsaufgaben. Einleit. — Vom Dreieck erzeugte In- 
volutionen. Der Prozess d. Repräzentantenbild. Ub. eine neue, spezielle Erzeugungsart 
d. Kurven dritt. Ordnung m. isoliert. Doppelpunkt bezw. dritt. Klasse m. isoliert. 
Doppeltangente. 


Bauer, WILHELM, und HANXLEDEN, EnicH v., Lehrbuch der Mathematik für 
Realanstalten. 
1. Unterstufe der Planimetrie nebst Stereometrie u. Trigonometrie. Mit 
336 Fig. — VIII 252 pp. 8. 


Einführ. in d. Planimetrie. Kreis u. Winkel. Seit. u. Winkel eines Dreiecks. 
Symmetrie. Kongruenz. Geom. Örter u. Konstruktionen. Das Viereck. Der Kreis. 
Flächengleichheit geradlin. Fig. Flächenberechn. geradlin. Fig. Die regelmäss. Vielecke, 
sowie d. Umfang u. d. Flächeninhalt d. Kreises. Proportionalität. Ähnl. Fig. Mass- 
beziehungen. Anw. d. Algebra auf d. Geometrie. — Anleit. z. Perspekt. Zeichnen. 
Geraden u. Ebenen im Raum. Prisma u. Zylinder. Pyramide u. Kegel. Die Kugel. 
— Die trigon. Funkt. Die Berechn. rechtwinkl. u. gleichschenkl. Dreiecke. Die trig. 
Funkt. belieb. Winkel. Die Berechnung schiefwinkl. Dreiecke. 


2. Oberstufe der Geometrie. Mit 187 Fig. — X + 286 pp. 8. 


Die Transversalen eines Dreiecks. Harmon. Punkte u. harm. Strahlen. Die Potenz- 
lin. Ähnlichkeitspunkte u. Ähnlichkeitsachseln. Pol u. Polare. — Goniometrie. Drei- 
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ecksaufgab. Schwierigere Vierecksaufgab. — Geraden u. Ebenen im Raum. Neigungs- 
winkel. Prisma u. Zylinder, Pyramide u. Kegel. Die Kugel. Die Vielflache. — Die 
Ecke. Sphär. Trigonometrie. Aufgab. aus d. math. Geographie. Aufgab. aus d. Astro- 
nomie. — Analyt. Geom. d. Ebene: Punkt u. Gerade. Der Kreis. Die Parabel. Die 
Ellipse. Die Hyperbel. Pol. u. Polare. Strahlenbüchsel u. Potenzlinie. — Transformat. 


d. Koordinatensystems; Polarkoordinaten. Geom. Örter. Diskuss. d. allgem. Gleichung 
2. Grades. 


3. Unterstufe d. Arithmetik. Mit 48 Fig. — X + 271-pp. 8. 


Best. u. allgem. Zahlen. Zahlenausdrücke. Auswert. v. Buchstabenausdrücken. 
Einführ. in d. Arithmetik. Multiplikat. Division. Eingekleid. Gleich. Verhältnisse 
u. Proport. Gleich. erst. Grades m. mehr. Unbek. Graphische Darstellung. Graph. 
Lösung d. Gleich. 1. Grades. Die Lehre v. d. Potenzen. Die Lehre v. d. Wurzeln. 
Quadrat. Gleich. Die Lehre v. d. Logarithmen. 


4. Oberstufe der Arithmetik. Mit 29 Fig. — VIII + 208 pp. 8. 


Gleich. höh. Grades, die sich auf quadrat. zurückführen lassen. Exponentialgleich. 
Gleich. 2. Grades mit zwei Unbek. Eingekleid. Gleich. Graph. Auflös. d. quadrat. 
Gleich. mit zwei Unbek. Die Reihen. Zinseszins- u. Rentenrechn. Versicherungsmath. 
Imag. u. komplexe Zahlen. Kombinatorik u. Wahrscheinlichkeitsrechn. Anw. d. Kom- 
binatorik. Gleich. 3. Grades. Max. u. Minima. Ganze rat. Funkt. Num. Gleich. Unendl. 
Reihen. Wiederhol. Aufbau d. arithmet. Lehrganges. 


5. Differential. und Integralrechnung nebst den Grundzügen d. syn- 
thetischen u. darstellenden Geometrie. Mit 173 Fig. — X + 216 pp. 8. 


Stetigkeit u. Grenzwerte v. Funkt. Begriff d. Differentialquotienten. Die Differen- 
tialformeln. Differenzierung alg. Funkt. Differenzierung d. transzend. Funkt. Differen- 
tialquot. hóh. Ordn. Anw. d. Differentialrechn. Die unendl. Reihen. Berechn. unbest. 
Ausdrücke. Anw. d. Differentialrechn. auf d. Mechanik. Anw. d. Diff.-rechn. auf d. 
analyt. Geometrie. — Der Integralbegriff. Die Integrationsformeln.  Berechn. v. Inte- 
gralen durch Substitution u. part. Integration. Integrat. d. alg. rat. Funkt. Integrat. 
v. irrat. u. transzend. Funkt. Best. Integrale. Anw. d. best. Integrals auf d. Berechn. 
v. Flächen u. Bogen. Anw. d. best. Integrals auf d. Berechn. d. Inhaltes u. d. Ober- 
fläche v. Umdrehungskórpern. Anw. d. Integralrechn. auf d. Physik. Anw. d. Integral- 
rechn. auf besond. Probleme d. Mechanik. — Die Kegelschnitte als geom. Örter. Der 
Kegelschnitt als Bild eines Kreises. Der Kegelschnitt als Schnittkurve eines Kreiskegels. 
— Punkt, Gerade, Ebene in Normalprojekt. Einf. Körper in Normalprojekt. Ebene 
Schnitte durch Körper. 


Runge, C., Erläuterung des Rechnungsformulars zur Zerlegung einer empirisch 
gegebenen periodischen Funktion in Sinuswellen. — 13 pp. 8. 


SCHACHENMEIER, RICHARD, Zur mathematischen Theorie der Beugung an Schirmen 
von beliebiger Form. — 91 pp. 8. 
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Einleit. Lösung d. Problems in den Hauptzügen. Mathemat. Hilfsmittel u. Er- 
gànzungen zum I. Teil. 


VALENTINER, SIEGFRIED, Die Grundlagen der Quantentheorie in elementarer Dar- 
stellung. Mit 8 Fig. (Samml. Vieweg. Tagesfragen aus d. Gebieten d. Natur- 
wissenschaften u. d. Technik. 15.) — 67 pp. 8. M. 2: 60. 


Historisches. Der Weg zum Planck’schen Strahlungsgesetz. Prüfung d. Gesetzes 
an d. Erfahrung. Energieaustausch zwischen Oszillatoren u. Hohlraumstrahlung. Die 
Hypothese v. Wirkungsquantum bei nicht period. Vorgängen. 


VALENTINER, SIEGFRIED, Anwendungen der Quantenhypothese in der kinetischen 
Theorie der festen Körper u. der Gase. (Samml. Vieweg. Tagesfragen aus 
d. Gebieten d. Naturwissenschaften u. d. Technik. 16.) Mit 4 Fig. — 72 pp. 
8. M. 2: 60. 


Einleit. Die Atomvärme fester Körper. Zusammenstellung d. Formeln f. d. Atom- 
wärmen u. ihrer Gültigkeitsgrenzen. Zustandsgleichung d. festen Körpers. Die Energie- 
quantenhypothese in d. kinet. Theorie d. Gase. 


Wirre, Hans, Raum und Zeit im Lichte der neueren Physik. Eine allgemein- 
verständliche Entwicklung des raumzeitlichen Relativitätsgedanken bis zum 
Relativitätsprinzip. Mit 17 Fig. (Samml. Vieweg. Tagesfragen aus d. Ge- 
bieten d. Naturwissenschaften u. d. Technik. 17.) — 84 pp. 8. M. 2: 80. 


Einleit. Vorläufiger Umriss. Absoluter Raum u. absolute Zeit I. Lagenrelati- 
vität. Absolut. Raum u. absolut. Zeit II. Das Relativitätsprinzip d. ält. Mechanik. 
Absolut. Raum u. absolut. Zeit III: Abs. Raum u. Weltäther. Erste Untersuchungs- 
reihe üb. d. Äther. Zweite Untersuchungsreihe üb. d. Äther. Der Michelson-Versuch. 
Das neue Relativitätsprinzip: Grundleg. Prinz. d. konstanten Lichtgeschwindigkeit. Die 
Relativierungen v. d. erst. Ordnung. Die Relativierungen v. d. zweit. Ordn. Zusammen- 
fassung. Folgerungen. Schluss. 


Nicola Zanichelli. 
Bologna 1915. 


ExniQuEs, FEDERIGO, Lezioni sulla teoria geometrica delle equazioni e delle fun- 


zioni algebriche. Pubbl. per cura de Oscar Cursint. Vol. 1. — XIV + 
397 pp. 8. 
Prefaz. — Le equazioni f(x)= 0 e i gruppi di punti sulla retta. Interpretazioni 


fondament. dell'equaz. f (zy) — 0: curve e corrispondenze. Nota sul significate dell'espress. 
»in generale» e sui computi di costanti. — Le involuzioni e i gruppi finiti di proietti- 
vita sulla retta. Teoria element. delle curve piane. Nota sulla funzioni algebr. e s. 
rappresentazioni reali dell’immaginario. 
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GIFFORD, E., Natural Sines to every second of arc, and eight places of decimals. 
— 543 pp. 8. 15 sh. (Printed by Abel Heywood & Son, Manchester-1914. 
Sent post free on receipt of postal order by E. Gifford, Oaklands, Chard, 
Somerset, England.) 


From 0° to 90° to 8 decimal places. The sines to 10” cop. from the Opus Pala- 
tinum of Rheticus, publ. in 1596. The sines to 1" interpol. by the Thomas calculat. 
machine from Rheticus’ fig. for 10", each being cop. to 10 places a. obvious mistakes 
corr. so that the differences run in descend. series. The table is arranged like Chambers’ 
log tables. 
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ÜBER DEN ZUSAMMENHANG ZWISCHEN DEM MAXIMALBE- 
TRAGE EINER ANALYTISCHEN FUNKTION UND DEM GROS- 
STEN BETRAGE BEIGEGEBENEM ARGUMENTE DER FUNKTION. 


Von 
A. WIMAN 


in Urrsara. 


Es sei die Bemerkung vorangeschickt, dass, wie wohl aus den folgenden Ent- 
wicklungen hervorgehen wird, die Klarlegung des obigen Zusammenhanges auch 
Licht sowohl über das Theorem des Herrn Prcanp als auch über die Eigenschaf- 
ten der Lösungen von Differentialgleichungen in der Umgebung von Unbestimmt- 
heitspunkten zu werfen vermag. 


SAL 


Bezeichnet A(r) das Maximum des reellen Teiles einer ganzen Funktion und 
M (r) den Maximalbetrag, so hat Herr Bonzr bewiesen,! dass die Ungleichung 


(1) M (r) « [A (7)]' **, 


wo e eine beliebige positive Grösse bedeutet, für eine unendlich wachsende Folge 
von r-Werten erfüllt sein muss. In (r) lässt sich, wie ohne weiteres ersichtlich 
ist, A(r) durch B(r) ersetzen, wenn für das Minimum des reellen Teiles die Be- 
zeichnung — B(r) eingeführt wird. Als erste Aufgabe stellen wir uns hier zu 
zeigen, dass nicht mur (x) eine weit umfassendere Gültigkeit als bloss für ganze 
Funktionen besitzt, sondern auch insbesondere, dass dasselbe sogar für die äusserst 
präzise Ungleichung 


* Man sehe Boren, Sur les zéros des fonctions entières, Acta Math. XX (1897), S. 368. Die 


Frage ist späterhin von anderen Verfassern aufgenommen worden. Man vergleiche etwa VALIRON, 
Sur quelques théorèmes de M. Borel, Bull. de la Soc. Math. de France, XLIT (1914), S. 247. 
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(1) M (r) « A (r) (x +2) 


behauptet werden kann. 

Der Beweis von (1) wurde zunächst durch Benutzung einer von Herrn 
HADAMARD gegebenen Relation zwischen A(r) und dem Betrage m(r) des grös- 
sten Gliedes der Tayror’schen Entwicklung erbracht. Behufs der oben besproche- 
nen Gültigkeitserweiterung wollen wir uns einer ähnlichen Relation bedienen, 
welche freilich in gewissen Fällen etwas weniger scharf ist, aber den Vorteil ge- 
währt, dass durch dieselbe auch Schlüsse über die Stellen auf dem Kreise |z| — 7 
gezogen werden können, für welche die Ungleichung (1) besteht. 

Die Entwickelung 


F (2) =® Cree 


möge, entweder eine ganze Funktion oder eine Funktion mit dem Konvergenz- 
radius r bezeichnen, auf welchen letzteren Fall ja die Tavrom'schen Reihen mit 
endlichem Konvergenzradius reduziert werden können. Es sei für einen gewis- 
sen Wert |z|—7 c,z" das grösste Glied von F(z). Schreibt man c,— |c, | e'/" 
und z=rei?, so nimmt dieses Gleied einen positiven reellen Wert an, falls 


7» + NP =o (mod 2x) 
ist, d. h. für die » Argumente 


y. 2kz 
p=— + — (Koran m): 
n n 


— 
to 
— 


Ebenso ersieht man, dass für die n zwischenliegenden Argumente 


Jn: «(2:46 X) 7t 
2 (po! 
(21) f n 2 n 


das grösste Glied einen negativen reellen Wert bekommt. Bezeichnen etwa z,,2,, 
.£,-1 irgend welche auf dem Kreise |z| —7 in dieser Weise äquidistante Stellen, 
so hat man offenbar den Mittelwertsatz 


Fa) + F(z)t- FG) \ 
N = 


Hieraus folgt, dass die Relation 
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(3) A (2: (Il Dies fr 
v=2 


für mindestens eines von den n Argumenten (2) gelten muss, und ebenso, dass 
sich ein Gleiches für B(r) bezüglich der Argumente (2,) aussagen lässt. «Für den 
Fall einer nicht ganzen Funktion F(z) haben wir in einer früheren Arbeit,! de- 
ren Ergebnisse hier überhaupt eine grundlegende Bedeutung haben, bewiesen, 
dass, falls F(z) auf dem Konvergenzkreise nach der Bezeichnung des Herrn 
HADAMARD die Ordnung c besitzt, d. h. falls 


7 c 
(4) EE ae 


zwischen dem Betrage des grössten Gliedes und dem Maximalbetrage die Un- 
gleichung 


(5) M (r) € [m (r)P+ 


für eine unendliche Folge r —7,,r,:-::r,,"::: mit lim r, — 1 besteht, wobei auch 


n= 
in entsprechender Weise der Index des grössten Gliedes ins Unendliche steigen 
muss. Da man nun auch, wie wir jetzt nachweisen wollen, 


(6) A (r) »m (r) (1—e) 


annehmen darf, so ergibt sich durch Kombination von (5) und (6) die zu be- 
weisende Ungleichung (x). 
Um den fraglichen Beweis zu erbringen, benutzen wir die Resultate von $ 
5 in unserer soeben zitierten Arbeit, indem wir F (z) mit einer Funktion 
ao 
D (z) = N nk zn 
a= 


n=0 


vergleichen. Da wir 


haben, so muss es beliebig grosse Indices n geben, dass, wenn fiir r—r,„ bez. 
r=, das Glied c„2” bez. n*z" in F(z) bez. @(z) den grössten Betrag hat, man 
stets 


* Uber den Zusammenhang zwischen dem Maximalbetrage einer analytischen Funktion und 


dem grössten Gliede der zugehörigen Taylor'schen Reihe, Acta Math. XXXVII (1914), S. 326. 
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| JH k n 
ee a peg (h=1, 2, 3,---) 
[Caen pret h n^ pon 190 
erhält; freilich kann dabei rz, nicht ganz beliebig in dem zugehörigen Intervalle 
gewählte werden. Nun lässt sich o, bestimmen, indem wir n*7” in Bezug auf n 
derivieren, wodurch wir 

k 


n 


On=e 
erhalten. Mit Rücksicht auf eine Entwickelung, deren Glieder bez. dieselben 
absoluten Beträge wie @(z) besitzen, wird jetzt (3) durch 


I [A k D , k 
\ nv n UA 
= 2 \k = k 
(31) A (en) > nk ot — x — 2 (nr n = (") [re Ze) le : 


v=2 v=2 


ersetzt. Man hat aber, wie leicht ersichtlich, 


Le 
ek | < zl E 
= e! e : (2 | (2 


2€ 


und letztere Grösse wird offenbar beliebig klein, falls % genügend gross gewählt 
wird. Durch eine solche Wahl von k kann man also es immer bewirken, dass, 
wie klein auch die positive Grösse « genommen wird, man 


A (ox) > m (0n)(I—€) 


erhält. Hiermit ist aber auch unsere Behauptung bezüglich der Ungleichung (6) 
erwiesen, woraus dann der in diesem $ zu beweisende Satz folgt, d. h. es ist die 
Gültigkeit von (1) auf Funktionen mit endlichem Konvergenzradius erstreckt, wenn 
die Ordnung der bez. Funktion auf dem Konvergenzkreise » ist. 

Wir glauben doch hiermit nicht die äusserste Grenze erhalten zu haben, 
für welche (1) allgemein gilt. Es wäre z. B. denkbar, dass die der obigen Er- 
weiterung zu Grunde liegende Bedingung 


lim loglen| = 


oo 
n-—co log 7L 


sich durch 


lim log le | 
n- OH og n 


> o 


ersetzen liesse. 
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Es ist weiter unbefriedigend, dass wir zwar nachgewiesen haben, dass (1) 
für mindestens ein Argument (2) und, wenn B(r) für A(r) eintritt, ebenfalls für 
ein oder mehrere Argumente (2,) gilt, aber wir sind zu keiner Entscheidung 
darüber gekommen, inwieweit es immer derartige Argumente geben muss, welche 
benachbart auftreten, wofür ja freilich alle Wahrscheinlichkeit spricht. Für die 
Anwendungen wäre aber ein solcher Satz über die Verteilung der fraglichen 
Argumente äusserst wichtig. Hierüber wollen wir auch in einem folgenden $ 
nach einer anderen Methode Aufschluss geben. 


$ 2. 


Über die Grössenordnung von ganzen transzendenten Funktionen mit posi- 
tiven Koeffizienten hat man von mehreren Verfassern Untersuchungen,! welche 
dahinzielen, dass, wenn n den Index des grössten Gliedes bedeutet, unter sehr 
ausgedehnten Voraussetzungen man für dieselbe eine Genauigkeit erhält, bei 
welcher nur von einem gegen ı konvergierenden Faktor abgesehen wird, indem 
man bloss eine Gruppe von Gliedern zu berücksichtigen braucht, deren Anzahl 
in einem für lim» — o beliebig kleines Verhältnis zu n steht. Es wäre gewiss 
keine grössere Schwierigkeit zu überwinden, um Resultate dieser Art auch auf 
nicht ganze Funktionen mit der Ordnung c auf dem Konvergenzkreise auszu- 
dehnen. Wollte man den Satz nicht durchweg für lim» — o» aufstellen, sondern 
nur für eine unendliche Folge von Indices, so hätte man sogar den Beweis ganz 
allgemein sowohl für ganze tranzendente Funktionen als auch für Funktionen 
mit endlichem Konvergenzradius von der bezeichneten Art unter der einzigen 
Voraussetzung führen können, dass die Koeffizienten positiv oder Null sein sol- 
len. Es erscheint uns nicht unwahrscheinlich, dass der Satz, bei welcher es ja 
sich um das Verhältnis der Funktion an der Stelle handelt, wo dieselbe den 
Maximalbetrag hat, ebenso allgemein bei komplexen Koeffizienten gilt. Da es 
aber auf sehr erhebliche Schwierigkeiten zu stossen scheint, um die für den Be- 
weis des letzteren Satzes nötige Abschätzung von Summen komplexer Glieder 
auszuführen, so wollen wir auch hier auf den Beweis für den Spezialfall von 
positiven Koeffizienten verzichten. 

Die Sachlage ist nun auch wiederholt von Herrn Borer dahin charakteri- 
siert worden, dass für die Grössenordnung der Funktion dem grössten Gliede 
eine durchaus entscheidende Bedeutung zukommt, und in unserer schon zitier- 


Es genüge auf die bezügliche zuletzt erschienene uns bekannte Arbeit zu verweisen, 


welche wohl auch die grösste Präzision erzielt hat, nämlich Varıros, Sur le caleul approché 
de certaines fonctions entières, Bull. de la Soc. Math. de France, XLII (1914), S. 252. 
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ten Arbeit glauben wir die Hauptfragen über das Verhältnis zwischen dem Maxi- 
malbetrage und dem Betrage des grössten Gliedes klargelegt zu haben. Von 
diesen Resultaten wollen wir jetzt eine Anwendung machen, indem wir ausein- 
andersetzen, wie an solchen Stellen, wo der Betrag der Funktion dem Betrage 
m(r) des grössten Gliedes mindestens gleich ist, was ja für den Maximalbetrag 
M(r) der Fall ist, man eine Anzahl zentraler Glieder herausnehmen kann, so 
dass die nach beiden Ricbtungen nicht mitgenommenen Gleider keinen wesent- 
lichen Einfluss über die Eigenschaften der Funktion besitzen. Zunächst soll dies 
betreffend den Betrag der Funktion gelten. Dabei nehmen wir bei der Abschät- 
zung der nicht zentralen Glieder die absoluten Beträge einer Majorantfunktion 
und bestimmen die nötigen Voraussetzungen, damit diese Summe « em (r) sei. 
Es ist dann (r—e)m(r) eine untere Grenze für den Betrag des Inbegriffes der 
zentralen Glieder. Eine solche Methode ist freilich nichts weniger als vollkom- 
men. Wenn es aber im nächsten Paragraphen gilt, nochw eiter gehende Schlüsse 
über die Eigenschaften der Funktion zu ziehen, so werden wir auf neue Schwie- 
rigkeiten stossen, welche noch mehr den Funktionenbereich umgrenzen, für 
welchen es uns gelungen ist, den Beweis durchzuführen. Doch ist zu bemerken, 
dass für die ganzen Funktionen die hier besprochenen Probleme ganz leicht er- 
ledigt werden, und dieser Fall ist ja als der überaus wichtigste zu betrachten. 
Zunächst nehmen wir an, dass eine Vergleichsfunktion 


uo 
aq (2) = 24 Yn 2 
n=0 


existiert, für welche man 


0 
ICE qu (1 <a <2) 

On—1 
wählen kann, wo, wie in unserer vorigen Arbeit ausgeführt wird, für | z| — 0, 72" 
das Glied vom gróssten Betrage liefert. Nach S. 320 ebenda ersieht man ohne 
Schwierigkeit, dass es, wenn n hinreichend gross ist, für lim o, — 1 erlaubt ist 


2—u-t 
| ¥n| < e” (€ » 0) 


zu setzen. Man erhält weiter beim Vergleich mit S. 312 unserer zitierten Arbeit 


n—v—1 


) lille n < Il Un x) eels ee 
z=0 


| Yn| On 





SI 





sowie 


1 
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Baer 1 - —aYy-(—) 
(71) Jo +0: z+ 1) €) 


ly | n 
in On z=0 


EN nn) 
(re Fe ae E. ue ee 


wo für 0, wenn n (und v) genügend gross gewählt wird, eine beliebig kleine po- 
sitive Grösse gesetzt werden kann. Will man jetzt für |z| — o, den Betrag der 
Summe der nicht zentralen Glieder, also derjenigen, deren Indices enweder > n + v 
oder <n—vy sind, mit m(o,) vergleichen, so wird offenbar das Verhältnis 


= ee) 
ae ee 
De 2(n +) 


r 


oder mit Bezug darauf, dass man 0 immer kleiner nehmen kann, 
(8) 2 | e 


Behufs der Abschätzung des Integrals (8) zerlegen wir dasselbe in zwei Teilinte- 
grale. Eine partielle Integration ergibt zunächst 


= 1— 0 x2 un 1 -— OS 


[ = x 
2 a ol+a 
(9) | e GENE | ee dx 
n n 


(1—0)n2— 4% 
cen Jen DE ui ems 


^ (2—a)(x— 0) 
Andererseits ist ersichtlich: 


n x? co! 105 _(1—0)r2 


UY) prt Ay 24-1 me ana 
2 x) 2 2 2 
(91) fe WEN ip ee le DT TE le d 


(r—9)r 


Es muss r so genommen werden, dass auch in (9,), was für (9) von selbst er- 
füllt wird, sich für lim n= eine beliebig kleine Grösse ergibt. Am einfach- 
sten geschieht dies, indem wir r=n%?(2>@>«a) setzen. Das Verhältnis des 
von den nieht zentralen Gliedern herrührende Betrages zu m(r) wird dann 


(10) «ext (e > 0). 
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Nach dem allgemeinen Prinzipe, welches im letzten Paragraphen unserer 
mehrmals zitierten Abhandlung begründet wird, können wir jetzt den Satz 
aufstellen: 

Es bezeichne 


AN = Y Cn" 


n=0 


entweder eine ganze transzendente Funktion oder eine Funktion mit dem Konver- 
genzradius ı unter der Bedingung 
(rr) > 0 (7) > 0). 

Es sei e eine beliebig kleine positive Grösse und o «v, «x. Die zentralen Glieder 
sollen in 


A = ec E 


Y ou " ; 
(12) Y cy 2" Dik CS YI D PER 
enthalten sein, wenn m den Index des grössten Gliedes bedeutet. Es gibt dann im- 
mer eine unendliche Folge von Indices m, für welche man als Verhältnis des von 
den nicht zentralen Gliedern herrührenden Betrages zu m(r) eine Grösse erhalten 
kann, welche 

E 2]—0)1—:€ 

(13) Au. 
isl. Für ganze transzendente Fuktionen kann man insbesondere bei beliebigem à > o 
j—1r-—Ó in (13) nehmen. Es ist dann möglich in (12) der Bedingung für » die 


genauere Gestalt 
(14) n—m <v<ntn 


zu geben. 

Durch die Bedingung (rr) werden ja keineswegs sämtliche Funktionen mit 
der Ordnung © auf dem Konvergenzkreise erschöpft. Mit den uns hier zur Ver- 
fügung stehenden Mitteln sehen wir übrigens keine Möglichkeit, den obigen Satz, 
auch bei etwaiger Modifikation desselben, auf sämtliche der in Rede stehenden 
Funktionen zu erweitern. Etwas weiter können wir doch die Frage führen, in- 


dem wir eine Vergleichsfunktion ®(z) heranziehen, für welche z. B. 
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gesetzt werden kann. Die Sache wird dann auf die Abschätzung des Integrals 


oo e 
^ [log (n + 2)]* + 1 


zurückgeführt. Man hat offenbar 


ao 2 ira] 1 oo 1 
5 == LL teen! — ‚Dog(n+z)j% +1 — = (log n)* 
(9) | eub eos dx < | On da < | (n. + x) gin = 
n n n 
= (logn)* +1 
I gllosn 
= - (2m) : 
1 (log n)* — 1 
Andererseits ist für r— dx 
n zt Ed a2 : 2 
= ‚login + zy] +! == ; (log ny +1 anV2 
(9 j [^ 2(n+ x) dx < | gan dx = i e —À dy < 
= | 1 = = 
On de (logm).* .* (log m) 2 
ST 
)2 3 p - 
4n - (log n) * ! 4 = = (loen)? +1 
= : e E —— — - n : - 
0 (log n)^*! 0 (log n)**! 


Für die Vergleichsfunktion lässt sich demnach behaupten, dass, wie klein auch 
ö>o gegeben wird, das Verhältnis des von den nicht zentralen Gliedern her- 
rührenden Betrages zu m(r), wenn n genügend gross ist, 


(ro) ne huge (e > 0) 


wird. 

Man erschliesst ohne Schwierigkeit (wobei man etwa ähnliche Relationen 
wie (56) und (57) unserer zitierten Arbeit heranziehen kann), dass die Funktio- 
nen F(z), für welche sich mit Hilfe der zuletzt betrachteten Vergleichsfunktion 
ein ähnlicher Satz wie der früher in diesem Paragraphen hergeleitete Hauptsatz 
aufstellen lässt, durch die Eigenschaft 


(11) lim log] en| P9 (52 0) 


n=0(log n)?* " 
charakterisiert werden. Funktionen mit unendlicher Ordnung auf dem Konver- 
genzkreise erhält man aber jedenfalls noch, falls in (11) der Exponent 2 +7 auf 
1 + » erniedrigt wird. 
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$ 3. 


Es besteht, wie leicht ersichtlich, die Identität 
(15) F ze ^ | - ero Sr Die» aet jenem] 


Bei den Anwendungen, welche wir hiervon machen wollen, ist es vorteilhaft, für 
n den Index des grössten Gliedes zu nehmen. Eine wichtige Frage gilt insbe- 
sondere das Verhültnis des Betrages von 


o , AY 
(16) F (2,3) = dle n ==) Cn p S 209 


v=—n 


zu |F(z)|, wenn die reelle Grösse 4 unter gewissen Schranken bleibt. Ist näm- 
lich dieses Verhältnis sehr klein, so bleibt ja der Betrag von F(z) fast unver- 
ändert, das Argument wächst aber mit einer Grösse, welche sehr wenig von 4 
verschieden ist, d. h. das grösste Glied hat einen bestimmenden Einfluss über die 
Änderungen des Argumentes der Funktion. 

Ist F(z) eine Funktion mit positiven Koeffizienten, für welche die Bedin- 
gung (11) zutrifft, und wird z positiv genommen, so ersieht man aus den Erörte- 
rungen des vorigen Paragraphen, dass solche Fälle für beliebig grosse n eintreten, 
da ja für diejenigen Glieder, welche einen bestimmenden Einfluss auf den Be- 

diay 
trag der Funktion haben, der Faktor l e 1) sehr klein wird. Wie wir be- 
reits angedeutet haben, lässt sich dieselbe Eigenschaft für sämtliche Funktionen 
mit positiven Koeffizienten überhaupt bestätigen, zu denen die Ordnung c auf 
dem Konvergenzkreise gehört. Die Vermutung liegt dann nahe, dass es sich in 
ähnlicher Weise auch bei nicht positiven Koeffizienten in der Umgebung der 
Stellen, wo der Maximalbetrag erreicht wird, verhält, obwohl ein allgemeiner 
Beweis hierfür mit grossen Schwierigkeiten verbunden sein dürfte. Für Funktio- 
nen mit endlicher Ordnung auf dem Konvergenzkreise ersieht man dagegen schon aus 
dem Beispiel F (z)=(1—z)-*, dass ein ähnlicher Satz von vollständiger Schärfe 
nicht existiert. Der Maximalbetrag der Funktion ist ja (r—r)-*; wenn das 
Argument der Funktion um eine Grösse + geändert wird, bekommt der Be- 


k 
trag einen Faktor, der < (cos zl ist und also nieht für limr — 1 beliebig nahe 
an x heranrückt, wobei selbstverstündlich % > r vorausgesetzt wird. 

Wir machen jetzt noch die weitere Zerlegung 


SEI S RET hiny 
(17) F (2,4) — hai DE en es Zh" + > | — - 


ve—ı 
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Für den absoluten Betrag der letzteren Summe bekommt man eine obere Grenze, 
indem man jedes Glied durch seinen Betrag ersetzt und dann auf 


À imr z $2 y 
n x 2n° 


Rücksicht nimmt. Es wird sich dann um die Summe 


2 
(18) > lea 
n? 

handeln, und wir wollen untersuchen, unter welchen Bedingungen das Verhält- 
nis dieser Summe zu m(r) für lima = o verschwindend klein wird. Zu dem 
Ende ist es nötig, die Voraussetzung zu machen, entweder sei F (z) eine ganze 
Funktion oder es gelte anderenfalls die Ungleichung (11). Dann ist es möglich, 
eine Vergleichsfunktion solcher Art zu wählen, dass wir behufs der Abschätzung 
des in Rede stehenden Verhältnisses eine Relation (7) zu Hülfe nehmen dürfen. 
Man ersieht ja hieraus, dass für beliebig grosse n die obere Grenze des fraglichen 
Verhältnisses von keiner höheren Grössenordnung als das Integral 


a 


Bill 
| = e 2n+2)" dy 


wird, wo « irgend eine Zahl zwischen r und 2 bedeutet. Der Hauptteil dieses 
Integrales fällt offenbar zwischen den Grenzen o und n, und wir können eben 
darum dasselbe durch 


ps 2 
LA 


| x OK 8n dx 


ersetzen. Letzteres Integral lässt sich aber durch die Substitution x = 2 2 n"? y in 
oo 


d os 3a 9 
(19) 16y2n?  ]|gy*e-vdy —4V2:n* 
y 1 4 


transformieren. In den Fällen, wo man hier « < ^ setzten darf, was nach unse- 


J 
rer mehrmals zitierten Arbeit jedenfalls fiir 


12 A. Wiman. 


erlaubt ist, bekommen wir mithin in (19) für lim n — eine verschwindend kleine 
Grosse. 

Es wäre zwar möglich, dieses Resultat für nicht ganze Funktionen erheb- 
lich zu verbessern. Da es aber mit unseren Mitteln in den folgenden Entwicke- 
lungen an erschöpfende Resultate fiir nicht ganze Funktionen gar nicht zu den- 
ken ist, so wollen wir uns fortan der. Kürze halber auf ganze Funktionen be- 
schränken. Wir können dann in (19) « — 1 +0 nehmen, wo à nur der Bedingung 


0 < 0 <= unterliegt. Die in (17) auftretende Restsumme von F(z,7) wird dann 


höchstens von der Grössenordnung 


25 Farb 
Am m) rA 
Damit dieselbe von niedrigerer Grössenordnung als m (r) sei, braucht für 4 nur 


die Schranke 
t Ly 35 
|4| € v 


gesetzt zu werden. Es darf sonach |4| mit » unbegrenzt wachsen, doch wird 
1 1 ha à : : BEN eet 
dabei der Winkel © unendlich klein. Wollte man andererseits für |/| eine end- 
n 


liche obere Grenze feststellen, so kónnte bei den folgenden Auseinandersetzungen 


20 


1 
. . e. > Zar 
| F (z)| von niedrigerer Grössenordnung als m (r), wie z. B.n * , angenommen 
werden. 
Wir schreiben jetzt 


Die Anfangsstelle z sei so gewählt, dass À ein Maximum von |#(z)| auf dem 
Kreise |z]—r darstellt. Dagegen braucht R nicht notwendig mit dem Maxi- 
malbetrage M (r) identisch zu sein, sondern wir begnügen uns damit, R>m(r) 


vorauszusetzen. Wir suchen den Betrag von 
(20) Re®* + iA R, eti: 


und finden hierfür 


(21) V R?+ AR? +2ARR,sin(® —@,)- 
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Ad 


Die Entwickelung des Quadrates von Ir lee n ) | fangt nun offenbar mit den Gliedern 
R+22RR; sin(D—®D;) 
an. Da diese Grösse ein Maximum für 4 — o haben soll, so muss 
sin (D — ®,) — o 


sein. Es lässt sich also (21) durch den einfacheren Ausdruck 


(21,) VR? +R: 


ersetzen. Dass in (21,) ein Minimum statt ein Maximum für À — o auftritt, soll 
ini 


nun durch das Hinzutreten der weggelassenen Glieder von alee n | aufgehoben 


werden. Ist der aus den letzteren Gliedern herrührende Betrag 


« à*» R, 
‘ 
so wird 
hin 


(22) aber) ver BR iR. 
Als notwendige Bedingung für das Maximum bei À — o erweist sicht demnach 
(23) R, <V27 R. 


Die obigen Erorterungen haben klargelegt, wie für eine unendliche Folge r,,r,,- 75, >: 


3 ,\ 
+06 


» gegen Null (wie n * ? | konvergiert. Aus (23) ersieht man dann, dass für die 


ne, 


: R : 0-3 
in Rede stehende Folge auch R gegen Null konvergiert, und zwar wien * 4 
Ani 
Betrachtet man jetzt die Zerlegung (15) von Flze "| in zwei Faktoren, so ist 
1 

"NH bs NEN bou Le : i 

für [A|<n? ersichtlich, dass der Betrag sich nur um Faktoren ändern kann, 
die für lim»; — o beliebig wenig von r verschieden sind. Die wesentliche An- 
derung des Argumentes rührt vom ersten Faktor rechts, also e^", her, da in 
dem zweiten Faktor das nicht von À abhängige Glied F(z) von höherer Gróssen- 


hia 
ordnung als das Restglied ist. Die Funktion Rize ay ), wo hier À als reelle Ver- 
änderliche unter den angegebenen Schranken bleibt, wird also mit absoluten Be- 
trägen, deren Verhältnisse zu einander beliebig wenig von x differieren, in regelmäs- 


siger Aufeinanderfolge alle möglichen Argumente annehmen, und zwar so, dass die 
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Anderung des Argumentes der Funktion diejenige des grössten Gliedes begleitet. Bei 
dieser ‘Änderung des Argumentes nimmt selbstverständlich die Funktion auch rein 
reelle oder rein imaginäre, positive oder negative, Werte an. 

Der vorhergehende Satz gilt insbesondere bei einer Stelle z, wo der Maxi- 
malbetrag M (r) erreicht wird. Das Verhältnis zwischen den Geschwindigkeiten, 
mit denen die Argumente der Funktion und des grössten Gliedes in der Umge- 
bung einer solchen Stelle auf dem Kreise |z|—~r oszillieren, ist also für unend- 
lich steigende 7-Werte unendlich wenig von ı verschieden, Will man dem 
Argumente der Funktion die Beschränkung — x < D € x auferlegen, und bezeichnet 
Aw(r) den Maximalbetrag der Funktion für ein bestimmtes Argument D, so bekommt 
man als Verallgemeinerung von (1) 


(II) Ae(r) > M (r) (x — 9. 


Dieser Zusammenhang zwischen den Änderungen des Argumentes der Funk- 
tion und desjenigen ihres grössten Gliedes bietet vielleicht eine Erklärung der 
in unserer vorigen Arbeit hergeleiteten Formel 
7" 


M (r) > My 


fat Tn 


dar, wo r,7,-:75,-- nicht wie in dem bekannten Theoreme des Herrn JENSEN 
die Bedeutung der Beträge der Nullstellen haben, sondern, wie hier, als Beträge, 
bei denen je für die grössten Glieder übereinstimmende Indices auftreten, be- 
trachtet werden können. 


$ 4. 


Aus den obigen Ergebnissen erhält man als erste Anwendung eine bemerkens- 
werte Folgerung über die Eigenschaften der ganzen Funktionen von der speziellen 
Gestalt e 9. Bezeichnen m,(r) und m;(r) den Maximalbetrag bez. Minimalbe- 
trag dieser Funktion, und schreibt man für 4 — o,; Ao(r) — A (r), B(r), so hat 
man offenbar die Ungleichungen 

eA) « m, (r) < eM, 
(24) 


e- Bn > m; (r) > e— M (r). 


Hieraus folgt mit Rücksicht auf die durch (II) ausgedrückte allgemeine Eigen- 
schaft 


(25) Ma (r)-U 8) > m;(r) »qma(r)y-ü* e 
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für eine unendliche Folge von unendlich wachsenden 7-Werten, wo &, eine be- 
liebig kleine positive Grösse bedeutet. Jn (25) liegt aber eine wesentliche Ver- 
schärfung eines berühmten Theoremes des Herrn HADAMARD, dessen Gültigkeit sich 
doch auf sämtliche ganze Funktionen erstreckt, und welches in der Hauptsache 
seinen Ausdruck in der Ungleichung 


à : 
(26) log PERS < [log m, (r)] * * 
findet. 

Es dürfte auch Aufmerksamkeit verdienen, dass die Bereiche, wo [el] von 
der Gróssenordnung des Maximalbetrages bez. Minimalbetrages ist, offenbar alter- 


: 5 ¢ 21 
nieren, so dass, wenn das Argument um eine Grösse y ?ugenommen hat, won den 


Index des grössten Gliedes von F(z) bezeichnet, man wieder aufs neue sich dem 
Mazximalbetrage bez. Minimalbetrage nähert. Eine solche Oszillation kann man 
übrigens leicht bei speziellen Funktionen, wie etwa e^, näher studieren. 

Aus verschiedenen Gründen haben wir die Überzeugung gewonnen, dass das 
obige Theorem des Herrn HADAMARD auch bei dem allgemeinen Fall der ganzen 
Funktionen einer Erweiterung fähig ist, so dass (26) durch 


(26,) mi (r) > [ma (net +5) 


ersetzt werden kann. Doch ist es uns bisher nicht gelungen, den Satz in dieser 
Allgemeinheit zu beweisen. Noch schwieriger dürfte es sein zu entscheiden, für 
welche Klassen von Funktionen mit einem Konvergenzradius 1 die Ungleichung 
(26,) charakteristisch ist. Als ein Beispiel, wo dies nicht der Fall ist, führen 
wir an: 


1 1 
t mE f ere 
wo mi(r) und m,(r) von den bez. Gróssenordnungen e “und e —?* sind, und 
wo für die Koeffizienten die Eigenschaft 


== 0 (e > 0) 


nachgewiesen werden kann. 


pu 
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Für die erste Ableitung haben wir 


= n 2 
'(z) = WN (n+) €n ; Z^ tv»—1 — | Ly n" n+p) __ 
(27) F'(z) — W (n+) ens = Roh a0 lr 


Ist nun z eine Stelle, wo der Maximalbetrag M (r) erreicht wird, so ist nach (23) 
T eine sehr kleine Grösse. Unter den dort zu Grunde liegenden Voraus- 
setzungen kann man also schreiben 


(28) P (2) =" (2) (x. + en) 


wo |z,|— x» beliebig klein wird. Bezeichnet M, (r) den Maximalbetrag von F' (z), 
so folgt aus (28) 


Ganz entsprechende Relationen gelten für die folgenden Ableitungen. Man erhält 


oC 
M. 


(30) rag) ER (m go) (rer) tU EET Jn igo ae 


va_n 


_nn—ı) (n—x+ I) 


or 


[F (2) + x Fi (2)  P(2, z)]. 


Da die Koeffizienten der zentralen Glieder von F,(z,z), denen die eigentliche 


2 


2 = 2 y* : 
Bedeutung bei der Abschützung zukommt, von der Gróssenordnung MILLE sind, 


so ist an einer Stelle der hier gedachten Art nach den Auseinandersetzungen in $ 3 
F, (2, x) 
F (2) 
(29) haben wir sonach auch bei den höheren Ableitungen: 


das Verhältnis zu vernachlässigen. Als Verallgemeinerungen von (28) und 


(28,) FO (2) — "^ F(z) (x + en), 


= 
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(29,) M, (r) > : M (r) (x — »,). 


Für die Gróssenordnungen der Maximalbeträge der Ableitungen geben (29) und 
(29, zunächst nur untere Grenzen. In völlig analoger Weise lassen sich obere 
Grenzen feststellen. Es sei z eine Stelle, wo wir für | '(z)| das Maximum M, (7) 
haben. Sehreiben wir dann 


ac ao 
; Ü bé = Ln. 
F (eg: le pe Y)6n4 92^ * 1, 
v=—n+tl V=—n+1 
so erhalten wir 
N Yn+y z[ x y 
F z)-2^ + LIU ona — u F A ^ ,ghtv—1 E 
(31) (z) 40 Pru N (@) Zn 
V=—n+il = —n+l 
9 
y? 


—— RUM earth 77 RI z) (x + En). 
d n (n p y)!" + fo FG) e) 
vr2—n41 


Man bekommt in der Tat diese letztere Umformung, indem man beachtet, dass 
die in $ 2 ausgeführte Abschätzung über das Verhältnis der nicht zentralen 
Glieder zu m(r) leicht auf die erste Ableitung übergeführt werden kann, wenn 
wir für diese nc„2”-! als grösstes Glied betrachten, da es ja von keiner wesent- 


lichen Bedeutung ist, falls in (8) der Integrand mit einem Faktor I + = multipli- 


ziert wird. Dann lassen sich die zwei in (31) auftretenden Summen in ganz der- 
selben Weise wie die entsprechenden Summen in (17) behandein. In gleicher 
Weise finden wir betreffend die folgenden Ableitungen für die Stellen, wo | F? (z)| — 
M. (r) ist: 


(31) F (z) = — P6 (2) (x + en). 
Aus (31) und (31,) ergibt sich 
(32) M (r) > = M, (r) (x — ru), 


sowie allgemeiner 


(32,) M (r) > M, (r) (x — n). 


Fassen wir (29) und (32) zusammen, so erhalten wir 
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(IM) - M (r) (x —4) < M, (r) < i: M (r) (x +), 
wo die positive Grösse n beliebig klein gegeben werden kann. Ebenso erschliessen 


wir aus (29,) und (32,) für die höheren Ableitungen 


(IIT,) M (r)(x — 1) < Mi (r) < ^; M (r)( +1). 

Die Art und Weise aber, auf welche wir diese Ungleichungen gefunden ha- 
ben, lehren uns noch, dass, wenn |2|—* gewisse Anforderungen bezüglich des 
Überwiegens der zentralen Glieder erfüllt, die Maximalbeträge der Funktion und 
der Ableitungen einander begleiten, so dass am einer Stelle, wo die Funktion oder 
irgend eine der Ableitungen den Maximalbetrag hat, die absoluten. Beträge der an- 
deren von den zugehörigen Maximalbeträgen nur mit je gegen 1 konvergierenden 
Faktoren abweichen.‘ 

Aus (28), (28,), (31) und (31,) erhalten wir noch Aufschlüsse über die Be- 
ziehungen zwischen den Argumenten der Funktion und ihrer Ableitungen an einer 
Stelle der gedachten Art. Hat man z — re, und bedeutet D das Argument von 
F(z) so gibt offenbar D— xp einen Näherungswert für das Argument der Ablei- 
tung I (2). 

Die soeben erhaltenen Resultate gestatten verschiedene Anwendungen auf 
die Beschaffenheit der Lösungen von gewöhnlichen Differentialgleichungen, über 
welche wir uns doch hier kurz fassen müssen. In ganz besonderer Weise be- 
kommt man Aufschlüsse über die linearen Differentialgleichungen mit rationalen 
Funktionen als Koeffizienten, deren Lösungen ganze Funktionen sind, was ja im- 
mer der Fall sein muss, wenn z — die einzige singuläre Stelle der Differential- 
gleichung ist. Substituiert man nämlich E y. y, für y',--- y®,--, so erhält 


CA 


man asymplotische Relationen zwischen n und z, welche sowohl für die möglichen 
Grössenordnungen der Mazximalbeträge als auch für die Richtungen, in denen die 
Lösungen ihre Maximalbeträge besitzen können, entscheidend sind; hierbei hat man 
sich nur der sogenannten Newton-Cramer schen Methode zu bedienen. Wie ohne 
Schwierigkeit zu ersehen ist, muss jede derartige Relation von der Gestalt 


mu 


n= 2” 


(33) 


sein, wo « und » natürliche Zahlen sind. Hat man «—=|«|ei”, so ergibt sich 


| Auch bei den früher, insbesondere von Herrn Borer angestellten Untersuchungen über 
den Zusammenhang zwischen M(r) und MM, (7) spielt der Vergleich mit dem grössten Gliede 
eine wesentliche Rolle. Wir verweisen hier nur auf die bereits zitierte Arbeit des Herrn 
VALIRON, Sur quelques théorèmes de M. Borel. 
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aus (33) für das Argument y von 2 die Relation 
(34) v» + =-p=o(mod 2), 


wodurch w äquidistante Richtungen bestimmt werden. Ebenso findet man durch 
Rechnungen, die von keinerlei prinzipieller Schwierigkeit sind, auf welche wir 
aber hier nicht eingehen wollen, dass aus (33), worin ja eine Abhängigkeit zwi- 
schen r und dem Index n des zugehörigen grössten Gliedes ausgesprochen wird, 
als Gróssenordnung des Maximalbetrages sich 


n 


l«l "gr 
Qr E 


(35) 


ergibt. Doch müssen wir einstweilen die Frage betreffend die Umkehrung dahin- 
gestellt lassen, d. h. wir vermógen nicht zu entscheiden, in wie weit zu jeder 
möglichen Kombination von (34) und (35) auch wirklich eine Lösung der Diffe- 
rentialgleichung gehört. 

Jedenfalls finden wir doch, dass die ganzen transzendenten Funktionen, 
welche als Lösungen von linearen Differentialgleichungen auftreten können, de- 
ren Koeffizienten rationale Funktionen der unabhängigen Veränderlichen sind, 
die folgenden zwei charakteristischen Eigenschaften besitzen müssen. 

I. Dieselben sind nicht nur von rationaler endlicher Ordnung, sondern gehö- 
ren immer dem nach einer von Herrn PRINGSHEIM eingeführten Terminologie soge- 


E 


nannten Mitteltypus an. Dadurch sind Funktionen wie „. „und die RIEMANN sche 


Funktion §(z) ausgeschlossen.! 

2. Die Stellen, wo die Funktionen ihre Maximalbeträge besitzen, ordnen sich 
asymptotisch in ganz bestimmte Richtungen.? 

Als ein einfaches Bespiel betrachten wir die Differentialgleichung 


Als asymptotische Relation zwischen n und z erhält man 


! Nach einem längst bekannten Satze gilt für die Funktion i | dieser Satz nicht nur für 
: (2) 


lineare Differentialgleichungen. Man sehe ©. Honper, Über die Eigenschaft der Gammafunktion 
keiner algebraischen Differentialgleichung zu genügen, Math. Ann. XXVIII (1886). 

* Obgleich wir keinen Beweis dafür haben, so können wir es hier nicht unterlassen, die 
Vermutung auszusprechen, dass auch die Nullstellen sich asymptotisch gewissen bestimmten 
Richtungen anschmiegen. Man vergleiche doch hier insbesondere die Resultate des Herrn Horx. 
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n° n : 
5 2-20 
2? z 
oder nach der Lösung 
n VS +7 
(a) se 
2* 2 
? V5—zr 
(b) Lat a); 


V5+ , 
Durch (a) wird ein Maximalbetrag von der Gróssenordnung e 4 in den Rich- 
tungen jo, charakterisiert; dem gegenüber entsprechen der Lösung (b) die 
V5—1 , 

Gróssenordnung e * ' und die Richtungen q — + z Offenbar ist (a) der 
allgemeine Fall. Ob es wirklich partikuläre Integrale gibt, für welche (b) cha- 
rakteristisch ist, scheint nicht ohne weiteres beantwortet werden zu kónnen. 

Zur Zeit sind wir mit einer strengen Erledigung der entsprechenden Fra- 
gen für den Fall, dass die Koeffizienten transzendente Funktionen sind, wie bei 


u ey, 
nicht fertig. 

Bei nicht linearen Differentialgleichungen ist die Sache auf Grund der 
möglicherweise auftretenden beweglichen kritischen Punkte verwickelter. Am 
leichtesten scheint man Kriterien zu bekommen, damit ganze Transzendenten 
auch nicht als partikuläre Integrale auftreten können. Als Beipiele nehmen wir 
die beiden Gleichungen 


y'y—2y? + Play" + Qlz)y' + R(z)y * S(2) —o, 
a y'y —2y? + P(2)y" + Q(z)y' + R(z)y + S(z)=0, 
wo P(z), Q(z), R(z) und S(z) ganze rationale Funktionen bedeuten. Es lässt 
sich ohne Schwierigkeit eine obere Grenze fiir die Ordnung einer ganzen rationalen 
Funktion, die hier Lösung sein kann, abschätzen. Hierzu können wir jetzt in 
ergänzender Weise behaupten, dass die fraglichen Gleichungen auch keine ganzen 
transzendenten Funktionen als Integrale haben können. Denn bei den Maximal- 
betrügen sind ja yy'— 2y"* bez. yy!—2y"® mit — y'? bez. (1—2) y? vergleichbar 
und mithin von höherer Grössenordnung als die linearen Glieder. In ganz an- 
derer Weise verhält es sich mit 


(2) uus Ys ch M ce, 
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wo wir das partikuläre Integral y— sin (z 4 c) haben. Als ein anderes Beispiel 
nehmen wir 


(7) yy ur y Ar y! — yo, 


wo als partikuläres Integral y — ce- auftritt. Die Fälle (9) und (y) gehören 
insofern zu zwei verschiedenen Typen, als man, auch wenn die Koeffizienten be- 
liebige rationale Funktionen P(z), Q(z), R(z) und S(z) wären, im Falle (y) auf 
Grund der vorhergehenden Entwickelungen bestimmt behaupten kann, dass eine 
etwa als Integral auftretende ganze transzendente Funktion von der Grössen- 
ordnung e" sein muss, ein entsprechendes Ergebnis aber für den Fall (9) nicht 
herauskommt. 


$ 6. 


Der spezielle Picard'sche Satz lässt bekanntlich die Formulierung zu, dass 
keine Relation 


(36) eH) — ¢Fil) + 7, 


wo F(z) und #,(2) ganze Funktionen bedeuten, bestehen kann, es sei denn, dass 
F(z) und F,(z) sich auf Konstanten reduzieren. Wir wollen zeigen, wie aus den 
vorangehenden Entwicklungen sich ein einfacher Beweis für diesen Satz herleiten 
lässt. Man wird hoffentlich zugeben, dass die Schwierigkeit des Beweises eigent- 
lich in unseren ungenügenden Kenntnissen von den allgemeinen Eigenschaften 
der ganzen transzendenten Funktionen liegt. Dem gegenüber werden wir den 
Beweisgrund eben darin suchen, dass wir in $ 3 analoge Eigenschaften für ganze 
transzendente Funktionen nachgewiesen haben, wie solche für rationale Funktio- 
nen von selbst einleuchten. 

Für die ganze Funktion F(z) gibt es nach $ 2 eine unendliche Folge von 
Indices n, denen Werte |z| — r, zugeordnet sind, so dass, wenn jf irgendwie zwi- 
schen r und 2 genommen wird, als zentrale Glieder, von denen der wesentliche 
Einfluss auf M (r„) herrührt, diejenigen bezeichnet werden können, deren Indices 
zwischen » — n/* und n +n’? liegen. Beachten wir, dass bei einer ganzen Funk- 
tion « beliebig wenig grösser als 1 genommen werden kann, so ist aus (10) zu 
ersehen, dass das Verhültnis des von den nicht zentralen Gliedern herrührenden 
Betrages zu m(r,) und mithin M (r,) 


]—1—t 


(37) Se («2 0) 


wird. Wir wollen zeigen, dass, falls die Relation (36) als gültig angenommen 
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wird, die beiden einander zugeordneten Folgen » und 7, die gleiche Bedeutung 
für F,(z) wie für F(z) haben müssen. 

Da der grösste positive reelle Teil A(r,) von F (z) dieselbe Grössenordnung 
wie M (r,) hat, so muss dies auch für den Maximalbetrag M, (rn) von F,(z) der 
Fall sein. Man hat also J, (rn) > M (r;,)(x— en) mit lime, — o. Wir versuchen 


n2 
mit der Annahme, dass von den Gliedern in F, (z), deren Indices nicht zwischen 
n— ne und n + n?* liegen, für |z| — r„ ein Betrag herrühre, der > 0, A, (r,) ist, wo 
), eine gegebene positive Grósse bedeutet. 

Zunächst erinnern wir daran, dass wir bei der Abschätzung einer oberen 
Grenze für den zu m(r„) komplementären Faktor «(r.) in M (rm) = m (rn) u (rn) 
die Funktion F(z) durch eine mit n bewegliche Majorantfunktion mit positiven 
Koeffizienten ersetzt haben, welche übrigens einen endlichen Konvergenzradius 
hat und das Glied vom Index n dem Betrage nach unverändert besitzt. Es ist 
einleuchtend, dass innerhalb des Konvergenzkreises dieser Majorantfunktion, 
welche wir etwa mit ®„(z) bezeichnen können, M (r) niemals den Maximalbetrag 
von ®,„(z) überholen darf. Lässt sich also beweisen, dass aus der gemachten 
Annahme die Folgerung gezogen werden kann, dass für irgend einen r-Wert der 
grösste positive reelle Teil der Funktion F,(z) von höherer Grössenordnung als 
der Maximalbetrag von ®,„(z) wird, so darf hier letzterer Betrag durch J (r) 
ersetzt werden. 

Das Integral (8), durch dessen Abschätzung wir die Resultate (10) und (37) 
erhalten haben, bezieht sich zunächst auf die nicht zentralen Glieder von ®, (2), 
also erst in zweiter Instanz auf F(z). Ohne besondere Schwierigkeit lässt sich 
ersehen, dass das Integral (8) für lim » — noch unendlich klein wird, falls der 
Integrand durch | 


, jy-—«—8 a 
e" x) (&, > 0) 


multipliziert wird, und die untere Grenze r — n°? gesetzt wird. Es handelt sich 
jà dann um das Integral 


und wenn man hier den Exponenten im Integranden betrachtet, so kommt of- 
fenbar die entscheidende Bedeutung dem negativen Gliede zu, weil bei gegebe- 


nem s, » o für x ^ n? 
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| x — mh 2 
5 TC 
m mh 


(n + a)? | 2 


mit n ins Unendliche steigt. Da man «+6, — 1 +e setzen kann, so muss es 
bei der oben angenommenen Eigenschaft von F,(z) für |z| — r, mindestens ein 
Index n +» geben, so dass das zugehörige Glied in #,(2) zu dem entsprechen- 
den in ®„(z) ein grósseres Verhältnis als 


—l—s 


(38) entry” 


hat. Im Allgemeinen können wir das Verhältnis zwischen den absoluten Betra- 
gen der zu den gleichen Indices n + » gehörigen Koeffizienten von F, (z) und 
®„(z) in der Gestalt 


(n) 


Karen 
ein +) hart: 


schreiben, und aus (38) hat man für das Maximum der Exponenten z die un- 


ie 
tere Grenze @—1—e. Für grosse positive v-Werte müssen dagegen die frag- 
lichen Exponenten negativ werden, da wohl F, (2), aber nicht ®,(z), eine ganze 
Funktion ist. Ein Gleiches muss aber, jedenfalls bei genügend grossem n, der 
Fall sein, wenn » sich gegen — n bewegt, da offenbar die besondere Bildungs- 
weise von ®„(z) aus F(z) die extremen Koeffizienten in beiden Richtungen we- 
sentlich erhöht, so dass die Anfangskoeffizienten von ®,(:) mit n über alle 
Grenzen wachsen. Der Zusammenhang zwischen den Koeffizienten d,4, bez. 
ECn+, von ®„(z) und F(z) lässt sich ja folgendermassen charakterisieren, wie 
aus den beiden ersten Paragraphen unserer in Acta XXXVII publizierten Arbeit 


n+r 


hervorgehen dürfte. Wie die Grössen |[c,,,| von den Elementen eines di- 
Tn+y—1 
A ELLA Versen 
vergenten Produktes, so hängen die Grössen d,,, von den Elementen P Lam ee 
n --"—1 


— (x + (n + v)-") eines konvergenten Produktes ab. Dabei ist aber das Anfangs- 

glied P, von solcher Grösse, dass man P, — r, bekommt. Es ist also im Allge- 

meinen zu erwarten, dass man P,,,»r5,, oder Puy, <Tn+, erhält, je nachdem 

v<o oder v»0 ist. Setzen wir immer v0, so sind für die Abschätzung der 
doa 


x Une : 
Grössen "| bez. | die Produkte 
Cr» | len +] 
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In+z 


ZEE Rare 


von entscheidender Bedeutung.! Die Richtigkeit der obigen Behauptung bezüg- 
lich der extremen Koeffizienten von @,(z) folgt jetzt daraus, dass beide Pro- 
dukte (39) mit » und (für das erstere) n über alle Grenzen wachsen. 

Man ersieht auch, dass für die Funktion ®,(z) die Verhältnisse sich ganz 
analog stellen, wenn ein anderes Glied als dasjenige vom Index » die Rolle als 
grösstes Glied übernimmt. Für den Index n + » hängt der Komplementärfaktor 
Un+,» in ganz derselben Weise vom unendlichen Produkte 


llc + m“) 


m= 1 


ab, als wenn es sich um eine Majorantfunktion @, +, (2) handelt. Ebenso ist 
es bei der Abschätzung des grössten Gliedes m„+,; nur dass diese Grösse auch 
das Anfangsglied von @®„(z) als Faktor besitzt, welches ja beim Ubergange zu 
Dn+,(2) geändert wird. Das wesentliche ist aber, dass dieses Anfangsglied, wie 
wir oben hervorgehoben haben, mit n über alle Grenzen wächst. Dadurch wird 
ja der in unserer früheren Abhandlung gezogene Schluss über das Grössenver- 
hältnis zwischen „+, und m,+,, bei welchem ja ein gegebenes endliches An- 
fangsglied vorausgesetzt wurde, nur erhärtet. 

Wir kehren jetzt zu den Beziehungen zwischen F, (z) und @,(z) wieder. Es 
sei eine positive Grösse z<$—1—e fixiert. Es gibt dann jedenfalls einen 


Index n,, für welchen man x) ^ hat. Andererseits muss es, auf Grund der nach- 


? 


gewiesenen Eigenschaft der Grössen D , für lim » — «©, möglich sein, den Index 


^, so zu wählen, dass man 


erhält. Für |z|- 7», sei n, der Index des grössten Gliedes von ®,(2). Aus der 
Formel (3) erhält man jetzt, indem man die Abschätzung der betreffenden Glie- 
der von F,(z) auf die ensprechenden von @,(z) zurückführt und letztere durch 


Maximalbetrag einer analytischen Funktion und grösster Betrag bei gegeb. Argumente. 25 


A1—10yny)? |. Ai 
LG Mm 


© 
\ 9 5 4 
A, (nj) Mn CES > e 22 4mû — (8. 


E =? 


Da man hier x + «, « 2 nehmen kann, und da x, offenbar mit n unendlich gross 
werden muss, so lässt sich die obige Ungleichung auch in der Gestalt 


En) (im En = 2) 
neo 





(40) A, (rm) > m», € (1 


schreiben. Hierin liegt aber ein Widerspruch mit (36), denn da für wn, nur eine 
Potenz von n, zu setzen ist, so würde sich aus (40) eine höhere Grössenordnung 
für A, (rn,) als für M (rn) € Mn, us, ergeben. 

Wird dann andererseits (36) mit der Annahme verträglich sein, dass auch 
auf M,(rn) nur diejenigen Glieder, deren Indices zwischen n — n"* und n + n?? 
liegen, von wesentlichem Einfluss sind? Bezeichnet m!’ den Betrag des grössten 


Gliedes der Funktion F, (z) für |z]=7,, so ersieht man leicht, dass 


n=n 


m «M (ra) (x + en) (tim En = ai) 


sein muss; denn die Benutzung von (3) gibt ein Resultat, dem man die Gestalt 


geben kann, und 4,(r,) darf ja höchstens einen äussert geringen Überschuss 
über A1(r,) haben. Für 





bekommen wir 





AUT i co . 
"e qe a QV VU » i 
(41) F, e 2 | eget pea yt i> 5 Cn zer + 
= n 
SUEZ Avi i zd 
2 |. MA 35 cest — eHis[F, (2) +48, (2) + F, (2, D]. 
y-—mn 


Die Bestimmung einer oberen Grenze für | F,(z, 2) , wobei nur die Glieder, für 
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welche — nf? < y < n?*, berücksichtigt zu werden brauchen, führt höchstens auf 


A? 7? M (ra), 1 —2 


| Lue n? (I+ &). 


0 


Da man B<z nehmen kann, wird das Verhältnis dieser Grösse zu M (r,) und 


also auch zu M,(r„) für lim n — c beliebig klein, falls z. B. |/| unter einer gegebenen 
endlichen Grenze bleibt. Aber eben diese Eigenschaft ist es nach $ 3, welche bedingt, 
dass für lim n= © das Verhältnis zwischen dem grössten positiven reellen Teile À, (r,) 
und M,(r„) gegen ı konvergiert. Wenn nun A(r„) und A,(7,) sich in solcher 
Weise den zugehörigen Maximalbeträgen anschmiegen, so verlangt offenbar (36), 


M (rn) 
dass auch M, (m) 


Geht man von einer Stelle z aus, wo | (z)| — M (r,) ist, so gibt es nach 


gegen r konvergieren muss. 


1 . ENS : . 270 : 
$ 3 in der Nachbarschaft auf dem Kreise |z| — r, mit sehr wenig von n abwei- 


chenden Zwischenwinkeln beliebig viele Stellen, wo F (z) positiv und > M (r») (1 — «) 
ist. Eine Gleichung (36) verlangt nun, dass an diesen Stellen die Differen- 
zen zwischen den reellen Teilen von F,(z) und F(z) sehr klein sein müssen. 
Auf Grund des Verhültnisses der fraglichen Gróssen zu den bezüglichen Maximal- 
betrügen muss dann das Argument von Z,(z) näherungsweise ein Vielfaches von 
27 sein. 

Man hat sonach für eine Folge von ;-Werten, welche der Reihe nach den 
Nüherungswert 2 als Differenz besitzen 


| T | val > M, (tm) (r—e). 


Amd 


LA 
Der Faktor von | F, ze” | welcher von À abhängig ist, weicht mithin sehr we- 
nig von r ab. Nun ist es oben nachgewiesen, dass bei gehöriger Beschränkung 


| F(z, 4) | 


(mn) eine sehr kleine Grösse ist. Man hat demnach 
4H 1 Un 


von |/| das Verhältnis 


nat 


fiir Ir, (. e | den Näherungswert | F, (2) +4 F,(z)|. Letztere Grösse kann offen- 


; b. d F, (z h 
bar in der angegebenen Weise nur dann von 7 unabhängig sein, falls d genü- 
z 
az 


PET! 


gend klein ist. Beim Übergange von z zu ze" ändern sich also die Argumente 
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sowohl von F(z) als F,(z) annäherungsweise um die Grösse 411. Da die Stellen, 
für welche die Argumente der beiden Funktionen Vielfache von 2 sind, einan- 
der begleiten, so muss ein Gleiches der Fall sein, wenn die Argumente der bei- 
den Funktionen ungerade Vielfache von x darstellen. Wenn man also z. B. die 
Winkel zwischen den Richtungen halbiert, in denen F(z) positive reelle Werte 
bekommt, so gelangt man auf Stellen des Kreises |z|—r,, in denen die reellen 
Teile von sowohl F(z) als F,(z) negativ und dem absoluten Betrage nach von 
der Grössenordnung der Maximalbeträge sind. Dann werden aber die beiden nicht 
konstanten Glieder in (36) für limn—c beliebig klein; eine solche Identität ist 
sonach unmöglich. 

Hiermit ist der Beweis des speziellen Pıcard'schen Satzes erbracht, indem wir 
dargetan haben, dass aus dem durch (36) bedingten Übereinanderfallen der Stellen, 
wo F(z) und F,(z) grosse positive Teile haben, als Begleiterscheinung ein Glei- 
ches für Stellen mit grossen negativen Teilen folgt. 

Betreffend die ausgedehnte Literatur, welche sich mit”diesen und ähnlichen 
Fragen beschäftigt hat, sei nur an folgendes erinnert. Der erste Beweis des 
speziellen Pıcarn’schen Satzes, der nicht von der Modularfunktion Gebrauch 
macht, ist von Herrn BoREL gegeben,' und die entsprechende Leistung für das 
allgemeine Theorem rührt sodann von Herrn Scaotrky her. Indem wir die 
sich an die merkwürdigen Resultate des Herrn E. Lanpav anschliessenden Un- 
tersuchungen nur kurz erwühnen, wollen wir noch besonders auf eine neuer- 
dings erschienene Arbeit des Herrn P. MowrEL aufmerksam machen, welche 
neue fruchtbringende Gesichtspunkte beim Beweise der PricaRp'schen Sätze 
darbietet.? 

Bei der von uns benutzten Methode bereitet es keine prinzipielle Schwie- 
rigkeit, falls man Erweiterungen des Pıcarv’schen Theoremes, wie solche zuerst 
Herr Borer für ganze Funktionen endlicher Ordnung gegeben hat, auch auf 
den Fall unendlicher Ordnung ausdehnen will. So z. B. lüsst sich die Unmóg- 
lichkeit einer Identität 


(D (2) e €) — @, (z) e^ + op, (z) 


* Comptes rendus (1896). 

? Berliner Sitzungsberichte, XLII (1904), XLVI (1907). Man vergleiche auch E. LixpE- 
Lor, Sur le théorème de M. Pıcarn dans la théorie des fonctions monogenes, Congrès des mathéma- 
tiques à Stockholm (1909). 

* Sur les familles de fonctions analytiques qui admettent des valeurs exceptionelles dans un 
domaine, Annales de l'École Normale (3) XXIX (1912). Man vergleiche auch C. De La Varrék 
Poussin, Démonstration simplifiée du théorème fondamental de M. Moxrez sur les familles normales 
de fonctions, Annals of Mathematics, (2) XVII (Sept. 1915). 
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nachweisen, wo (z),@,(z) und D,(z) ganze Funktionen endlicher Ordnung bedeuten, 
und mindestens eine von den ganzen Funktionen P (2) und F, (z) transzendent ist. 

Unser Beweisverfahren lässt sich aber auch auf den allgemeinen Picarp’schen 
Satz anwenden, dass es höchstens zwei Ausnahmewerte gibt, welche eine in 
der Umgebung eines isolierten wesentlichen singulären Punktes eindeutige ana- 
lytische Funktion in beliebiger Nähe des Punktes nicht annimmt. Machen wir 
die Voraussetzung, für die Funktion #(z) existiere in der Umgebung des we- 
sentlichen Punktes z — co die drei Ausnahmewerte o, 0, 1. Betrachten wir 
dann die Funktion log F(z), so muss es möglich sein, einen Kreis mit genügend 
grossem Radius zu konstruieren, dass diese Funktion sich in jedem Punkte aus- 
serhalb dieses Kreises regulär verhält. Lässt man dann z in diesem Bereiche 
eine geschlossene Kurve um den Punkt + durchlaufen, so kann offenbar 
log F(z) sich nur um ein Vielfaches der Grösse 272 ändern. Es muss also 
eine gewisse ganze Zahl k=o geben, so dass die Funktion log ue sich in der 
Umgebung des Punktes z — c eindeutig verhält. Dann wird aber eine Ent- 
wickelung von der Gestalt 


F(z 
log ^ 9) — G5) + p(e) 


existieren, wo G(z) eine ganze rationale oder transzendente Funktion bedeutet, 
und z= eine reguläre Stelle für die Funktion (2) darstellt. Übrigens lässt 
sich p(z) in der Art fixieren, dass lim (2) — o ist. In ganz derselben Weise 


2-0 


bekommt man die entsprechende Identität 


Mann erhält alsdann 
(36,) CCD) ever (zZ) ae 


wo G(z) und G,(z) ganze Funktionen bedeuten und z = c» einen regulären Punkt 
für die Funktionen ®(z) und ®,(z) bezeichnet, welche dortselbst den Wert ı 
annehmen. Offenbar beeinträchtigt aber das Hinzutreten der Faktoren z^, ®(z), 
zh.(,(z) in keiner Weise die Schlussátze, wodurch wir die Unmöglichkeit einer 
Identität (36) nachgewiesen haben. 


SUR LA LIMITATION DU DEGRE DES COEFFICIENTS DES 
EQUATIONS DIFFERENTIELLES ALGEBRIQUES A POINTS 
CRITIQUES FIXES. 


PAR 
JEAN CHAZY 


à Linn. 


Dans le premier chapitre de ce Mémoire, j'étends au champ complexe et. 
aux équations différentielles d'ordre quelconque les résultats obtenus! par M. 
BeEnpıxson et M. PıcarD, relatifs à l'étude pour les petites valeurs réelles des 
variables x et y des intégrales de l'équation du premier ordre 


(1) 5 dy 


M. Py) 
où » désigne un nombre entier supérieur à 1, et (x, y) une fonction des deux 
variables x et y holomorphe et nulle pour le systeme de valeurs z — y — o. 

La méthode d'approximations successives employée par M. BENDIXSON est 
applicable encore à l'équation (1) quand le nombre n est égal à r, et aux équa- 
tions et systèmes différentiels d'ordre quelconque qui généralisent cette forme 
de l'équation (1); on peut retrouver ainsi les développements classiques en séries 
entières par rapport aux variables x, x, x”,..., les exposants m,, n,,... 
dépendant des coëfficients des équations considérées. J'ai obtenu une applica- 
tion de ces développements que je me propose d'exposer dans un autre Mémoire: 


fy 


jai démontré que, dans le probléme des » corps, au voisinage d'un instant oü 


! BexpixsoN, Acta Mathematica, t. 24, p. 81; Picarp, Traité d'analyse, 2ème éd., t. III, 
p- 258. 
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plus de deux corps se choquent, ou quand les corps s'éloignent indéfiniment sur 
certaines trajectoires qui généralisent les trajectoires paraboliques du problème des 
deux corps, les coordonnées des » corps admettent des développements de la 


forme précédente suivant des puissances du temps; l’un des exposants est = 
les autres dependent des rapports des masses, et sont tantöt reels, tantöt Tau 

Dans le second chapitre,! je considère des équations différentielles du 
troisiéme ordre et d'ordre supérieur, telles que l'équation 

Y= UY 2 Ut 

qui ne sont pas linéaires, et dont néanmoins les intégrales n’ont ni points 
critiques algébriques, ni pdles; je démontre que ces intégrales ont des singu- 
larités transcendantes et ne sont pas uniformes. J'utilise pour cette démonstra- 
tion les résultats obtenus dans le premier chapitre, et notamment la représenta- 
tion asymptotique dans un secteur des intégrales de l’equation (1): je suis 
amené ainsi, dans la théorie des équations différentielles analytiques, à con- 
sidérer une équation différentielle dont un coëfficient est une série divergente. 

La combinaison de la méthode précédente et de la méthode constituée par 
M. PAINLEVÉ permet de démontrer que, si P(y"—, ym—2),...,y!, y, x) désigne un 
polynôme par rapport aux n variables jy"—", y\"—),..., y', y à coëfficients ana- 
lytiques en x, et si l'intégrale générale de l'équation différentielle 

YP y y Ys ©) 

est uniforme ou a ses points critiques fixes, le degré du polynöme P par rap- 
port à chacune des n variables est limité: si l'on considère chaque dérivée y) 
comme de poids égal à l'indice de dérivation augmenté d'une unité, et la fonc- 
tion y comme de poids 1, le poids d’un terme quelconque du polynôme P ne 
peut surpasser le poids de y"), n +1. Le résultat précédent généralise le ré- 
sultat classique relatif à l'équation de Riccarr. Une limitation analogue est 
valable dans le cas où P est, non plus un polynôme, mais une fonction ration- 
nelle, ou algébrique, à moins que l'équation différentielle proposée ne se ramène 
à une équation fuchsienne ou kleinéenne. 


! Ce second chapitre est une partie d'un Mémoire auquel l'Académie des Sciences de 
Paris a décerné un Grand Prix des Sciences Mathématiques en décembre 1912. 
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CHAPITRE 1. 


1. Nous supposerons que dans le developpement- en série entière de la 
fonction F(x,y) au voisinage du systeme de valeurs x= y — o, le coëfficient 
du terme du premier degré en y est different de zéro; dans cette hypothèse, 
en multipliant la variable x par une constante convenable, nous pouvons mettre 
l'équation (1) sous la forme 


x" dy — 
ax 


— 
D 
— 


y — f (x. y); 


ou f(x,y) désigne une fonction des deux variables x, y holomorphe pour les 
valeurs x —=y=o, et dont le développement au voisinage de ce systeme de 
valeurs ne renferme ni terme constant ni terme du premier degré en y. 

Enfin, pour simplifier les caleuls, nous prendrons l’exposant n égal à 2: 


o oS! y f, y). 


2. M. BENDIXSON a considéré les équations différentielles linéaires suc- 


cessives 
[dites ne 
= dx ss f(x, 0), 
AX rae: ns 
dx ey); 
(4) 
hyn 
x E m Mn f(x, Jn); 


et les intégrales de ces équations différentielles définies par les conditions 
initiales 


Deon Uae es = Yu Yo 


ces integrales s’expriment par les quadratures successives: 
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M. BENDIXSON a démontré que, si les variables et les coéfficients sont réels, et 
si les valeurs initiales x, y, sont assez petites, v, étant positif, la suite de fonc- 
tions y, est uniformément convergente et définit une intégrale de l'équation 
(3) continue quand la variable x tend vers l’origine sur la partie positive de 
l'axe réel. : 

Nous allons étendre le résultat précédent au cas oü les variables et les 
coëfficients ont des valeurs complexes. Soit « un nombre quelconque compris 


TU . rte 
entre o et ^; dans le plan de la variable x, désignons par A l'angle ayant 


comme sommet l’origine, comme bissectrice intérieure la partie positive de l’axe 
réel et comme mesure 2«. Nous allons démontrer que, si les valeurs initiales 
complexes 2%), y, sont assez petites, le point x, étant situé dans l'angle À, la 
suite de fonctions y, est encore uniformément convergente, et définit une inté- 
grale de léquation (3) holomorphe quand la variable x tend vers l'origine dans 
l'angle A. 

Si les quantités positives À et R' sont assez petites, la fonction f(x, y) 


est holomorphe dans le domaine 
Ix| € £, |y| € E 
et satisfait dans ce domaine à l'inégalité de LipscHıtz 


_kcos a 


a al 


Nee el 


k désignant un nombre compris entre o et ı, et 9 un nombre positif arbitraire, 
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Of 


mais fixe: car la dérivée partielle 77 est holomorphe et nulle pour x —y— o. 


M cos « 


Soit encore ae le maximum du module de la fonction f(x, o) sur la 
I 





n] 
i| 


eirconference |x| — À; si À est assez petit, la quantité r définie par l'égalité 


est positive, et cette quantité est d'ailleurs inférieure à À’. Nous supposons le 
point x, intérieur au secteur déterminé dans l'angle 4 par la circonférence 
|x] — À, et nous supposons d'autre part |y,| € r. 

La fonction 


zul 
m. om it Age 
+ = et f(x, 0) 
Me ED ae «| = ae dax 
J : 
To 


est holomorphe à l’intérieur du secteur déterminé dans l'angle A par la cir- 
conférence |x|— A. Si d'ailleurs le point x varie seulement à l'intérieur de la 


circonférence 


passant par le point x, et tangente à l'origine à l'are des quantités purement 
sua 
imaginaires, la foncton e * ^ est en module inférieure à 1, et le premier terme 


de la fonction y, est en module inférieur à r. 

Cherchons une limite supérieure du module du second terme de la fonction 
y,. @ et 9 désignant le module et l'argument de la variable x, posons x — peï?. 
Le second terme de la fonction y, est égal à 


et par suite, à l’intérieur du secteur determine dans l’angle A par la circon- 
férence |x| — R, est en module inférieur à l'expression 





, 2 c 
WM con SIR ON eem 
er CON | = —Vdo* + od 9? 
2 2 S , 
I+ B 2 0 
To 
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dont la signification est évidente. Si l'on pose 


cos Ó I - do + o tg 9d9 
— — — —, d'ou du — oe : 
0 U cos J 


on peut remplacer l’expression précédente par 
u 1 


M -* | e Vdo* *- gd 9* : 
} w(do+otg 9d9) ' 





Or désignons par y la racine de l'équation 


Vater 


1— tga tg y 


comprise entre o et _—«. Sur les deux spirales logarithmiques admettant 


nis 


l’origine comme point-asymptote, passant par le point a, et dans lesquelles 
langle de la tangente et du rayon vecteur est égal à 7 en valeur absolue, 
considérons les deux ares issus du point z,, se rapprochant de l'origine et limités 
aux premiers points d'intersection avec les côtés de l'angle A; et désignons par 
domaine D le domaine ouvert du plan de la variable x limité par les deux ares 
précédents et par les deux cótés de l'angle 4. Le domaine D est évidemment 
intérieur d'une part à la circonférence |v| — À, et d'autre part à la circonférence 


I I : . 3 Con 
9t B =f (5). qui coupe tous les rayons vecteurs issus de l'origine et situés 
| vo 


pie iv . 
dans l'angle A sous un angle supérieur à  —«. Nous supposerons que le point 


x varie seulement dans le domaine D. On peut joindre le point x, à un point 
quelconque x du domaine D par un are, situé tout entier dans ce domaine, 
d'une spirale logarithmique admettant l'origine comme point-asymptote, et dans 
laquelle l'angle de la tangente et du rayon vecteur est en valeur absolue in- 
férieur à y: nous prendrons cet arc de spirale comme chemin d'intégration 
joignant le point x, au point x dans le calcul du second terme de la fonction 
y,, et des seconds termes de toutes les fonctions y,, y; .... ya... Sur le 
chemin d'intégration ainsi choisi, g et u décroissent constamment, et l'on a 
les inégalités 
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Par suite, au point x considéré du domaine D, le second terme de la fonction 
y, est en module inférieur à 


ug | 
l oY ee EMI A 
Meu | = yr l: ed es « M. 


Done, dans le domaine D, le module de la fonction y, est inférieur à r + M, 
et par conséquent à A'. 

Il résulte immédiatement que la fonction y, est holomorphe dans le domaine 
D; cherchons une limite supérieure du module de cette fonction dans ce domaine. 
On déduit des équations (5) 


I 
Tees 7 £5 5 
Ya Yı = |‘ em Zi x9 o. 


Or, dans le domaine D, |x| et |y,| étant inférieurs respectivement à R et R!, 
l'inégalité de Lrescurrz est valable: 


_kcos « 


Ife y) fe, op 55S 


EAE 
d’où 

: cos «(v + À 
LG) — fe, 01 < 95 60 m = 


On déduit comme précédemment 


lu -yıl<k(r + M), 

et 

Ind «Ind sd en M + k(r + M)=(r + M)(x4 E)«R. 
Il résulte que la fonction y, est holomorphe dans le domaine D, et l’on 

obtient de même 
In — | < E rM), 

et 

lys < gl + ls — y | < (r+ M) (x +k) + E(v + M) = (+M)(i+k+K)<R. 


En continuant de proche en proche, on démontre que la fonction Yn est 
holomorphe dans le domaine D, et satisfait dans ce domaine à l'inégalité 


|y» TEE | << (7 + M) 0 
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Donc, dans le domaine D, la suite de fonctions y, est uniformément con- 
vergente, et définit une fonction holomorphe y(x). Au point z,, cette fonction- 
limite est encore holomorphe, et a, comme toutes les fonctions y,, la valeur y,. 
D'ailleurs, d’après l'équation 


1 
x? ze — 5 = fios Jn); 


et linégalité de Lirpscuirz, dans tout domaine que l'on obtient en retranchant 
du domaine D la partie intérieure au cercle de centre x — o et de rayon 0, la 


dyn 
dx 


la dérivée y'(x), quelque petit que soit le rayon d. Par suite, en tout point 


suite des dérivées est aussi uniformément convergente, et a comme limite 


; 5: E ze d 
du domaine D, on peut remplacer dans l'équation précédente em Yn eb naa 


par les limites E et y, et la fonction y(x) satisfait à l'équation différentielle (3). 
C'est l'intégrale de l'équation (3), unique d’après le théorème de Cauchry, définie 
par les conditions initiales z— z,, y=y, et prolongée analytiquement dans le 
domaine D. Cette intégrale y(x) dépend de la constante y,, arbitraire pourvu 


qu'elle soit assez petite. 


3. Dans le cas oü les variables et les coéfficients sont réels, M. BENDIXSON 
a démontré que l'intégrale y(x), définie et continue sur la partie positive de 
l'axe réel au voisinage de l'origine, tend vers zéro quand la variable x tend vers 
l'origine. M. Picarp a obtenu un résultat plus complet: toutes les courbes 
intégrales obtenues, qui aboutissent ainsi à l'origine de leur plan, y sont tangentes 
à la courbe 


— y = f(x, y), 


et y ont entre elles un contact d'ordre infini. Ces résultats s'étendent aux va- 
leurs complexes des variables et des coëfficients. Nous commencerons par dé- 
montrer que, quand la variable a tend vers l'origine dans le domaine D et par 
conséquent dans l’angle À, le quotient ue tend vers — b, si l'on désigne par 
b le coëfficient de x dans le développement de la fonction f(x, y): d’où il ré- 
sultera que lintégrale y(x) tend vers zéro. 


Considérons d'abord le quotient = Par une integration par parties, on 


> v 


wre 
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peut transformer le second terme de la fonction y,, et mettre le quotient 7 


sous la forme 


1 1 


T 
1 To To ct I Ü 
Ys_ ver  f(z,o)  e^f(m,o) , 3 | OU NS res 
1 x 1 1 0x 
quer Dez QUOTES 


Quand la variable x tend vers l'origine dans l'angle A, le premier et le troisième 
termes de la somme précédente tendent vers zéro; le second tend vers — b. 


) 
PU 6) est holo- 


Enfin le quatrième terme tend vers zéro. En effet la dérivée "E 


., M'cos« EINE hot 
morphe dans le cercle |x| — R: soit EUN la limite supérieure de son module 
| 


dans le domaine intérieur D. Dans ce domaine le quatriéme terme de la somme 
précédente est en module inférieur à 


uo 


M' | e^ du 


t 
u 


1 
aL ev 


où la variable x désigne comme précédemment l'inverse de la partie réelle de 
I , , 2 o 
= et tend vers zéro en décroissant constamment quand la variable x tend vers 


l'origine dans le domaine D sur les chemins d'intégration que nous avons définis. 
Or l'on a 


d l A 
— — (user) — eU(r —2u), 


du 
: Ju ecco T 
et par suite, pourvu que « soit inférieur à -: 
uo Up 1 1 
vl Al eu — uS eu’ 
| e" du < | au ti mg EE 
TI 2% 


u u’ 


I NBO . . . cip VE n . 
w désignant un nombre fixe compris entre u, et « et inférieur à -. On déduit 
Fi 


dois à 


1 


Un Un 
2 


Jg | w? e" 
M' | e“du M! | edu M'(u— 3 
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Quand u tend vers zero par valeurs positives, les deux termes du second membre 


tendent vers zero. 
Done, quand la variable z tend vers l'origine dans le domaine D, le quotient 


1 . je " . 
= tend vers —b; quel que soit le nombre positif c, on peut déterminer un 


second nombre positif w, tel que, dans le triangle mixtiligne D, formé par les 
deux côtés de l'angle A et la circonférence u — w,, l'on ait 


E +if<e 
x 


Il nous sera utile, pour simplifier des calculs, de diminuer au besoin w,, et de le 
ne SE 
supposer inférieur à E 


Nous allons comparer au quotient “ successivement les quotients = = hayley. 
Supposons le point a situé dans le triangle D,, et, dans la cas le plus compliqué 
où le point x, n'est lui-même dans le triangle D,, soit x, — o, e'^ le point du 


chemin d'intégration x, situé sur la circonférence u—u,. Ona 








d’où, en décomposant le second membre, 


a 1 z 1 
y; = ev I i | ez[f(x, GIL 0)] dx 32: | e? Wi (x, — f, o)] dx. 
i a e x, ] ven i 








On peut écrire 
f(x, y)—f(@, 0) —yq(z, y), 


((x,y) désignant une fonction holomorphe, comme la fonction f(x, y), dans le 
domaine |z|< R,|y| € P, et nulle pour x — y — o: si en outre, en un point de 


y 


ce domaine, ” est en module inférieur ou égal à un nombre fixe, soit |b] + 3e, 
z 


l'expression 


f(x,y)—f(x.o) wv. p(y) 
7 x 25 
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Er : . N cos« : : ' 
est en module inférieure à un nombre fixe - ruo» "quipue dépend que des coëffi- 
p 


cients de la fonction f(v,y) et du nombre «. Or l'on a dans le triangle D, 














1 , N 
|o <e, a fortiori || ore 3e: 
a a 
d’où 
f(z, y,) — f(x, 0)| _ N cosa 
x it ae jo 
et 
ur 1 
set 2 ou 
, 3 «we 
zo] N | edu Nlu—— = 
I e [f (z,y,) — f(x,0 á u er Nu Nu 
= ; | x Uf (z, : Js ft 37 )] da « u : ; « IE < = = = FR " 
e x I—24, I—2", IL— 24, 
Getz: u e" 


Pour étre assuré que l'expression considérée est en module inférieure à e, il 
suffit d'admettre que wu, ait été diminué au besoin, et rendu inférieur, en méme 


Hu lett eh 
N+2e 
D'autre part, sur le segment x, x, du chemin d'intégration, qui est situé 


f(«, y) — f(x, 0) 


ET é 
temps qu’a 3° ë 





dans le domaine D, la fonction est en module inférieure à 





x? 
k eos a X (r + M) 5 . keosa X (r+ M) : : 
> ne CU Dobe SUITE EE re PUISQUE On — COS a est 
(x + B) oj (I + B) u) cos? « S 
supérieur à u, cose. On a par conséquent 
Uy 
a 1 perdu 
I (f(x, y) — f(x, 0 k(r + M 
x f Sli wf, ol | rre p x 
: x u; COS? « 1 
% e7 zu ue“ 
et a fortiori 
gi l 1 1 
1 | e* [f (x. y) — f(x, 0)] Se k(r + M) » e (us — 21) $ RUE ER 
i ga wu; cos? a 7 À COS AG T 
Xe” zo u e ur wei 


. 192—1 3 ne s . 
Done la fonction "*  "' est en module inférieure à 2e, et par suite la 
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fonction "i b à 3e, dans le triangle D, formé par les cótés de l'angle A et 


* 


la circonférence u=u,, si le nombre w, est inférieur à u, et satisfait à la con- 





dition 
bt 
kRu, em 
Pre Sa Zn: SE , 
cos? « ' qe 
ww, eu 
1 1 


; ere VI : - 2 le e I A 
car, u, étant inférieur à + la fonction we”, qui a comme dérivée e" E | eroit 


quand u decroit de u, à zéro. 

Supposons u, assez petit pour satisfaire aux deux conditions précédentes, 
et le point + intérieur au triangle D,: soit v, — o, €!? le point du chemin d’inte- 
gration a, « situé sur la circonférence «= u,. Limitons de méme la fonction 








Us Yt On a 
TIO 
z 1 
Yo _ı (EUR, y) — f(x. 0) 5. 
a 1 x? Ed 
xu e? zo 
et 
Ez] 1 x 1 
un (elfey) TEA PE ICS NEN 7 
x = qs un x? 
x e? zo wer x2 


Y 


Quand le point x est situé dans le triangle D., 6 est inférieur à |b| - 3«; d'où 





1 





ur 2 
(CET 2 Lu 
1 ui er 
a x | edu w(« ae 
I e [f (a, y) — f (x, 0 Ge wer Nu Nu 
ES | (/( 2 Yo) — Ha, )] dm = < = ge mpl dc 
x I1— 24, CU, I cv du 


vez. u eu 


D'autre part, sur le segment x,x,, on a comme précédemment 








f(x, y) — f (s, o) c F008 a x (r+ M)(x +k) | k cosa X (r+ M)(x +k) 


Ge (r+ B)o: (r + Bjui cos’ a 





d'où 


M) 
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T2 
n" 


2,0], Et + Mz 8. 


t 


1 
| e" du 
kR'u, 


u2 = <a 








1 
H | e [f (x, y) 
1 x 


[2 


1 cos? « 


41 


1 
eu2 
——: 
u, wer 


rer x t e" 
En continuant de proche en proche, on démontre que, dans le triangle 
D, formé, par les côtés de l'angle A et la circonférence » — w,, on a 


Ya 
x 


I< et par suite 





+ o]<se, 


si l'on a déterminé une suite de nombres positifs w,, w,,...*,, inférieurs a w,, 
décroissants et satisfaisant aux inégalités successives 


1 1 1 
kRu eu : kRu et y kRu, En —1 ; 
= Oy E cau DEN «ec = 0 FT «t 
: 4 i COS IC E Rn 
wu. ee u, u,ets UE _1 Un en 








= DAS - € = A = 
cos? « 1 ' eos*« 1 


Il résulte que, quand la variable + tend vers l'origine dans l'angle A, le’ 
quotient = tend vers — b, quel que soit », et que la fonction y, et par consé- 


quent la fonction-limite y(*) tendent vers zéro, puisque la suite de fonctions 
Yn est uniformément convergente dans le domaine D. Mais il ne résulte pas 


y (x) 
x 


immédiatement que la fonction tende vers — b, car la suite de fonctions 


= n'est pas uniformément convergente dans le domaine D au voisinage de 
l’origine, et d'autre part il est visible que les nombres w, tendent vers zéro 
quand n croit indéfiniment. Pour achever la démonstration, nous devons com- 


y (x) — n 
x 


parer la décroissance des nombres w, et celle de la différence quand 


la variable + tend vers l'origine dans l'angle A. 
En un point x du domaine D, l'on a 


ZEN — afi] < kn (r + M) ; 


|Yyn+2— Yn+il < [gut (r Ar M), 


[Yntp— Yntp—1| < kr? (r + M), 
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et par consequent 


k" (r + M) 





er — Val « En (r9 Mieter mes er Be 
d’où, en faisant croître p indéfiniment, . 
ly (x) — ynl < e^ R', 
et 
A T n p / 
Eum «zt, Pessoa eri 

















Si le point x est situé dans le triangle D,, défini par les conditions énon- 
cées, et où l'on a par suite 


Yn 
IE JE 


et si le point x satisfait d'autre part à la condition 


kr R' kn R' 
= Or 
0 E TE 


bj 








> 


on aura en ce point 
x 


pour qu'il existe des points + satisfaisant aux deux conditions précédentes, il faut 
et il suffit que l’on ait 


k^ R' 
Un - ead 





u DE - DE . t5 
Or posons u, = E MU est positif puisque w,, u, sont positifs et w, inférieur 


à u,; il vient 








kR'u, Ea: kR'u, SIE cv, 
cos? @ ^^ ai cos? « ee 
Use u‘ en 


Pour que le quotient précédent soit inférieur à e, il suffit que l'expression que 
l'on obtient en remplaçant au dénominateur l’exponentielle par la somme des 
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deux termes d’exposants 4 et 5 de son développement en série soit elle-même 
inférieure à €: 


c-r. u ue UL ed 


COSE v, 
vi|r-d 





ou, puisque w, est inférieur à a il suffit que l'on ait 











24 k R'u, u 2 u 
RS ‚=. 0u v, — C ua, et u — ——3— 7, 
cos? « vi E \ 2 1 
" 1 Y 
at ie ONE 
en posant 
(ERs 
& cos? « 
Il suffira de même que l’on ait 
j Uy Us Un—ı 
U; = NUS a Un = en 
1 + Cu 1 + Cu iC LA 


Si l'on fait croître n indéfiniment, les termes de la suite infinie obtenue uw, , w,,..., 
Uny..., sont positifs et décroissent; ils ont donc une limite positive ou nulle. 

Cette limite ne peut étre positive. En effet l'on déduit des équations 
précédentes 


u, 





Un = ——— ——— 


i 4 Cu) (ir + re (x + Cus _ 


MM ——715 


et par suite 


u, 
Ve PACE NES UE 
Taf C (us de Ope ak ooo af ui | 


Si la limite des nombres de la suite «,, 1,,..., Un,..., était positive, la somme 
qui figure en facteur de C au dénominateur de l'expression précédente, croitrait 
indéfiniment avec m, et w, devrait tendre vers zéro. Donc l'hypothése considérée 
conduit à une contradiction. La limite des nombres u, est zéro. 





A ^ : "INE u 
Il résulte que, quand n croît indéfiniment, le rapport Nu tend vers r; 
In—1 
; MN. i kon) : 
par conséquent le nombre w, finit par être supérieur au nombre -, qui est 
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le terme de rang n d’une progression géométrique de raison inférieure à 1. 
Done, si n est assez grand, il existe dans le triangle D, des points où l'inégalité 





est vérifiée. 
En outre, si n est assez grand, le nombre ,41 est supérieur aussi au nombre 
kt HR Xr i alee n 3 
— —; de sorte que l'inégalité précédente est vérifiée dans toute la partie du 
& COS & 
triangle D, extérieure au triangle D,,1. De même le nombre 5,» est supérieur 


ket g R ER, SET : 
au nombre Sn et la même inégalité est vérifiée encore dans la partie du 
€ Sa 


triangle D,,; extérieure au triangle D,,». Et ainsi de suite: l'inégalité considérée 
est vérifiée dans tout le triangle D,. 

En définitive, si petit que soit le nombre positif e donné à l’avance, on 
peut déterminer une circonférence u=u,, tangente à l'origine à laxe des 
quantités purement imaginaires telle que dans le triangle formé par cette cir- 
conférence et par les cótés de l'angle A, l'on ait 





Done la fonction y (æ) tend vers — b, quand la variable x tend vers l'origine dans 


l'angle A. 
4. Si lon substitue dans l'équation (3) une série entiére en x sans terme 
constant 


(6) y—20,*5- ax En + Onn” + - 


et qu’on applique les régles ordinaires du calcul des séries convergentes, on 
trouve que l’equation (3) est vérifiée par une série unique de la forme (6): le 
coéfficient a, est égal au coéfficient que nous avons désigné précédemment par 
— b, et de proche en proche tous les coéfficients a,,a,,..., @n,... se détermi- 
nent successivement. Toutes les intégrales y(r) que nous avons obtenues, et qui 
dépendent de la constante y,, arbitraire pourvu qu'elle soit assez petite, ad- 
mettent comme développement asymptotique, quand la variable x tend vers 
lorigine dans l'angle 4, cette série de la forme (6) unique qui vérifie formelle- 
ment l'équation (3). 
En effet faisons dans l'équation (3) la transformation 


Y= a, + 2%, (a, — — 5); 


EL 
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l'équation transformée en z a la même forme que l'équation (3). A l'une des 
intégrales y(x) de l'équation (3), correspond une intégrale de cette seconde 
équation, z(r), qui, d’après les résultats précédents, est holomorphe et tend 
vers zéro quand la variable x tend vers l'origine dans l'angle A. Donc, dans 
cet angle, pour des valeurs de x suffisamment petites, l'intégrale z(x) peut être 
représentée comme limite d'une suite de fonctions analogue à la suite de fonc- 
tions y,; par suite, quand la variable x tend vers l'origine dans l'angle A, le 
quotient 2 tend vers une limite. Cette limite est égale au coëfficient de x 


E 


dans la série entière en x sans terme constant qui vérifie formellement l'équation 
différentielle en z, et par conséquent est égale aussi au coéfficient de x? dans la 
série de la forme (6) qui vérifie formellement l'équation en y. On obtient ainsi 


z 
zd e. 


et 
j-—2a,c-rac?-r2z;,-, 


la fonction z, tendant vers zéro avec x. En continuant de proche en proche, 
on voit que les intégrales y (x) se mettent sous la forme 


Y (x) = 4,0 4G, 08 +--+ On 2” mE”, 


la fonetion z, tendant vers zéro avec x dans l'angle A. 

D'après l'équation différentielle (3), les dérivées y'(x) ont nécessairement 
un développement asymptotique dans l’angle A puisque les fonctions y(x) en 
ont un: ce développement ne peut étre que le développement des fonctions 
y (x) dérivé terme à terme. 


5. On démontre par des calculs analogues que la suite des fonctions 


m s [ £169, 
; < de Psy 
(7) | à 


z 1 
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qui sont aussi des intégrales des équations linéaires (4), définit une intégrale 
y (x) de l'équation (3) holomorphe et tendant vers zéro quand la variable x tend 
vers l’origine à gauche de l'axe des quantités purement imaginaires.! Cette inté- 
grale y(x) admet aussi comme développement asymptotique à gauche de l'axe 
des quantités purement imaginaires la serie entière en x (6) qui vérifie formelle- 
ment l'équation (3). 

D'ailleurs l'équation (3) ne peut admettre plusieurs intégrales holomorphes 
et tendant vers zéro quand la variable x tend vers l'origine à gauche de l'axe 
des quantités purement imaginaires. Soient en effet y (x), z(x) deux telles inte- 
grales, et %,, 2, les valeurs de ces intégrales, supposées différentes, au point x,. 
Faisons varier + à partir du point x, à gauche de l'axe des quantités purement 
imaginaires, dans le domaine où y(x) et z(x) sont holomorphes; on a 


ay =y + f(x, y), 
Bl Zr (az): 
d’où 
a? (y —2)=y—2+ f(z, y) —1(&, 2), 
et 





Sb i fiz,y-—f =] dz 


y—2 D 


y—2= (Jy — 2) e^ 


La différence y—z tend vers zéro quand la variable x tend vers le point x — 0: 

nous allons montrer qu'au contraire l’exponentielle du second membre croit 

indéfiniment. 

f(x, y) —T(x. 2) 
y—2 


Le quotient peut étre supposé aussi petit que l'on veut, 


1 L'intégrale (x) tend uniformément vers zéro, et dans le développement 
g 1 p 
y (x) = a, à + aja? + --- + an an + Zn am, 


la fonction zn tend uniformément vers zéro, dans tout angle ayant son sommet à l'origine et 
dont les deux côtés sont à gauche de l'axe des quantités purement imaginaires L'intégrale 
y(r) tend vers zéro et le développement asymptotique est valable, à gauche de l'axe des quan- 
tités purement imaginaires, sur tout chemin aboutissant à l'origine ou admettant l'origine 
comme pointasymptote et non tangent à cet axe, ou méme sur certains chemins tangents à 

1 


cet axe, mais dont l'origine n'est pas un point ordinaire. Tel est le cas des fonctions e, 


81 - 


Certains des énoncés suivants peuvent étre précisés d'une maniere analogue. 
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Ü 
Î est 
du 


puisque y et z tendent vers zéro avec a, et que la dérivée partielle 


holomorphe et nulle pour «=y—o. D'autre part, si l'on pose z— oe'?, d'où 


du — cos dda + o sin Idd + i(o cos 9d 9 — sin Jde) 


- 
x Q 





é gue da - à 
on voit que la partie réelle de —, a un signe constant, et que le quotient par 
x 


„2 


cette partie reelle de la partie imaginaire 





dd ER 
* do Use 
RATE TE 
Die do 18.9 


est borné, pourvu qu’on choisisse comme chemin d’integration joignant le point 2, 
au point x, un are de spirale logarithmique admettant l’origine comme point- 
asymptote et symétrique par rapport à l’axe des quantités purement imaginaires 
de l'un des ares définis précédemment. 

Il résulte que sur un tel chemin d'intégration la partie réelle de l'ex- 
posant figurant dans l'expression de y—z tend vers +, comme la partie 
réelle de 


—— + 5 


T 
dx I I 
| Ge CR, 


u 


To 


x 


quand la variable + tend vers l'origine à gauche de l'axe des quantités purement 
imaginaires. Donc l'hypothése considérée conduit à une contradiction. 


6. D'une facon générale considérons l'équation 


(2) ney 


ou » désigne un nombre entier! supérieur à 1, et f(x, y) une fonction des deux 
variables x, y holomorphe pour les valeurs x = y = o, et dont le développement au 
voisinage de ce systéme de valeurs ne renferme ni terme constant ni terme du 
premier degré en y. Au voisinage du point z — o, dans chacun des angles où 3t (27-1) 





1 Si l'exposant 2 est non plus un nombre entier, mais un nombre réel supérieur à 1, 
ou méme un nombre imaginaire dont la partie réelle est supérieure à 1, les résultats relatifs 
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est positif, les suites de fonctions analogues à la suite (5) définissent une infinite 
d’integrales dépendant d’une constante arbitraire, holomorphes et tendant vers zéro 
quand la variable x tend vers le point z — o dans l'angle considéré; dans chacun 
des angles où (2-1) est négatif, les suites de fonctions analogues à la suite (7) 
définissent l'intégrale unique, holomorphe et tendant vers zéro quand la variable 
x tend vers le point z — o dans l'angle considéré. Toutes les intégrales obtenues 
admettent comme développement asymptotique dans l'angle correspondant la 
série entière en x unique 


6 Jud mca; muc amps 
1 


qui vérifie formellement l'équation (2). 

La série de la forme (6) qui vérifie formellement l'équation (2) peut étre 
convergente pour toute valeur de x ou pour les valeurs de x suffisamment 
petites, ou n'étre convergente pour aucune autre valeur de x que x— o, c'est- 
à-dire- étre une série divergente. On se trouve dans le premier cas quand la 
série (6) se réduit à y — o: il faut et il suffit pour cela que dans l'équation (2) 
la fonetion f(x, o) soit identiquement nulle; d'ailleurs, quand la série (6) est 
convergente, et a pour somme S(x), on peut toujours par la transformation 
ly, S(z) + y]; être ramené au cas où cette série se réduit à y=o. Il y a des 
exemples classiques du second cas: ainsi l'équation 


y=—b[e+2°+1.22°+--:+1.2... (n— 1) a? + ---]. 


On a dit que le second des deux cas précédents est plus fréquent que le 
premier, et que la série entière en + sans terme constant qui vérifie formellement 
l'équation (2) est en général divergente. Comme il est arrivé dans des cir- 
constances analogues, il faut préciser le procédé que l'on adopte pour dénombrer 


, 


les cas considérés. 


à l'existence des intégrales sont encore valables. Dans le cas où l'exposant n est de la forme 


p ot e 5 ESS 
"o p et q désignant deux entiers supérieurs à 1 (p > 4), ces intégrales admettent comme dé- 
1 


veloppement asymptotique une série entière en æ2: ce cas se ramène au cas où l'exposant n est 
1 


i - lg 
entier par le changement de variable #2, a) 
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Ainsi Brrot et BouqQuET ont considéré l'équation! 


(8) wf! —ay—af(v), 

où a désigne une constante différente de zéro, et f(x) une fonction de x holo- 
morphe pour x— 0. Et ils ont démontré que la série entière qui vérifie formelle- 
ment cette équation est convergente ou divergente suivant que la quantité a 
est ou n’est pas l’affixe d’un zero de la fonction entière que M. BoREL a appelée 
depuis fonction entière associée? à la série entière f(x). Donc le cas où l’équa- 
tion (8) est vérifiée par une série entière convergente apparaît comme excep- 
tionnel. 

Mais à un autre point de vue les équations (2) vérifiées par une série de 
la forme (6) convergente sont au moins aussi nombreuses que celles qui sont 
vérifiées par une série de la forme (6) divergente: car à toute équation 
„day 


x 


s da 34 hs) 


appartenant à la seconde catégorie on peut faire correspondre l'équation 


MIO EN, 
a^ gus Y = VIe, y), 


! Journal de l'Ecole Polytechnique, t. XXI, cah. 36, p. 182. 
? La fonction entière associée à la série entière 


bo + bi 2+ ba? +---+bnanr+..., 
dont le rayon de convergence n'est pas nul, est la fonction entiere définie par la série 


b M + UE ea 


10.2. n! 
De méme la série entière en x qui vérifie l'équation 


dy 


ac rer Op ee er Un aie), 


est convergente ou divergente suivant que la quantité a est ou n'est pas l'affixe d'un zéro de 
chacune des deux fonctions entiéres 





à „2 Le 
Dez, ben dE IE 4 
I INGENIUM 
ba ba, ba? 
Deben uem cun 


Et ainsi de suite. 


Acta mathematica. 4l. Imprimé le 30 septembre 1916. 
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qui est vérifiée par la serie convergente y — 0, et qui appartient à la premiere 
catégorie. 

Quand la série entiére en x sans terme constant qui vérifie formellement 
l'équation (2) est convergente, la somme de cette série y— S (xr) représente une 
intégrale holomorphe et nulle au point z— o. C’est nécessairement cette inté- 
grale que définissent les suites de fonctions (7) dans les angles où R(27-1) est 
négatif: le résultat obtenu se réduit dans ce cas à une représentation dans les 
angles où 3i(27—!) est négatif de l'intégrale holomorphe et nulle à l'origine. Au 
contraire, parmi l'infinité d'intégrales obtenues dans chacun des angles où R(x"-1) 
est positif, l’intég'ale holomorphe et nulle à l'origine y — S (x) correspond à la 
valeur particulière S(x,) de la constante arbitraire y,: la différence y (x) — S (x) 
de l'intégrale S(x) et d'une autre intégrale y(x) correspondant à une valeur 
différente de la constante y, tend vers zéro avec z, et a un développement asymp- 
totique suivant les puissances entiéres de x identiquement nul; ce qui correspond 
au résultat énoncé par M. Bourroux: la croissance de la fonction y(x) — S (x) 
est du type exponentiel.! 


7. Relativement à l'allure des intégrales de l'équation 


„eu Bee 
x dag Mr. is M. 


— 
D 
— 


dans le plan de la variable complexe au voisinage du point «=o, on peut 
ajouter les indications suivantes. Les intégrales de l'équation (2) qui tendent 
vers zéro dans les angles où N (x!) est positif, tendent vers d'autres valeurs- 
limites dans les angles où 3t(a"-!) est négatif, et sont indéterminées dans les 
directions où 3t(2?—) est nul: tel est le cas dans l'équation simple 

„di a if ts 

dr — y (r— y), d’où gm ez. 

Dans le cas général oü le second membre de l'équation (2) n'est pas un 
polynôme du second degré en y, M. Bourroux a montré que les points critiques 
des intégrales s’accumulent au voisinage du point zr — o dans les directions où 
(ar!) est nul. Dans un angle où 3t(2"—) est positif, soit y(x) une intégrale 
holomorphe au voisinage du sommet x—o dans un certain domaine D, et qui 
tend vers une valeur-limite quand la variable x tend vers le point z — o dans 


! Journal de Liouville, 6e série, t. VI, p. 185—186. 
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le domaine D. Suivons cette intégrale le long d’un chemin issu du domaine D, 
qui tourne autour dun point critique situé au voisinage d’un cöte de l’angle 
considéré et qui revient au voisinage du sommet. L’intégrale y(x), ainsi pro- 
longée analytiquement, est holomorphe dans le méme angle au voisinage du 
sommet æ—o, dans un nouveau domaine D', et elle tend, quand la variable x 
tend vers le point «=o dans le domaine D', vers une nouvelle valeur-limite. 
Cette nouvelle valeur-limite est en général différente de la valeur-limite primi- 
tive. Soit par exemple l'équation 
pS CATE ze d'où y —ı=( Us 

da 2y 

à droite de l'axe des quantités purement imaginaires les intégrales y (+) ont 


deux valeurs-limites +1 et —1, qui se permutent autour des points critiques 
1 
définis par l'équation e = — C. 


8. Enfin, comme l'a indiqué M. Brnpixson, la méthode des approxima- 
tions successives, dirigée de méme, peut être appliquée à l'équation 


1: 
(9) 27, ay fu, y), 


où a désigne une constante différente de zéro, et f(x, y) une fonction des deux 
variables x, y holomorphe pour le système de valeurs x = y = o, et dont le dévelop- 
pement au voisinage de ce systéme de valeurs ne renferme ni terme constant ni terme 
du premier degré en y. On retrouve ainsi les résultats dont la démonstration 
classique est fondée sur l'emploi des fonctions majorantes. I] importe toutefois 
de développer en quelques mots l'application à l'équation (9) de la méthode des 
approximations successives:! il sera évident ensuite que la méme méthode est 
applieable aux équations et aux systémes différentiels d'ordre supérieur au 
premier qui généralisent à la fois l'équation (2) pour » » 1 et l'équation (9). 
Dans le plan de la variable x, au voisinage du point x — o, nous considérons 
des domaines A où z^ tend uniformément vers zéro, et des domaines À! où a^ 


* M. Goursar a appliqué à l'équation (9) un procédé analogue (Cours d'analyse, 2ème éd., 
t. II, p. 504). 

M. Bourroux a retrouvé les résultats classiques relatifs à l'équation (9) par une méthode 
voisine, en introduisant un paramétre dans cette équation, et en développant les intégrales 
suivant les puissances de ce paramètre; M. Bourroux a appliqué cette méme méthode à l'équa- 
tion (2) (Lecons sur les fonctions définies par les équations différentielles du premier ordre, 
p. 114, 125; Journal de Liouville, 69 série, t. VI, p. 194). 
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tend uniformément vers l'infini Mais nous devons ajouter ici une condition 
supplémentaire à la définition des domaines A et A’: la condition analogue 
relative à l'équation (3) se trouvait remplie d’elle-même par le choix d'un angle 
à côtés rectilignes comme domaine A. Il faut que deux points quelconques 
d'un domaine A ou 4A’ puissent être joints par un arc situé tout entier dans 
le domaine d'une spirale logarithmique admettant le point z — o comme point- 
asymptote, et dans laquelle l'angle de la tangente avec le rayon vecteur soit 
compris en valeur algébrique entre deux angles y; et 7,, fixes et tels que sur 
les spirales logarithmiques correspondantes z^ tende vers zéro dans un domaine 
A, et vers l'infini dans un domaine A'. 

Considérons au voisinage du point r-— 0 un domaine 4 et la suite de 


fonctions 


Si le point x, est dans le domaine A assez voisin du point æ—o, et si la 
valeur y, est assez petite, les fonctions 7,,7y,,...7,,... sont holomorphes et 
forment une suite uniformément convergente dans un domaine D limité d’une 
part au voisinage du point «=o par la frontière du domaine 4, et d'autre part 
par les deux ares de spirale logarithmique admettant le point « = o comme point- 
asymptote, issus du point x, et dans lesquels les angles des tangentes avec le 
rayon vecteur sont respectivement 7, et 7,. Les calculs sont entièrement ana- 
logues aux calculs relatifs à l'équation (3), si l'on prend comme nouvelle variable 


u——.. Il résulte que la suite de fonctions y, définit une intégrale 


y(x) de l'équation (9) holomorphe dans le domaine D; et l'on démontre encore 
que cette intégrale y(x) tend vers zéro quand la variable x tend vers le point 
«=o dans le domaine D et par conséquent dans le domaine A. On obtient 
ainsi une infinité d'intégrales y(x) dépendant de la constante y,, arbitraire 
pourvu qu'elle soit assez petite. 

Si le coéfficient a n'est pas un nombre entier positif, l'équation (9) admet 
une intégrale holomorphe et nulle pour z — o, y — S(z), et l'on est ramené par 
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la transformation [y, S (x) + y] au cas où cette intégrale est y — o. Dans ce cas 


= ; il est visible 


f(x, o) est identiquement nul, et la fonction y, se réduit à y, \ 
“0 


que successivement les fonctions 5;,35,.... Yn,... sont des séries entières par 


rapport aux quatre variables x, y, (; 


a 
=| , To, Jo convergentes si ces quatre variables 
50) 


sont assez petites, et d'ailleurs identiquement nulles pour y, (x) =o. Donc la 
Med 
fonetion-limite y(x) est une fonction holomorphe des deux variables x et y, (=) 3 
2240 


c qae 
considérées comme indépendantes, holomorphe pour x — y, | =o, et nulle 


To 





q^ ep . >: - BR TD: . ee 
pour % (7) =o. Si l'on revient de l'équation transformée à l'équation primitive (9), 
Lit) 


on obtient pour les intégrales y(x) de cette équation les développements clas- 
siques en série double par rapport aux deux variables x et Cz", C désignant 
une constante arbitraire. 

Remarquons d’ailleurs que, quel que soit a, toute série entière en a sans 
terme constant qui vérifie formellement l’équation (9) est convergente: les inté- 
grales y(x) de cette équation nulles et non holomorphes pour x = o ne peuvent sur 
aucun chemin tendant vers le point «=o admettre comme développement 
asymptotique une série entière en x divergente. 

Si a est un entier positif, des logarithmes peuvent s’introduire dans les 
seconds termes des fonctions Y,, ys... Yn,...; ces fonctions, et l'intégrale y (x), 
sont de méme des fonctions des trois variables x, C x“, x“ log x, considérées 
comme indépendantes, holomorphes et nulles pour z = Ca"— x“ log x—0. Pour 
qu'une intégrale y(x) de l'équation (9) soit une fonction holomorphe et nulle pour 
x—=o, il est nécessaire que les coëfficients de la fonction f(x, y) vérifient une 
certaine égalité algébrique; et réciproquement, si cette égalité est vérifiée, 
l'équation (9) admet une infinité d'intégrales holomorphes et nulles pour x — o. 
Pour a — r1, la condition nécessaire est que le coëfficient du terme du premier 
degré en x dans la fonction f(x, y) soit nul: alors aucune des fonctions y,, y,,... 
Yn,--., ne renferme de logarithme. Mais pour a 72, il se peut que ces fonc- 
tions contiennent des logarithmes, et que néanmoins la fonction-limite soit 
holomorphe en x pour æ— 0. 

Considérons maintenant au voisinage du point v — o un domaine 4' et la 
suite de fonctions 
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wer 


y, = xt | f(a, Oa as 


0 


c 


m je Yn—1) d 





qut id) 


Cette suite de fonctions définit une intégrale de l'équation (9) holomorphe et 
tendant vers zéro quand la variable a tend vers le point «=o dans le domaine 
A'. Mais cette intégrale n'est autre que l'intégrale holomorphe et nulle pour 
x—=0, qui existe car le coéfficient a ne peut être positif. En effet, comme 
nous lavons fait dans le cas de l'équation (3), on démontre que l'équation (9) 
ne peut admettre deux intégrales holomorphes et tendant vers zéro quand la 
variable + tend vers le point x — o dans un domaine À". 

Briot et BOUQUET ont obtenu une proposition! analogue: si la partie réelle 
du coëfficient a est négative ou nulle, l'équation (9) n'admet pas d'autre inté- 
grale tendant vers zéro que lintégrale holomorphe et nulle pour x — 0, sur un 
chemin dont la longueur et l’argument restent finis. Le résultat que nous 
venons d’enoncer est plus général. D'ailleurs la proposition de Brior et BOUQUET 
n’est pas susceptible d'une extension indéfinie. M. Duzac a formé l'équation 
différentielle? 


duis d ; 


dont l'intégrale générale y (v) est définie par l'équation 
1 + zylogx— (xy: 


quelle que soit la constante C, l'intégrale y (x) tend vers zéro quand la variable 
x tend vers le point r— 0 dans un domaine où vlog x tend vers l'infini. Sur 
un chemin situé dans un tel domaine, il y a nécessairement des points où l'angle 


. . Lise) ua . 
de Ja tangente et du rayon vecteur est arbitrairement voisin de —: en quoi le 
2 


domaine considéré ne satisfait pas à la restriction imposée aux domaines À". 





! Journal de l'Ecole Polytechnique, t. XXI, 36° cahier, p. 175. 
? Journal de l'Ecole Polytechnique, 2ème série, 9° cahier, p. 49. 
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9. Les divers résultats précédents s'étendent aux équations et aux systèmes 
différentiels d'ordre quelconque qui généralisent l'équation (1). Considérons par 
exemple l'équation du second ordre 








où m et n désignent deux entiers positifs, k le plus petit de ces deux entiers, a 


A . = 7 d: 
a) une fonction des trois variables 2, ee holo- 





une constante, et ix, Ya) Le 


morphe pour les valeurs nay a aro =o, et dont le développement au voisi- 


nage de ce systéme de valeurs ne renferme ni terme constant ni termes du 
dy 


dx 
Si l'on an>m>ı, on peut transformer l'équation (ro) de façon que 


premier degré en y et «* 


léquation qu'on obtient en égalant à zéro le premier membre de l'équation 
Te s 
zm-—1 


transformée ait deux intégrales particulières de la forme e Ken, miete dé--- 
signant deux constantes, sans que le second membre cesse de satisfaire aux 
conditions énoncées. On peut alors appliquer à l’equation transformée la même 
méthode d'approximations successives que M. BeNpixsoN a appliquée à l'équa- 
tion (2); les équations différentielles successives s'intégrent de même par Ja 
méthode de la variation des constantes, et les expressions obtenues se limitent 


de méme dans des hypothèses analogues. Au voisinage du point «=o, dans 





: r 
chacun des angles oü | = 


= | sont négatifs, on obtient des intégrales 
d 


—1 
de l'équation (ro) holomorphes, tendant vers zéro quand la variable x tend vers 
le point «=o, et dépendant de deux constantes arbitraires. Dans chacun des 
angles oü ces deux parties réelles sont de signes contraires, on obtient des inté- 
grales dépendant d'une seule constante. Enfin, dans chacun des angles où ces 
deux parties réelles sont positives, on obtient une seule intégrale. 

Si l'on a m>n>1, ou m>ı, n-— r, ou encore m>2,n= 0, On peut écrire 
l'équation (ro) sous la forme 


on ay dy du 
i» s cam ga tu te emm 


p désignant un nombre plus grand que x, qu'on peut supposer entier: s'il ne 
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lest pas, il le devient par le changement de variable! (x, 2°). On peut trans- 
former l'équation (rr) de facon que l'équation qu'on obtient en égalant à zéro 
le premier membre de l'équation transformée ait deux intégrales particuliéres de 





r s T 
- =1 —1 € Acl 
la forme er” ", ee”, ou de la forme &^ ', =, r et s désignant des con- 


stantes. Dans le premier cas, les conclusions sont les mémes que précédem- 
: T pie uis 
ment. Dans le second cas, l'on obtient dans les angles ou 9t =) est négatif 


des intégrales dépendant de deux constantes, et dans les autres une seule 
intégrale. 

D'ailleurs les équations (ro) et (rr) n'admettent dans chacun des angles 
considérés d’autre intégrale holomorphe et tendant vers zéro que celles qui sont 
ainsi obtenues. Et toutes ces intégrales admettent comme développement asymp- 
totique dans l’angle correspondant la série entière en x sans terme constant 


Max 0, EESTI eg 


qui vérifie formellement l'équation (ro) ou l'équation (ri), et qui peut être con- 
vergente ou divergente. 

Si l'on a dans l'équation (10) m — 1, n » 1, on peut transformer cette équa- 
tion de facon que l'équation qu'on obtient en égalant à zéro le premier membre 


r 


, 5 , : : ; : EN aT 
de l'équation transformée ait deux intégrales particulières de la forme e^, 


1 
x“, r désignant une constante. Au voisinage du point æ—o, dans les angles 


où N =) est négatif, on obtient des intégrales dépendant de deux constantes 
si N(a) est positif, et d'une constante si N (a) est négatif. Dans les angles où 


RE est positif, on obtient des intégrales dépendant d'une constante si 3i (a) 


est positif, et une seule intégrale si N(a) est négatif. Dans chacun des angles 
considérés, l'équation (ro) n'admet pas d'autre intégrale holomorphe et tendant 
vers zéro que celles qui sont ainsi obtenues. D'ailleurs, pourvu que le coéffi- 
cient a ne soit pas l'inverse d'un nombre entier positif, l'équation (1o) est vérifiée 
par une série entière en x sans terme constant, unique et qui peut;étre 
convergente ou divergente. Cette série entière est le développement asymptotique, 
parmi les intégrales obtenues, d'intégrales dépendant d'une constante dans les 





1 Cf. supra, p. 47, note I. 


. 


rue 
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angles où | = | est négatif, et d'une seule intégrale dans les angles oü 
Eu E 





3t (=) est positif.! 


Soit enfin l’equation 





oy LUN me Ed 
(r2) A ax, + by ho) 








1 Une méthode d'approximations successives analogue à celle que nous indiquons a été 
appliquée par M. Picarp (Traité d'analyse, 2ème éd., t. IIT, p. 413) à l'équation linéaire du 
second ordre 


(a) yl + (m + Eto) yt (+ umo, 


où les deux expressions entre parenthèses sont des fonctions de a holomorphes pour x =, 
i coëfficients réels. Dans le cas où l'équation en À À + a94 +b) — 0 a ses racines réelles et 
distinctes, M. Pıcarn a obtenu, quand la variable x croît indéfiniment sur la partie positive de 
l'axe réel, une intégrale y(x) de l'équation (a), dépendant d'une constante, cj, et admettant un 
développement asymptotique de la forme 


en 





; [ 6 C2 
y—=erTau le + — +++ 
x x” an 


où À désigne la plus petite racine de l'équation 2° + a9 2 + by = 0, et y et les coéfficients c; des 
3 3 A c Y Pa er 

constantes. Par les transformations |^ eA qi (es +14: | et l^ ) c désignant une constante 
fee ee a : 


positive, l'équation (a) devient 
(8) ey" tel + fy + + e(x)y — e (2), 


où f(x), &(x), & (x) désignent des fonctions de x holomorphes et nulles pour v = 0: l'équation 
(2) est de la forme considérée dans le texte avec n=2,r=-+1,a=—1. L'intégrale de 
l'équation (a) et le développement asymptotique obtenus par M. Picarp correspondent à l'inté- 
grale unique de l'équation (3) et au développement asymptotique que nous obtenons au voisi- 
nage du point «=O sur la partie positive de l'axe réel | [4] étant positif et It (a) négatif |. 
D'ailleurs le procédé d'intégration par parties par lequel M. Prcarp met en évidence le dé- 
veloppement asymptotique de l'intégrale y(x) pourrait étre adapté à l'équation (9) et aux équa- 
tions qui la généralisent, méme dans des angles, pour les valeurs complexes des variables. 

M. Picarp a considéré aussi le cas où l'équation A’+a,A+b,=0 a ses racines 
imaginaires (loc. eit, p. 418) A l'axe réel correspond alors dans la transformation l'axe des 
quantités purement imaginaires: de sorte que le résultat obtenu par M. Picarp est relatif dans 
l'équation (8) à une direction sur laquelle 3t (=) est nul. Nous avons écarté ces directions 
de notre discussion. 

Enfin M. Corrox a appliqué la même méthode d’approximations successives à l'étude sur 
l'axe réel des intégrales de systèmes différentiels d'ordre quelconque auxquels peuvent se ra- 
mener l'équation (9) et les équations que nous considérons pour généraliser l'équation (9) (An- 
nales de l’Ecole Normale, 1911, p. 473). 

Acta mathematica. 41. Imprimé le 30 septembre 1916. s 


58 J. Chazy. 


où b désigne une constante différente de zero. L’équation linéaire qu'on obtient 
en égalant à zéro le premier membre de l'équation (12) admet deux intégrales 
particulières de Ja forme a^, #, ou a", 2^ log x, r et s désignant des constantes 
différentes de zéro. Nous devons imposer aux domaines que nous considérons 
dans le plan de la variable zy au voisinage du point z — o une restriction sembla- 
ble à celle que nous avons imposée dans le cas de d'équation (9) aux domaines 
A et A', et double s'il y a deux exposants r et s. Alors, dans les domaines oü 
x” et a, ou x”, tendent vers zéro, on obtient des intégrales de l'équation (12) 
holomorphes et tendant vers zéro, et dépendant de deux constantes; dans le 
premier cas, et pourvu qu'aucun des exposants r et s ne soit un entier positif, 
les intégrales obtenues sont des fonctions des trois variables x, Car, Ca, 
C, et C, désignant deux constantes arbitraires, holomorphes et nulles pour 








y — Cia — C,a* — 0: et les développements relatifs aux autres cas peuvent être 
obtenus par dégénérescence du développement précédent. Dans les domaines 
où a” tend vers zero et a? vers l'infini, on obtient des intégrales dépendant 
d'une constante, et qui sont des fonctions des deux variables x et Cx’ holo- 
morphes et nulles pour x — Ca" =o, pourvu que r ne soit pas un entier positif. 
Enfin, dans les domaines où x” et 2, ou at, tendent vers l'infini, on obtient 
une seule intégrale, l'intégrale de l'équation (12) holomorphe et nulle pour «=o. 


CHAPITRE II. 


10. Nous démontrerons d'abord le théoréme suivant. 
Théorème. Soit l'équation différentielle 


(13) EQ 


oi n désigne un nombre supérieur à x, el e(y) une fonction de y holomorphe et 
tendant vers zéro quand la variable y tend vers le point y=o de son plan dans un 
angle A ayant son sommet en ce point; l'intégrale générale y(x) m'est pas uniforme. 

M. PAINLEVÉ a démontré le théorème précédent dans le cas où la fonction 
é(y) est holomorphe et nulle au point y—o. Mais nous aurons à appliquer 
ce théorème dans des cas plus généraux auxquels ne s’etend pas la démonstra- 
tion! de M. PAINLEVÉ: par exemple quand la fonction ¢(y) n'est pas holomorphe 
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au point y=o, mais admet dans l'angle 4 une série entière en y comme de- 

veloppement asymptotique, ou quand la fonction &(y) est de la forme y log y. 
Nous supposerons pour simplifier les calculs l’exposant n égal à 2. 
L’equation (13) ne change pas par la transformation (x, «x + jj), quelles 

que soient les constantes « et 9, et s'intègre par deux quadratures: on a suc- 

cessivement 

E (y) 


U 


dx A 
= (le % , m=( | dye w c 


dy 
Yo 
y, € et v, désignant trois constantes. La fonction &(y) est holomorphe dans 
langle A au voisinage du point y — o, dans un domaine que nous désignerons 
E y 
par domaine D; soit y, un point du domaine D. Quand y varie à partir du 


point y, dans le domaine D, les fonctions in et æ(y) définies par les expressions 


DAT su GE ^ ^ 
précédentes sont holomorphes, et la fonction dU est différente de zéro. Nous 
allons montrer qu'on peut déterminer dans le domaine D un chemin ouvert — 
auquel correspond dans le plan de la variable « un chemin fermé. 

En premier lieu posons 


£ et n désignant des quantités réelles, et faisons varier y à partir du point y, 
sur la circonférence £ — £,, tangente à l'origine à l'axe des quantités purement 
imaginaires (nous supposons que le point y, n'est pas situé sur cet axe). On a 
sur cette circonférence 


dy F 
—— = dn, 
y 7 
d’où 
7] )] 
i (14-6) dj im) 4 "ed 
dx af ^ nde f 
— = Ce = Ge No : 
dy 
et 
7] 
Jl in—m)+if edn 


v—2% —= — Ci | ye LU dr. 
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Or, quand » varie à partir de 7, d'une quantité finie, soit de r, à 7, + 207+ > 
2 


le quotient 
Y & + Um 
7 LEE | 


Yo Éo +? 


est arbitrairement voisin de r, et le point y ne sort ni de l'angle A ni du do- 
maine D, si le point y, est dans l'angle A assez voisin de l'origine; l'intégrale 

„m, 
jean est arbitrairement petite, et l’on a 


"n 
x— x, = — Cry,” | ein — (y 4- e')dr, 


« 
jo 


€ désignant une fonction de y holomorphe et arbitrairement petite. Si la fonc- 
tion e' était identiquement nulle, l'expression précédente serait 


x — Uy = — Cy? [eii- — 1]: 


quand la variable » croît de 7, à 7, + 2x, le point x deerirait la circonférence 
de centre z,-- Cy; et de rayon |Cy;|, partant du point x, et revenant en ce 
point. e' étant arbitrairement petit, la courbe décrite par le point x, issue du 
point a, diffère aussi peu que l’on veut de la circonférence précédente; le point 
correspondant à la valeur », + 27 de la variable est aussi voisin que l'on veut 
du point z,, et la courbe décrite par le point x continue à être voisine de la 
cireonférence précédente quand la variable » croît au-delà de v, + 27. 


Posons en second lieu 


I 
y 


OL, 
— poe", 


o et 9 désignant des quantités réelles, et faisons varier y à partir du point y, 
sur le rayon vecteur = 9,. On a sur ce rayon vecteur 


— 88 dpe: 
y* à 
d'où 
m No: 
D e'Pof'(1 4c) do elUo(o—o;) eof do 
—-=(e % — Ce CES 
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et 
0 


3 e! 9o (g— go) + et do ff do 
x — u = — (eh | ye © do. 


0 


« 
00 


Or, si o, est assez grand, quand o varie à partir de o, d'une quantité finie, le 


quotient vti est arbitrairement voisin de r, le point y ne sort ni de l'angle 
Vo 0 


A ni du domaine D, et l'intégrale [ete est arbitrairement petite. On a donc 


P 
00 


XL. UE AOT 
s—a,— — Céhy, | e^ oo) (x + e") do, 


. 
60 


&' désignant une fonction de o holomorphe et arbitrairement petite. Si la fonc- 
tion c" était identiquement nulle, l'expression précédente serait 


A Oo à 
gm, — y. [ee Cor], 


le point x décrirait dans son plan la spirale logarithmique admettant le point 
a, + Cy; comme point-asymptote, passant au point x,, et dans laquelle l'angle 
de la tangente et du rayon vecteur est égal à 9,. s" étant arbitrairement petit, 
la courbe décrite par le point x, issue du point a,, diffère aussi peu qu'on veut 
de la spirale logarithmique précédente. D'ailleurs le rapport des variations de 
=o 


x 
o et de x, 
0 — Oo 


, est de l'ordre de grandeur de C y;. 

Il résulte que, si l'on fait varier o de part et d'autre de o, d'une quantité 
finie, l'are de courbe décrit par le point x coupe nécessairement l'arc de courbe 
correspondant à la circonférence £—£, en un point x, correspondant à une 
valeur de n voisine de 7, + 27, et situé au voisinage du point z,. On obtient 
ainsi dans le plan de la variable x un chemin fermé. Inversement, quand la 


variable x décrit de x, en x, l'un puis l'autre des deux arcs de ce chemin fermé, 
la fonction y(x) est holomorphe, puisque x(y) est holomorphe et dy différent 


de zéro; en outre Ja fonction y(x) part de la méme valeur initiale y,, mais 
aequiert au point z, des valeurs finales différentes, puisque le second point 
d'intersection de la circonférence € — £, et du rayon vecteur 9 — 9, est le point 
y —o. Donc l'intégrale générale y (x) de l'équation (13) n'est pas une fonction 
uniforme. 


[77] 
bo 
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Le théorème est encore valable si dans l'hypothése de l'énoncé l'angle A 
est remplacé par un domaine aboutissant au point y — o et dans lequel on peut 
inscrire à la distance 0 du point y — o un cercle de rayon infiniment petit par 
rapport à 6 d'ordre inférieur à »; ce domaine peut s'enrouler autour du point 
y —0, ou encore ne satisfaire à la condition précédente que pour des valeurs 
de à discontinues, mais aussi petites que l'on veut. 


11. On sait depuis longtemps que, si R(y, x) désigne une fraction ration- 
nelle en y dont les coöfficients sont des fonctions analytiques de z, et si les 
intégrales de l'équation différentielle 


y = R(y, x), 


ont leurs points critiques fixes, c'est-à-dire indépendants des constantes d'inté- 
gration, la fraction rationnelle R est un polynóme du second degré en y: l'équa- 
tion considérée est une équation de Rıccarı. De méme, si Ay", yn—2,..., 
y, y, x] désigne une fraction rationnelle en y—! dont les coëfficients sont algé- 
briques ou analytiques en y" 7,...,5', y, v, et si les intégrales de l'équation 
différentielle d'ordre n 


y — R [y(^—», yo), SEES y, y, x], 


ont leurs points critiques fixes, la fraction rationnelle R est un polynóme du 
second degré en y"-1). Proposons-nous de généraliser ces résultats. 
Considérons d'abord une équation différentielle d'ordre n de la forme 


(14) engl 


ou P désigne un polynôme en yr=, yr=2,...,y,y à coëfficients analytiques 
en x. Nous allons montrer que si les intégrales de l'équation (14) ont leurs 
points critiques fixes, le degré du polynôme P par rapport à chacune des 
variables y("—V, y("—2,..., y', y est limité. 

M. PAINLEVÉ a constitué une méthode qui fournit des conditions néces- 
saires pour que les intégrales d'une équation différentielle donnée aient leurs 
points critiques fixes, et par cette méthode a obtenu entre autres les résultats 
suivants: le polynóme P est du premier degré au plus, non du second, par 
rapport à „=; dans l'équation du second ordre 


(15) y" =P, (y, x)y'+ P, (y, x); 


les degrés en y des polynómes P, et P, sont au plus ı et 3. Insistons sur cette 
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dernière circonstance qui ne se présente pas aussi simplement dans les équations 

d'ordre supérieur. Si x, désigne un point arbitraire, et si dans l'équation (15) 
h 

=a 


valeurs convenables des constantes 7 et h, rationnelles et positives de l’exposant 


on substitue une expression de la forme y= on voit que, pour des 


r, on peut établir une compensation entre jy" et le ou les termes prépondérants 
du second membre, pourvu que l'équation (15) ne soit pas linéaire. r et h étant 
ainsi choisis, l’equation (15) est vérifiée formellement par un développement 
ordonné suivant des puissances croissantes et rationnelles de «—wz,, dont le 


^ h 5 : É . 
premier terme est .— — —, et qui converge si |z—a;,| est assez petit. Or si le 


(a—2)"’ 
degré de y surpasse r dans le polynôme P, ou 3 dans le polynôme P,, l'exposant 
r est inférieur à 1, et par suite l'intégrale obtenue de l'équation (15) a un point 
critique algébrique x — 2. 


12. Quand on passe aux équations d'ordre supérieur à 2, une difficulté 
d'analyse nouvelle se présente. Il existe des équations du troisieme ordre non 
linéaires, telles que 


(16) y" —yy'—2y^, 


ou généralement 


(17) gll y y (m + 1) yr yl? n entier positif, 
dont les intégrales n'ont ni points critiques algébriques, ni póles. Ces intégrales 
seraient des fonctions entiéres, si elles n'avaient pas de points singuliers trans- 
cendants à distance finie. Mais les résultats obtenus dans le premier chapitre 
relativement aux équations différentielles du premier ordre, et l'application du 
théoréme démontré au début de ce second chapitre permettent de montrer que 
l'intégrale générale de l'équation (16) ou (17) n'est pas uniforme, et par con- 
séquent posséde des points critiques transcendants. 

Soit l'équation (16), qui ne change pas par la transformation à deux para- 


N 1 . ; ° " : \ * 
mètres « et f ET ax + B, Y\; l'intégration de cette équation se ramène à 


p 
l'intégration d'une équation du premier ordre suivie de deux quadratures. Posons 


les variables u et ¢ ne changent pas par la transformation précédente, et sont 
liées par l'équation du premier ordre 
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dt . 

p By 623 —t. 
(18) Pu ME. )u t 


Le changement de variable t — 6 u? (1 + v) transforme cette équation du premier 


ordre en l'équation 


dv — v 
du rdv 





(19) 6 a3 —7u — 18 u? (r+), 
de la forme (1) considérée par M. BENDIxson. 

En définitive l'équation transformée en « de l'équation (16) est équivalente 
au système composé de l'équation (19) et de l'équation 


dt dv 
du d 
w du t u u 3 I 


(20) uio ee) 











Dans le plan de la variable «, au voisinage du point «—o, nous avons 
mis en évidence au chapitre précédent une infinite d'intégrales de l'équation 
(rg) dans les angles où W (u?) est positif, et dans les angles où R (u?) est négatif 
une seule intégrale; ces intégrales »(w) sont holomorphes et tendent vers zéro 
quand la variable u tend vers le point w- 0 dans langle correspondant, et 
admettent comme développement asymptotique la série entière en x sans terme 
constant qui vérifie formellement l'équation (r9): 


(21) v—=7u+r67uU+r--- 


Substituons l'une de ces intégrales v(w) dans le second membre de l'équation 
(20): ce second membre prend, au voisinage du point #— o, dans l'angle corres- 
pondant la forme requise pour l'application du théorème démontré précédemment. 
Il résulte que la fonction w(x) correspondante, et par suite aussi l'intégrale y (x) 
de l'équation (16), ne sont pas uniformes.! 





! On a remarqué souvent qu'une variation simple d'un coëfficient numérique peut changer 
profondément la nature d'une fonction analytique: voici un nouvel exemple de ce fait. Parmi 
toutes les équations différentielles du troisieme ordre de la forme 


y" = ayy" + by”, 


où a et b désignent deux constantes numériques, et qui à notre point de vue ne dépendent 
que du paramètre les seules dont l'intégrale générale soit uniforme sont celles qui se ramè- 


nent aux trois suivantes: 
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Il importe d'établir que la série entière en w (21) qui vérifie formellement 
l'équation (19) est divergente; sans quoi le théorème démontré au début de ce 
chapitre serait superflu. Considérons la série entière 


$=6u® H 42u* - 40221 E nur: 


qui vérifie formellement l'équation (18). Pour n>5 les coëfficients a, de cette 
série sont déterminés par une relation récurrente de la forme 


An = 6 (n — 2) an. L i845» 7 An—1; 


où les coëfficients du second membre sont tous positifs: done les coéfficients a, 


sont eux-mémes positifs, et satisfont à l'inégalité récurrente 
An > 6 (n + 1) a4. 


Par conséquent, quand n croit indéfiniment, les coefficients aq», et 45,41 eroissent 
plus rapidement que n!, et les deux séries entières {(u) et v(w) sont divergentes. 
Parmi les équations d'ordre supérieur à 5, il existe de méme des équations 
de la forme (r4) analogues aux équations (16) et (17). Telle est l'équation du 
quatriéme ordre 
En an enn gs yl [unity 9. (nb) yy) 
(22) 

+ ylyy'—(nx)pym-tyS), — (nentier 1), 
dont les intégrales n'ont ni points critiques algébriques, ni póles, quelles que 
soient les constantes c, 9, y. La combinaison du théorème démontré au début 
de ce chapitre, et des résultats obtenus dans le chapitre précédent relativement 
aux équations d'ordre supérieur au premier qui généralisent l'équation (r) consi- 


(a) y" = — by, d'où y=¢(a+A;0, B)+C; 
(8) YU D 2313 dou. yi ——a FAT ER; 
(7) y" = > yy! L5 yl: 


£ désignant la fonction de Wrrersrrass, et A, 5, C trois constantes d'intégration. L'intégrale 
générale de l'équation (a) est méromorphe et possède des pôles simples de résidu I qui forment 
un réseau de parallelogrammes. L'intégrale générale de l'équation (7) est aussi méromorphe 
elle possede des pôles simples de résidu I, qui, à mesure que l'on s'éloigne dans le plan de 
la variable æ, s'approchent indéfiniment d'une droite de ce plan, et, l'un de l'autre, étant les 


zéros d'une fonction entiere d'ordre 


to [22 


Enfin l'intégrale générale de l'équation (7) admet comme 
ligne singuliere une circonférence ou une droite variable avec les constantes d'intégration, et 
n'est définie, suivant les valeurs de ces constantes, qu'à l'intérieur ou à l'extérieur de cette 
circonférence ou d'un côté de cette droite: elle est holomorphe dans la région où elle est définie. 
(Cf. Acta Mathematica, t. 34, p. 345—353.) 
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dérée par M. BENDIXSON permet, comme pour l'équation (r6), d'établir que les 
intégrales générales de ces nouvelles équations ne sont pas uniformes. On est 
conduit par exemple à transformer l'équation (22) de la facon suivante. On pose 


ee i Det 
nrc. ono 
y y 


et l'équation transformée en u est équivalente au systeme 


dt dt? dt 
E n an + 8n?+22n+6)u? - ix um 
| du: Hu] 200/75 Acier eee za tia Dic ues ndun amet 
(23) : 
dt o 
| alt gu + (an + aut] gut + 70 
dt 
u' du nu 
(24) AUTO 


Il suffit de faire dans l’équation (23) les changements de variables 


er LAC OS CUORE w(r+v) pour y#o, 


^ 


4 


— (n. x) (zm *- xz) (35 1), 


fhe 
(40 4:3) « t p 


u*(r--v) pour y=0,(4n -3)«-4- B z 0, 


ou (uw, w*), i 2 ne nene nnne pour 7—0, (an - 3)« - 8 —0,« 0 


pour transformer cette équation en une équation appartenant respectivement à 
la deuxiéme, à la premiere ou à la troisieme des formes considérées au n? 9. 
Dans les trois cas, l'équation obtenue possède au voisinage du point u — o des 
intégrales v(w) holomorphes dans des angles et admettant comme développement 
asymptotique dans ces angles la série entière en w sans terme constant qui 
vérifie l'équation. Il suffit de substituer le développement correspondant dans 
l'équation (24) pour achever la démonstration comme précédemment. 

D'une facon générale, si les intégrales de l'équation différentielle d'ordre n 


y? = P (yoy, ho), LE y, y, x) 


où P désigne un polynôme en y, y, ...,y',y à coëfficients analytiques en 
x, ont leurs points critiques fixes, le degré de ce polynôme P par rapport à 
chacune des variables ya), y’"—,..., y',y est limité par la règle suivante: con- 
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sidérons chaque dérivée y comme de poids égal à l'indice de dérivation aug- 
mente d'une unité, et la fonction y comme de poids 1; le poids de chaque terme 
du polynôme P ne peut surpasser le poids de y"), n + x. 

Il est à peine besoin de faire remarquer que pour » > 1 la condition précé- 
dente est nécessaire, mais non suffisante pour que l'équation considérée ait ses 
points critiques fixes. Il existe toutefois des équations à points critiques fixes 
contenant des termes dont le poids atteint effectivement la limite indiquée: telle 


est l'équation d'ordre n 


y 211 AL, 


qui admet comme équation intégrale dépendant de n — 1 constantes l'équation 


de Rıccarı 


y — xis Pro (x), 


P,,2(x) désignant un polynôme de degré n —2 en x à coéfficients arbitraires. 


13. Considérons maintenant les équations différentielles à points critiques 


fixes de la forme 
(25) yo (yt 3 YET. is Ys c); 


où À désigne une fraction rationnelle en y"—), yr=2,...,y,y à coëfficients ana- 
lytiques en x. Sauf dans un cas d'exception, le degré de la fraction rationnelle 
R par rapport à chacune des variables y), 50-7, ..., y', y est susceptible d'une 
limitation analogue à celle que nous venons d'obtenir quand la fraction ration- 
nelle À est un polynôme, et cette limitation peut être obtenue par les mêmes 
méthodes, sans qu'on ait à résoudre de difficulté d'analyse nouvelle. 

La fraction R étant par rapport à la variable y! un polynôme du second 


degré au plus, l'équation (25) est de la forme 


D en TR, Ger yr), Ana y, y. x) [ye]? 3r 
(26) : 
| Jt Jis; (ya, yes), SE y, y, a) ya) 4 R, (yo), yr), em y, y, x), 

R,, R,, R, désignant des fractions rationnelles en y”—, y"—9, ..,,y!, y à coëffi- 
cients analytiques en wv. 


Dans le cas de l’équation du second ordre 


y'— R,(y,x) y? + R,(y,x)y' + Ray, 2), 
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M. PAINLEVÉ a démontré que les pôles y=a(x) des fractions rationnelles R,, 
R,, R, sont simples, et que le nombre de ces pöles pour l’ensemble des trois 
fractions (le point y— compris) ne peut surpasser 4: par là les degrés en y 
des trois fractions R,, R,, R, sont limités. Et le résultat précédent entraîne 
comme conséquence la limitation du degré en y"? des fractions R,, R,, R, de 
l'équation (26). Ainsi, dans l'équation du troisième ordre 


(27) y= RK, (y, ya) y ER (y y; x)y ER; (y, 3,2), 


les pôles y —a(y,x) des fractions R,, R,, R, sont simples, le nombre de ces pôles 
pour l’ensemble des trois fractions ne peut surpasser 3; enfin les ordres d’in- 
finitude des trois fractions R,, R,, R, pour y — « ne peuvent surpasser respec- 
tivement —1, I et 3. 

La combinaison de la méthode introduite par M. PAINLEvÉ et de la méthode 
que nous avons appliquée aux équations (16) et (22) permet d’obtenir, en ce qui 
concerne les degrés en y des mêmes fractions R,, R,, R, de l'équation (27), les 
résultats suivants.! Chacune des équations différentielles du premier ordre que 
lon obtient en annulant l’un des facteurs polaires irreductibles des fractions 
R,, R,, R, a ses points critiques fixes. La fraction À, n'a pas de pôles de la 
forme y —a(x), les pôles y—a(x) de la fraction À, sont simples, ceux de la 
fraction À, sont doubles au plus. Enfin le nombre des pôles y=a(x) de l'en- 
semble des deux fractions R, et A, (le point y— compris) ne peut surpasser 
6, sauf dans des équations (27) qui se ramènent aux équations fuchsiennes et 
kleinéennes. 

On sait que les fonctions fuchsiennes et kleinéennes sont uniformes dans 
tout leur domaine d’existence, et vérifient toutes une équation différentielle du 
troisième ordre de la forme 


(28) MER Er (0) IE 


où f(y) désigne une fonction rationnelle ou algébrique de y. Or l'intégrale gé- 
nérale de l'équation (28) est, quelle que soit la fonction f(y), de la forme 


Ax+B 
y= (es): 


A, B, C, D désignant quatre constantes arbitraires, et cette formule permet de 
déduire l’integrale générale d'une intégrale particulière autre que y = constante. 
Les équations (28) vérifiées par une fonction fuchsienne ou kleinéenne constituent 


1 Cf. Acta Mathematica, t. 34, p. 364. 
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done une classe d'équations différentielles du troisième ordre dont l'intégrale 
générale est uniforme dans tout son domaine d'existence. L'ordre de la fonction 
rationnelle ou algébrique f(y) en l'un de ses póles ou points critiques est — 2, 
conformément à la condition que nous avons obtenue pour les póles de la frac- 
tion rationnelle R, de l'équation (27); mais le nombre des póles et points critiques 
de la fonction f(y) n'est pas limité. 

Ainsi, sauf dans des équations qui se raménent à la classe précédente, les 
degrés des fractions R,, R,, R, en y se trouvent limités dans l'équation (27). 
Et le résultat obtenu entraine comme conséquence la limitation des degrés en 
y"-9 des fractions R,, R,, R, de l'équation (26), sauf pour des équations se ra- 
menant aux équations fuchsiennes et kleinéennes. Sauf pour de telles équations 
encore, les mêmes méthodes permettent de limiter les degrés en y des coétficients 
de l'équation (26) pour » — 4, et ainsi de suite, sans qu'on rencontre de nouvelle 
difficulté d'analyse. 

Considérons enfin les équations différentielles d'ordre n, algébriques en 
y, y, ..., yl, y, analytiques en x, mais de degré supérieur à ı en y), et, 
parmi ces équations, considérons celles dont l'intégrale générale a ses points 
critiques fixes, l'intégrale singulière ou les intégrales singulières pouvant avoir 
des points critiques mobiles. Les mêmes méthodes s'étendent à ces nouvelles 
équations, et, au moins jusqu'au troisième ordre et avec le même cas d'exception, 
donnent une limitation analogue, à des transformations birationnelles prés, à 
celle qui est valable pour une équation du premier degré en y, sans qu'on ait 
à résoudre d'autres difficultés nouvelles que des difficultés arithmétiques. 

Juillet 1914. 
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ÜBER LINEARE FUNKTIONALGLEICHUNGEN. 


° 2 
Von 


FRIEDRICH RIESZ 
in Ko.ozsvAr. 


Die vorliegende Arbeit behandelt das Umkehrproblem fiir eine gewisse Klasse 
von linearen Transformationen stetiger Funktionen, nebst Anwendung auf die 
FREDHOLM’sche Integralgleichung. Dabei kommt es uns weniger auf neue Re- 
sultate an, als auf die Erprobung einer äusserst elementaren Methode. Zu Grunde 
gelegt werden einige in $ 1. entwickelte Sätze über lineare Funktionalmannigfal- | 
tigkeiten, die fast unmittelbar aus der Definition der gleichmässigen Konvergenz 
fliessen. Die wesentlichsten Beweise sind eine Art von Endlichkeitsbeweisen, in- 
dem nämlich gezeigt wird, dass gewisse Prozesse sich nicht ins Unendliche fort- 
setzen lassen, sondern notwendig abbrechen. Der wichtigste Begriff, der hiebei 
zur Verwendung kommt, ist der von Herrn FnRÉcHET in die allgemeine Mengen- 
lehre eingeführte Begriff der kompakten Menge (hier spezieller kompakte Folge), 
der sich in verschiedenen Zweigen der Analysis ganz besonders bewährt hat. 
Dieser Begriff gestattet eine besonders einfache und glückliche Formulierung der 
Definition der vollstetigen Transformation, die im wesentlichen einer ähnlichen 
Begriffsbildung von Herrn Hırgerr für Funktionen von unendlich vielen Verän- 
derlichen nachgebildet ist. 

Die in der Arbeit gemachte Einschränkung auf stetige Funktionen ist nicht 
von Belang. Der in den neueren Untersuchungen über diverse Funktionalräume 
bewanderte Leser wird die allgemeinere Verwendbarkeit der Methode sofort er- 
kennen; er wird auch bemerken, dass gewisse unter diesen, so die Gesamtheit 
der quadratisch integrierbaren Funktionen und der HiLsert’sche Raum von 
unendlich vielen Dimensionen noch Vereinfachungen gestatten, während der hier 
behandelte scheinbar einfachere Fall als Prüfstein für die allgemeine Verwend- 
barkeit betrachtet werden darf. 


to 


Friedrich Riesz. 


$ 1. Definitionen und Hilfssätze. 


Den folgenden Betrachtungen legen wir die Gesamtheit der auf der Strecke 
a<x<b erklärten, daselbst überall stetigen Funktionen f(x) zu Grunde. Die 
Veränderliche x wird also für reell vorausgesetzt, dagegen sind als Funktionswerte 
auch komplexe gestattet, Doch will ich sofort betonen, dass unsere Entwicke- 
lungen auch für die engere Gesamtheit der reellen Funktionen ohne Weiteres 
gelten. 

Die zu Grunde gelegte Gesamtheit werden wir der Kürze halber als Funk- 
tionalraum bezeichnen. Ferner nennen wir Norm» von f(x) und bezeichnen mit 
[| den Maximalwert von |/(x)|; die Grösse | f| ist danach im Allgemeinen positiv 
und verschwindet nur dann, wenn f(x) identisch verschwindet. Ferner bestehen 
für sie die Beziehungen 


icf (x) | | e] (2) ; f RESI IRI. 


Unter Distanz der Funktionen f,,f, verstehen wir die Norm |f,— f, = f,— f, 
ihrer Differenz. Danach ist die gleichmässige Konvergenz einer Funktionenfolge 
‘f,\ gegen die Grenzfunktion f gleichbedeutend damit, dass die Distanz |f— f, 
gegen Null konvergiert. Eine notwendige und hinreichende Bedingung für die 
gleichmässige Konvergenz einer Folge {f,} besteht nach dem sogenannten all- 
gemeinen Konvergenzprinzip in der Beziehung |/, — f, | — 0 für m — u», m — c. 
Speziell wird also eine Folge {f,}, für welche sämtliche Distanzen | fm — f, 
(msn) eine von Null verschiedene, also wesentlich positive untere Schranke be- 
sitzen, keinesfalls gleichmässig konvergieren. 

Wir werden uns im folgenden mit dem Umkehrproblem für lineare Trans- 
formationen beschäftigen. Eine Transformation T, die jedem Elemente f unseres 
Funktionalraumes ein eindeutig bestimmtes Element 7'[f] zuordnet, soll dann 
linear heissen, wenn sie distributiv und beschränkt ist. Die Transformation heisst 
distributiv, wenn identisch für alle f 


T[cf] — c T[f], Th +f1= T(1+T(f] 


ist. Beschrünkt heisst die Transformation dann, wenn es eine Konstante M gibt 
derart, dass für alle f 
TA «M |f 
ausfällt. 
Es folgt unmittelbar aus der Definition, dass 7 jede beschränkte Funktio- 
nenfolge {f,}, d. i. jede Folge, für welche sämtliche |f, unter einer Schranke 


liegen, wieder in eine solche überführt. Ferner folgt aus 


Über lineare Funktionalgleichungen. 73 


BEINE (fal = Dal <M f—fn , 


dass jede gleichmässig konvergente Folge wieder in eine solche überführt wird, 
und dass auch die Grenzfunktionen gegenseitig einander entsprechen, kurz, dass 
T stetig ist. 

Die Bezeichnungen cT',T, +7,, T, T,, T" sind derart naheliegend, dass sie 
nicht besonders erklürt zu werden brauchen. Es leuchtet ferner unmittelbar ein, 
dass die aus linearen Transformationen auf diese Weise abgeleiteteten neuen 
Transformationen, also Summe, Produkt und Potenzen derselben ebenfalls linear 
ausfallen. 

Mit E bezeichnen wir die identische Transformation, die jede Funktion sich 
selbst zuordnet. Wir werden uns nun mit der Umkehrung der Transformationen 
vom Typus B— E— A beschäftigen, wo also E die identische Transformation 
bedeutet, A aber einem speziellen Typus angehört, nämlich vollstetig ist. Um den 
Begriff der Vollstetigkeit einführen und auch recht fassen zu kónnen, müssen wir 
vorderhand noch einen andern Begriff, jenen der kompakten Folge, besprechen. 

Eine Folge {f,} heisse nach FRECHET kompakt, wenn jede Teilfolge derselben 
eine gleichmässig konvergente weitere Teilfolge enthält. Speziell ist also auch 
jede gleichmässig konvergente Folge kompakt, aber nicht umgekehrt, da ja z. B. 
durch Ineinanderschieben von zwei gleichmässig konvergenten Folgen mit ver- 
schiedenen Grenzfunktionen auch eine kompakte Folge entsteht. 

Eine notwendige und hinreichende Bedingung für kompakte Folgen ist schon 
vor langem von ARZELÄ! angegeben worden. Wir werden davon vorläufig keinen 
Gebrauch machen und begnügen uns hier damit, ein Merkmal anzugeben, an 
dessen Fehlen sich dann in gegebenem Falle erkennen lässt, dass eine vorgelegte 
Folge nicht kompakt ist. Dieses Merkmal besteht darin, dass für jede kompakte 
Folge {fn} die untere Schranke der Distanzen | fn — f| (m=n) gleich Null sein muss, 
da ja die Folge gleichmässig konvergente Folgen enthält. 

Eine weitere Eigenschaft kompakter Folgen, auf die es uns hier ankommt, 
besteht darin, dass jede kompakte Folge zugleich beschränkt ist. Denn im entge- 
gengesetzten Falle müsste sie ja eine Teilfolge mit monoton ins Unendliche wach- 
senden Normen enthalten, deren sämtliche weitere Teilfolgen dann dieselbe Ei- 
genschaft besässen, und somit keine derselben gleichmässig konvergent sein könnte. 
Jede kompakte Folge ist somit beschränkt. Dagegen braucht nicht jede beschränkte 
Folge kompakt zu sein; z. B. ist für o<a<r die Folge f, (x) — x" beschränkt, 
aber nicht kompakt, da sie und also auch sämtliche Teilfolgen gegen eine für 
© = r unstetige Funktion konvergieren. 








! C. ArzeLÀ, »Sulle funzioni di linee», Memorie d. R. Accad. d. Scienze di Bologna, serie 5, 
t. V (1895), S. 295—244. 


Acta mathematica. 41. Imprimé le 5 décembre 1916. 10 
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Auf der soeben hervorgehobenen Tatsache, dass nämlich eine Folge be- 
schränkt sein kann, ohne kompakt zu sein, beruht nun das Spezielle der vollstetigen 
linearen Transformation gegenüber der allgemeinen. Jede lineare Transformation 
überführt nämlich, wie wir schon gesagt haben, beschränkte Folgen in beschränkte, 
gleichmässig konvergente Folgen in gleichmässig konvergente und somit auch 
kompakte Folgen in kompakte. Wir erklären nun: eine lineare Transformation 
heisse vollstetig, wenn sie jede beschränkte Folge in eine kompakte überführt. 

Einfachste Beispiele von vollstetigen Transformationen sind: 7T'[/]— f(a), die 
also jede Funktion f(x) in eine überall konstante Funktion = f (a) überführt; 
dann T'[f] — f (a) - f (b) x oder allgemeiner 7'[f] =f (a,)g, (x)+--: +f (as) gm (x), wo 
dis, Gn, 0o 7 ÿm gegebene Stellen des Intervalls (a, b) resp. gegebene stetige Funk- 
tionen sind. Weitere Beispiele liefern das Integral 


Tif — | fe)dz 
und allgemeiner das Integral 


b 
K[f1— | K (x,y) f Qd y, 


* 


a 


mit dem wir uns bei der Anwendung der zu gewinnenden allgemeineren Resul- 
tate auf die Frepnorm’sche Integralgleichung näher beschäftigen werden. Das 
einfachste Beispiel einer nicht vollstetigen Transformation bietet die identische 
Transformation Z, die ja jede Folge, also auch jede beschränkte, aber nicht kom- 
pakte Folge in sich überführt. 

Es folgt unmittelbar aus der Definition, dass das Produkt T, T, sicher voll- 
sietig wird, wenn wenigstens eine der beiden Faktoren vollstetig ist. Da ferner aus 
gleichmässig konvergenten, also auch aus kompakten Folgen durch Multiplikation 
mit einer Konstanten oder durch gliedweise Addition wieder gleichmässig kon- 
vergente resp. kompakte Folgen entstehen, so folgt, dass zugleich mit 7,7,,T, 
auch c T und T,-- T, vollstetig sind. 

Wir haben noch einen Begriff zu erläutern, der für die folgenden Unter- 
suchungen grundlegend ist, nämlich den Begriff der linearen Mannigfaltigkeit. Dar- 
unter verstehen wir jede Mannigfaltigkeit von Elementen unseres Funktionalrau- 
mes, die folgenden Bedingungen genügt: 1) mit f, f,, f. zugleich sind auch cf, f, +f, 
darin enthalten; 2) sind die Elemente einer gleichmässig konvergenten Folge 
{f„} darin enthalten, so ist es auch die Grenzfunktion f. Beispiele für lineare Man- 
nigfaltigkeiten bietet der Funktionalraum selbst, dann, um gleich das andere 
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Extrem zu nennen, die aus der einzigen Funktion f =o bestehende Mannigfaltig- 
keit. Ferner werden, wie dies unmittelbar aus der Definition folgt, durch jede 
beliebige Funktionenmenge zwei lineare Manniofaltigkeiten mitbestimmt, nämlich 1) 
die Gesamtheit der linearen Verbindungen und deren Grenzfunktionen (im Sinne 
gleichmässiger Konvergenz), 2) die Gesamtheit jener stetigen Funktionen, für 
welche das mit jeder beliebigen Funktion der Menge gebildete Produktintegral 
gleich Null ist. 

Wir wollen nun einige fast unmittelbar aus den Definitionen fliessende Sätze 
über lineare Mannigfaltigkeiten aufstellen, die uns für die folgenden Untersu- 
chungen als Hilfssätze dienen werden. 

Hilfssatz 1. Ist L eine beliebige lineare Mannigfaltigkeit und g eine Funktion, 
die ihr nicht angehört, dann gibt es in L eine Funktion f, derart, dass für sämtliche 
Funktionen f in L die Ungleichung besteht: 


g—fi2 41g — Fl: 


Beweis. Da die Funktion g nicht der Mannigfaltigkeit L angehórt, so ist 
die untere Grenze d der Distanzen |g —/| von Null verschieden; denn im entge- 
gengesetzten Falle würde L eine gegen g gleichmässig konvergierende Folge, also - 
auch g enthalten. Wir wählen nun f, so, dass |g — f,| < 2d wird; da andererseits 
für alle f die Distanz |g — f | > d ist, so folgt unsere Ungleichung. 

Hilfssatz 2. Ist von den beiden linearen Mannigfaltigkeiten L,, L, die eine, 
L,, echter Teil von L,, d. h. ist L, in L, enthalten, ohne damit identisch zu sein, 
so gibt es in L, eine Funktion g, derart, dass einerseits 


era 


andererseits für alle Elemente f von L, 


ausfällt. 

Beweis. Nach Voraussetzung enthält Z, wenigstens ein Element g, welches 
nicht zu Z, gehört. Nach Hilfssatz 1. gibt es nun in J, ein Element f,, so dass 
für alle f in Z, die Ungleichung besteht 


1g —f1. 1 

TEA 
Wir setzen 

gi 9— fh ; 
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dann ist also |g, —1, ferner ist g, als lineare Verbindung von g und f, in Z, 


enthalten und endlich ist 


wo die Funktion f, — f, + |g — f, f als lineare Verbindung von f, und f in L, ent- 
halten ist; also ist auch 

WER fs 
g—Ti|-2 


IV 


SI E 


In beiden Hilfssätzen lässt sich die Zahl : evidentermassen durch jede be- 


liebige positive Zahl < r ersetzen. Dagegen kann man sie im allgemeinen nicht 
durch ı selbst ersetzen. Nehmen wir z. B. als L, die Gesamtheit jener Funktio- 
nen, für welche g(a)— 0 ist, als Z, aber jene, für welche ausserdem noch das 
über (a,b) erstreckte Integral verschwindet. Dann sind die Voraussetzungen des 
Hilfssatzes 2. erfüllt. Würde es nun eine Funktion g, in Z, geben derart, dass 
|g, | — x und dass für alle f aus Z, die Distanz | g, — f| > 1 wäre, alsdann müsste diese 
Funktion g, auch noch die weitere Extremaleigenschaft besitzen, unter allen g aus L,, 
für welche |g) <1 ist, das Integral von g dem absoluten Werte nach zu einem 
Maximum zu machen, Denn gäbe es eine Funktion g, in Z,, für welche |g,| <1 
und das Integral grösser als für g, ausfiele, dann würde sich aus der Gleichung 


b b 
| v (x)dx—£ | g: (2) du —o 


a a 


eine Zahl £ ergeben, für welche |S|<ı wäre und andererseits die Funktion 
[—9,— Eg, zu L, gehörte. Dann wäre aber |, —/|—|$9;| <|§|<1, gegen un- 
sere Annahme. Also erreicht der absolute Wert des Integrals bei g, sein Maximum. 
Nun ist aber wegen der Bedingung |g) € 1 dieses Maximum sicher <b— a, an- 
dererseits kommt man aber an diesen Wert b — a beliebig nahe heran durch Funk- 
tionen g, die fast überall gleich r sind und nur nahe bei a stetig in o übergehen. 
Also ist das Integral von g, dem absoluten Werte nach gleich b — a, d. i. der 
Länge des Integrationsintervalls. Das wäre aber wegen der Stetigkeit von g, und 
wegen g, —1 nur so möglich, wenn überall |g, | ^ 1 wäre, was jedoch der An- 
nahme g, (a) — o widerspricht. 


Das soeben besprochene Beispiel zeigt also, dass in Hilfssatz 2. die Zahl : 


nicht allgemein durch ı ersetzt werden darf. Ein entsprechendes Beispiel für 


ee RR 
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Hilfssatz 1. erhält man, indem man für Z die soeben benutzte Mannigfaltigkeit 
L, wählt, für g aber z. B. die Funktion x — a oder jede beliebige Funktion aus 
L,, die nicht zugleich Z, angehört. In einem speziellen Falle lässt sich jedoch in 
beiden Sätzen sicher die Zahl ı verwenden, nämlich dann, wenn Z resp. L, von 
endlicher Dimensionszahl sind. Hierunter verstehen wir den Fall, wo sämtliche 
Elemente der Mannigfaltigkeit als lineare Verbindungen aus einer endlichen An- 
zahl unter ihnen dargestellt werden können. Es genügt, wenn wir nur den ersten 
Hilfssatz entsprechend umformen. 

Hilfssatz 3. Ist L eine lineare Mannigfaltigkeit endlicher Dimensionszahl und 
g eine Funktion, die ihr nicht angehört, dann gibt es in L eine Funktion f* derart, 
dass für sämtliche f in L die Ungleichung besteht 


lg—flelo—i* 


Der Beweis dieser Behauptung stiitzt sich auf den 

Hilfssatz 4. Wenn eine aus den Elementen einer linearen Mannigfaltigkeit 
endlicher Dimensionszahl gebildete Folge beschränkt ist, so ist sie auch kompakt. 

Beweis der Hilfssätze 4. und 3. Nach Voraussetzung lassen sich alle Elemente 
der Mannigfaltigkeit in der Form ; 


9 = C9 + 6g; +: + CK gk 


darstellen. Wir dürfen voraussetzen, dass die als Basis der Darstellung dienenden 
Funktionen 9,,::-,9x linear unabhängig sind; im entgegengesetzten Fall würden 
wir die überflüssigen weglassen. Um 4. zu beweisen, genügt es nun zu zeigen, 
dass aus der Annahme einer Schranke für 


J|=|Ci191 +--+: + Ck gk 


das Vorhandensein einer entsprechenden Schranke für alle |c;| folgt, dass also 
für eine beschränkte Folge von Elementen g auch die entsprechenden Punkte 
(c,,---,¢~) des k-dimensionalen Raumes eine beschränkte Folge bilden, woraus 
dann Hilfssatz 4. auf Grund des BoLzano-WEIERSTRASS’schen Satzes unmittel- 
bar folgt. 

Es bleibt somit nur zu zeigen, dass die Beschrünktheit von |g| auch eine 
Schranke für die [c;| bedingt. Die entgegengesetzte Annahme würde die Existenz 
einer beschränkten Folge von Funktionen g nach sich ziehen, für welche die ent- 
sprechenden Summen |ec, [ - --- 4- | c; | über jede Grenze wachsen. Aus dieser Folge 
würde, indem man jede Funktion durch die entsprechende Summe |c, | + :--+|cx] 
dividiert, eine neue, gleichmüssig gegen Null konvergierende Folge entstehen, 
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für deren sämtliche Elemente |c,|+---+|¢,|—1 wäre. Auf Grund des Borzawo- 
WEIERSTRASS’schen Satzes würde es dann eine Teilfolge geben, für welche die Koef- 
fizienten c; gegen entsprechende Grenzwerte c? konvergierten; und es wäre auch 


le$]+---+jex]=ı. Da nun aus ¢c,— ct, ---,cz— ck auch 
1 * " 
19, b CkRgE — C1 s T Ck Ok 


folgt, wührend andererseits bereits die ganze Folge, also auch die Teilfolge ge- 
gen Null konvergiert, so müsste cfg,-------cigr — 0, also wegen der vorausge- 
setzten Unabhängigkeit der Funktionen g,,---,g, auch c/=o,::-,c/=o ausfal- 
len; dem widerspricht aber die Beziehung |c7|-- --- 4 |ez| — 1. 

Damit ist der Beweis für 4. erbracht. Nun folgt 3. aus 4. durch folgende 
Überlegung. Es handelt sich darum, zu zeigen, dass |g — f ihre untere Schranke 
wirklich erreicht. Es sei {f„} eine Folge, für welche |g— f,| gegen die untere 
Schranke d von |g — f konvergiert, dann ist die Folge (g — f,) sicher beschränkt 
und wegen |f„!</g!+'g—f„\ ist es auch die Folge (/,). Nach Hilfssatz 4. ist 
dann die beschränkte Folge {f,} auch kompakt. Also gibt es eine gleichmässig 
konvergente Teilfolge und die Grenzfunktion f* dieser Teilfolge besitzt wegen 
g—f*i€lg—fual«lfa—f*|—4d die gewünschte Eigenschaft, ein Minimum für 
g —Íí| zu liefern. 

Der Hilfssatz 5., den wir nun aufstellen, ist ein Gegenstück zu Hilfssatz 4.; 
er sagt nämlich aus, dass die Kompaktheit sämtlicher beschränkter Folgen für 
die linearen Mannigfaltigkeiten von endlicher Dimensionszahl charakteristisch ist. 

Hilfssatz 5. Wenn jede beschränkte Folge von Elementen einer linearen Man- 
nigfaltigkeit kompakt ist, so ist die Mannigfaltigkeit von endlicher Dimensionszahl. 

Beweis. Im entgegengesetzten Falle würde die Mannigfaltigkeit eine Folge 
(gn} enthalten, deren sämtliche Elemente von den übrigen linear unabhängig sind, 
d. i. keines derselben lässt sich als lineare Verbindung der Vorangehenden dar- 
stellen. Bezeichnen wir mit L; die Gesamtheit der linearen Verbindungen von 
gi,»',gr; dann ist g:+1 sicher nicht in Z; enthalten. Andererseits ist L; eine 
lineare Mannigfaltigkeit; denn einerseits enthält sie sämtliche lineare Verbin- 
dungen ihrer Elemente, andererseits aber folgt, wie wir dies bei dem Beweise 
von Hilfssatz 4. auseinandersetzten, aus |c, g, + --: +cexgx\— 0 auch c, —0,---,c; — 0 
und somit aus der gleichmässigen Konvergenz einer Folge {g°— e” g, + .--+ cg} 
gegen eine Grenzfunktion g* auch die Konvergenz der Koeffizienten c” gegen ent- 
sprechende Grenzwerte cj, so dass g*— cjg, ---- c cig; ausfällt, also der Man- 
nigfaltigkeit Lx angehört. Da ferner L; echter Teil von L;;; ist, so gibt es in 
Lx+ı nach Hilfssatz 2. sicher eine Funktion f; derart, dass |fz| — x ist, während 
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ihre Distanz von jeder Funktion aus ZL; wenigstens 1/2 ausmacht.! Die Funktio- 
nen f; (k= 1, 2,...) bilden wegen |f;|— x eine beschränkte Folge. Andererseits 


ist für i~k die Distanz | f; — fx | > =, da entweder f; der Mannigfaltigkeit L;, oder 


aber f; der Mannigfaltigkeit L; angehört. Also ist die untere Schranke der Di- 
stanzen |f;—fx| (iz k) von Null verschieden und die beschränkte Folge (fij ist 
somit nicht kompakt. 

Hilfssatz 6. Haben die linearen Mannigfaltigkeiten L, und L, ausser f — 0 
kein gemeinsames Element, und ist wenigstens eine der beiden Mannigfaltigkeiten 
von endlicher Dimensionszahl, dann gibt es eine Konstante C derart, dass für jedes 
Element f aus L, und jedes Element g aus L, 


lfl+lgl<C|f+ gl. 


Beweis. Im entgegengesetzten Falle würde es je eine Folge {/,} und (gn; 
geben derart, dass | fn) +) gn! >) fn+ gu |, und wir dürfen auch ohne Beschrän- 
kung der Allgemeinheit |/, | +) gn = 1 voraussetzen, da dies durch Division von 
fn und g, dureh | f,|+) gn) stets erreicht werden kann. Nun sei z. B. Z, von end- 
licher Dimensionszahl, dann ist die beschränkte Folge {f,} nach Hilfssatz 4. auch. 
kompakt; es gibt daher eine gleichmässig konvergente Teilfolge / — f*. Da fer- 


ner |] + gl « meo also gleichmässig /” g" — o, so wird auch gleichmässig 


2 | 


g®——}*. Daraus folgt einerseits | f^ | — | f* |,2|g" | — | — f*| =| /*| und somit 


wegen |j!|--|g^?|— x auch 2 |f*| — 1; andererseits müsste /* als Grenzfunktion 


von [f^ resp. von (— 9j beiden Mannigfaltigkeiten Z,, L, angehören und somit 


überall verschwinden, was jedoch der soeben bewiesenen Beziehung 2|/* | = 1 
widerspricht. 


$2. Die Umkehrung der linearen Transformation. 


Wir betrachten die Transformation B — E — A, wo E die identische, A aber 
eine vollstetige lineare Transformation unseres Funktionenraumes bedeuten. Die 
homogene Funktionalgleichung B[y] = o hat sicher eine Lösung, nämlich die 


! Da Lx von endlicher Dimensionszahl ist, liesse sich !/» durch 1 ersetzen; doch kommt es 
uns hier auf diese tiefer liegende Tatsache nicht an; der entsprechende Hilfssatz 3. gelangt 
erst später zur Verwendung. 

? Die Grenzgleichung | fr) |— ||f* | für jede gleichmässig konvergente Folge fm) — f* er. 
hält man am einfachsten aus den beiden Ungleichungen | f* |< | £* — f€n| + ||, | fr) | € 
< f* — f) | + | £* | und aus der Grenzgleichung | f* — ft | — o. 
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Funktion, die überall gleich Null ist. Ausser dieser »identisch verschwindenden» 
Lösung können noch weitere auftreten. Die Gesamtheit der Lösungen bildet eine 
lineare Mannigfaltigkeit, da ja wegen Distributivität und Stetigkeit der linearen 
Transformationen jede lineare Verbindung von Lösungen und auch jede Grenz- 
funktion im Sinne gleichmässiger Konvergenz ebenfalls Lösungen sind. Die spe- 
zielle Voraussetzung, dass A vollstetig ist, gestattet nun, die Mannigfaltigkeit der 
Lösungen näher zu charakterisieren. 
Satz 1. Die Lösungen der homogenen Gleichung 


B[y]= o 


bilden eine lineare Mannigfaltigkeit von endlicher Dimensionszahl. 

Beweis. Wegen H=A+B ist für die Lösungen gy -— A[g], d. i. sämt- 
liche Elemente unserer linearen Mannigfaltigkeit werden durch A in sich selbst über- 
führt. Da À vollstetig ist, so übergeht jede beschränkte Teilfolge in eine kom- 
pakte, und da sie andererseits in sich selbst übergeht, so ist jede beschränkte 
Teilfolge kompakt. Also ist die Mannigfaltigkeit nach Hilfssatz 5. von endlicher 
Dimensionszahl. 

Satz I’. Die Lösungen der homogenen Gleichung 


B"[y]=o 


bilden eine lineare Mannigfaltigkeit von endlicher Dimensionszahl. 
Beweis. Die Transformation 





Br=(E—- Ar =E—-A(nE—  )=E—C 
ist vom selben Typus wie B selbst; die Transformation 
C — A(nE-—---) 


ist nämlich als Produkt zweier Transformationen, von denen die eine, 4, voll- 
stetig ist, ebenfalls vollstetig. Also ist r'. ein Korollar von r. 

Bevor wir den Satz 2. aussprechen, bemerken wir zunächst, dass jede Ló- 
sung der Gleichung B"[y] — o wegen B"*! = B B" auch die Gleichung B"*![gy] — o 
befriedigt. Also definieren die Gleichungen B"[y]— 0 für n— 1,2,... eine Folge 
von linearen Mannigfaltigkeiten, deren jede in allen Folgenden enthalten ist. Es 
frägt sich nun, ob die einzelnen Mannigfaltigkeiten echte Teile der folgenden sind? 
Vor allem ist klar, dass wenn z. B. die m-te Mannigfaltigkeit kein echter Teil 
der m 4- i-ten und also mit dieser identisch ist, dies dann auch für alle folgenden 
der Fall ist. Gäbe es nämlich eine erste Mannigfaltigkeit, für welche dies nicht 
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mehr zutrifft, und bezeichnen wir den entsprechenden Exponent mit » +1, so 
würde es also eine Funktion y geben, für welche B"+![~] = o, B^[y] s o wäre. Wir 
setzen V — B"-"[p]; dann wird B"*[v] = B"*(»] — o und B"[v] = B"[q] 7 o, 
d. i. es wäre schon die m + 1-te Mannigfaltigkeit nicht mehr mit der m-ten iden- 
tisch, entgegen der Voraussetzung. 

Es sind also nur zwei Fälle möglich: entweder treten bei jedem Schritte 
neue Lösungen auf, oder es bricht dies bei einem Exponenten n ab, von wo an 
sämtliche Mannigfaltigkeiten identisch sind. Der nun zu beweisende Satz 2. wird 
den ersten Fall ausschliessen. 

Satz 2. Es gibt eine Zahl v derart, dass für n» v jede Lösung der Gleichung 


B" [y] — o 
auch schon die Gleichung 
B'[p] =o 
befriedigt, während für n « v die Gleichung 
Bn» [9] = 9 
auch neue, d. i. solche Lösungen besitzt, welche die Gleichung 


B"[g] — o 
nicht befriedigen. 
Beweis. Im entgegengesetzten Falle müsste es für jedes » auf Grund des 
Hilfssatzes 2. eine Funktion q, geben, für welche Br+![y,] — o, Pn| = x ist, wàh- 


rend für jede Funktion g, die schon die Gleichung B*[y]— o befriedigt, |y, — p|> T 

; ae 
ausfällt. Die Funktionen y, bilden für » = 1, 2,... eine beschränkte Folge; also 
bilden, da A vollstetig ist, die Funktionen g, — A [y,] eine kompakte Folge. Be- 
trachten wir die Differenz 


In — Qm = A [Pn ra Pm] , 


wo m<n. Da A— E — B ist, so wird 


In — Im = Pn — (Pm + Bl Gn] — Bl Pm) = qn — 9, 
wo wegen m «m 
B" [p] = Br [pm] + B* [pn] — B"* [pm] = o 
ist. Also ist 


Acta mathematica. 41. Imprimé le 3 décembre 1916, 11 
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I! 
gn = üm|| = | fn — 9 | — 


> 


und somit ist die Folge {g,} sicher nicht kompakt. Unsere Annahme führt also 
zu einem Widerspruch. Definieren wir noch 5?— E, so ist auch der Fall v—o, 
d. i. der Fall, wo die homogene Gleichung ausser der identisch verschwindenden 
keine Lösung zulässt, in dem Satze mit inbegriffen. 

Aus Satz 2. folgt sofort der 

Satz 3. Hat die Gleichung 


Biq]—g 


für jede beliebig gegebene stetige Funktion g eine Lösung, so ist diese Lösung ein- 
deutig bestimmt. 

Beweis. Mit anderen Worten sagt der Satz aus, dass wenn aie inhomogene 
ileichung ohne Ausnahme lösbar ist, die entsprechende homogene Gleichung ausser 
der identisch verschwindenden keine weitere Lösung besitzt. Dies zeigen wir wie 
folgt. Hätte die Gleichung B[p]—o auch eine nicht identisch verschwindende 
Lösung q,, so sei y, eine Lösung der Gleichung B[y]=9,, y, eine Lösung der 
Gleichung B[y] — q, u. s. f., allgemein 9,41 eine Lösung der Gleichung B[g]— qa. 
Dann wäre für jedes n » 1i die Funktion B"[y,]— o und B"-![gy,]» ^o. Dies aber 
widerspricht dem Satze 2. 

Wir lassen nun die Voraussetzung des Satzes 3. fallen und fragen ganz all- 
gemein, wie die Mannigfaltigkeit der Funktionen g, für welche die Gleichung lós- 
bar ist, ausschaut? Die Antwort erteilt der Satz 5.; der Satz 4. bereitet den 
Beweis des Satzes 5. vor. 

Satz 4. Es gibt eine mur von der Transformation B abhängende Konstante G 
derart, dass immer, wenn die Gleichung 


Biq]— 9 
lösbar ist, für wenigstens eine der Lösungen 


lox Gig 
ausfällt. 
Beweis. Ist q eine Lösung, so ist die allgemeine Lösung y — f, wo f eine 
beliebige Lösung der homogenen Gleichung B[f] — o bedeutet. Da die Funktionen 
f nach Satz 1. eine lineare Mannigfaltigkeit endlicher Dimensionszahl bilden, so 





1 Auch hier lässt sich die Zahl !/ durch ı ersetzen, da ja alle in Betracht kommenden 
Mannigfaltigkeiten von endlicher Dimensionszahl sind. 
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gibt es unter ihnen auf Grund von Hilfssatz 3. eine Funktion f* derart, dass 
für alle f 


IP —- | <\le—fl 


ist. Dann ist aber die Funktion 9 — y — f* eine Minimallósung der Gleichung 

B[y]=g, so dass also für alle der homogenen Gleichung 5[f]— o genügenden 

f die Ungleichung |g*| €|q* — f| besteht. Der Satz 4. wird bewiesen sein, wenn 
| -n* || 

wir zeigen, dass die Quotienten Ui für alle g, für welche die Gleichung über- 

haupt lösbar ist, unterhalb einer gemeinsamen Schranke G liegen. Die entgegen- 

gesetzte Annahme würde die Existenz einer Folge {g„} mit entsprechenden Mini- 


mallósungen q; nach sich ziehen, für welche 


* 
|ez] 


gn | 


Da nun cp; eine zu cg, gehörige Minimallósung ist, so können wir ohne Be- 
schränkung der Allgemeinheit |y;|— r und somit |g,|— o annehmen. Nun ist 
also die Folge (prj beschränkt, also die Folge der Funktionen A[gy7] kompakt, 
sie enthält daher sicher eine gleichmässig konvergente Teilfolge 


A [92,] — P**. 
Da ferner E = À + B und also 


$5, = Al Pn, | + Biqn,] = ALP] + Ing 


ist, und g,, gleichmässig gegen o konvergiert, so ist ebenfalls gleichmässig 


Pry ER gh 
Daraus folgt B[q5,|]— B[g'*], und da andererseits B(gn,] = gn, — 0, so erhal- 
ten wir 

B [g**] — o. 


Also wäre y** auch eine Lösung f der homogenen Gleichung und daher |g7, — 
—q("|27|qz,|-— x für alle k, was aber der gleichmässigen Konvergenz pn, — y** 
widerspricht. 

Satz 5. Die Transformation B überführt den Funktionalraum in eine lineare 
Mannigfaltigkeit. 

Beweis. Aus der Distributivität der Transformation B folgt unmittelbar, 
dass die Transformierte mit g,g,,g, zugleich auch cg und g,+g, enthält. Es 
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bleibt zu zeigen, dass für jede gleichmässig konvergente Folge g, — g*, für welche 
alle g, zu der transformierten Mannigfaltigkeit gehören, dies auch für die Grenz- 
funktion g* der Fall ist; mit andern Worten, dass zugleich mit den Gleichungen 
B[y]= 9. auch die Gleichung B[y] — g* wenigstens eine Lösung besitzt. Zu die- 
sem Zwecke wählen wir aus der Folge {g,} eine Teilfolge (9g?) derart, dass 


I 
antl 


gg 
werde; dann wird auch 


, I 
gun ees ok OURS 


Ferner sei y, eine Lösung der Gleichung B[y] = gU, y„ aber für n — 1,2,... je 
eine solehe Lósung der Gleichungen 


B[g] = g*n— go, 


für welche laut Satz 4. 


Y 


G 
| Pn} < G| grt) == gt < on 


ist. Alsdann konvergiert die unendliche Reihe 4, +9, +:-- absolut und gleich- 
mässig; ferner wird 


Bio + Oi Pal) gm 


und somit ist für die Summe %* der Reihe B[g*]—g*. Also hat auch die Glei- 
chung B[y] =g* wenigstens eine Lösung. 

Dem Satze 6. schicken wir folgende Bemerkungen voran: Da die Transfor- 
mationen B”, wie wir schon gelegentlich des Satzes 1’. bemerkten, von demselben 
Typus sind wie B selbst, so darf man den Satz 5. auch auf diese Transformatio- 
nen anwenden; danach überführt jede der Transformationen B" den Funktional- 
raum in je eine lineare Mannigfaltigkeit Z,. Da der Funktionalraum, den wir 
hier mit Z, bezeichnen wollen, die Mannigfaltigkeit Z, enthält und da L, und 
Ini, aus L, und Z, durch Anwendung ein und derselben Transformation, nämlich 
von B", entstehen, so ist auch L,,; in L, enthalten. Wir fragen nun, ob Z,:: 
echter Teil von L, ist oder aber die beiden identisch sind. Es leuchtet unmittel- 
bar ein, dass in dem in Satz 3. behandelten Falle, wo L, = L, ist, d. i. L, sämt- 
liche Funktionen enthält, dies auch für alle L, zutrifft. Allgemeiner folgt aus 
Lm+ı = Lm die Beziehung L, — L,, für alle n>m. Es sind also hienach nur zwei 
Fälle möglich: entweder es fallen bei jedem Schritte Elemente weg, oder aber ist 
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dies nur bis zu einem gewissen n der Fall, von wo an dann sämtliche Mannig- 
faltigkeiten identisch sind. Wir wollen zeigen, dass immer das Letztere statt- 
findet. 

Satz 6. Es gibt eine Zahl v derart, dass für n > v immer Ly = L, wird, wäh- 
rend für n « v die Mannigfaltigkeit L,41 echter Teil von L, ist. Diese und die in 
Satz 2. definierte Zahl » sind identisch. 

Beweis. Um die Existenz einer Schwelle » von der geforderten Eigenschaft 
zu beweisen, haben wir nur noch zu zeigen, dass L,,1 nicht für alle m echter Teil 
von L, sein kann. 

Ist L,,; echter Teil von L,, so gibt es nach Hilfssatz 2. eine Funktion g, 
in L, derart, dass |g,| — 1 ist und dass für alle Funktionen g aus Z,,, die Un- 


gleichung |gn — gl >- besteht. Wäre dies nun für alle n der Fall, so gäbe es 


eine entsprechende unendliche Folge {g,}. Da A=E—B ist, so wäre also 
für m<n 


A [9m] — A [gn] = 9m — (gn + P [gn] — B[gn]) — 9m — 9; 


wo alle 3 Glieder des unter g zusammengefassten Ausdruckes, somit auch g selbst . 
in L,4; enhalten sind. Daraus aber folgt 


DIH 


| A [gm] — A [9n]| = |gm — 9| = 


Diese Ungleichung widerspricht aber dem Umstande, dass die Folge {A [g,]}, 
die aus der beschränkten Folge (g,; durch Anwendung einer vollstetigen Trans- 
formation entsteht, kompakt sein muss. Damit ist die Existenz einer Schwelle 
» bewiesen. 

Um nun auch die zweite Behauptung des Satzes zu beweisen, bemerken wir 
zunächst, dass die Gleichung B[y] = g, wo g eine Funktion aus Z, ist, wenigstens 
eine Lösung p in L, besitzen muss, da ja L, durch P in sich übergeht. Wir be- 
haupten nun, dass es in L, eine und nur eine Lösung gibt, mit anderen Worten, 
dass die homogene Gleichung B[y]= o ausser der identisch verschwindenden aus L, 
keine Lösung zulässt. Der Beweis lautet ähnlich wie für den spezielleren Satz 3., 
der dem Fall »—o entspricht. Gäbe es in L, eine nicht identisch verschwin- 
dende Lösung q,, so sei y, eine Lösung aus L, der Gleichung B[y] = $,, y, eine 
Lösung aus L, der Gleichung B[y]—¢,, u. s. f. Dann wäre für jedes » » 1 
B"[y,]- o, B"—![m,]» o, was jedoch dem Satze 2. widerspricht. 

Aus der soeben bewiesenen Behauptung folgt nun, dass jede Lósung der 
Gleichung B"*! [p] = o auch die Gleichung B’ [y] = o befriedigt, da ja sonst die Funk- 
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tion 7, — B"[gy] eine nieht identisch verschwindende Lösung aus L, der Gleichung 
B[w]- o wäre. Andererseits lässt sich für jedes n € » eine Lösung von B"*' [gy] =o 
finden, für velche B”[y]#= o ist. Zu diesem Zwecke wähle man irgend eine Funk- 
tion f aus Z,_„—ı, die aber der nüchstfolgenden Mannigfaltigkeit L,—, nicht mehr 
angehört und für welche B"[f!-o ist. Solche Funktionen gibt es sicher in der 
Menge L,—,—;— L,—5, denn sonst müsste die Menge L,_;— ZL, leer ausfallen, d.h. 
es wire L,— L, ,. Die Funktion g = B"*![f] liegt in L, und es gibt somit auch 
eine Funktion f, in L,, für welche B"*[f,]—g ist. Dann befriedigt wegen 
B"u[f]— B"#[f,] die Funktion g=f—f, die Gleichung B"*![g] — o: dagegen 
ist B^[y] = B"[f] — B"[f,] o, da B"[f,] der Mannigfaltigkeit L, angehört, wäh- 
rend B^[/] nur in Z,—,, aber nicht in L, enthalten ist. 

Somit besitzt unsere Zahl » auch die durch Satz 2. geforderten Eigenschaften. 

Der folgende Satz 7., der aus den Sätzen 2., 3., 4. und 6. fast unmittelbar 
folgt, enthält als Spezialfall die Frepmorm’sche Alternative bez. Lösbarkeit der 
homogenen und der inhomogenen Integralgleichung. 

Satz 7. Entweder lässt sich die Transformation B umkehren, d. h. es gibt eine 
inverse lineare Transformation B-!, für welche BB-'— B B — E ist; oder aber 
besitzt die homogene Gleichung B [y] 0 ausser der identisch verschwindenden auch 
weitere Lösungen. 

Beweis. Der erste Fall tritt dann ein, wenn die Gleichung B[g]-— g für je- 
des g lösbar, also » =o ist. Dann ist nämlich nach Satz 3. die Lösung eindeu- 
tig bestimmt, es wird also jedem Elemente g des Funktionalraumes ein Element 
y eindeutig zugeordnet. Wir wollen zeigen, dass diese Zuordnung distributiv und 
beschränkt ist, also eine lineare Transformation 7 darstellt. Die Distributivität 
folgt unmittelbar aus der Eindeutigkeit, da zu cg, g, + g, die entsprechenden Ele- 
mente cq, $, +, als Lösungen gehören. Die Beschränktheit der Transformation 
ist aber in Satz 4. als Spezialfall enthalten. Endlich sind die Gleichungen 
BT —TB- E eine unmittelbare Folge der Gleichung P[g]— g. 

Der zweite Fall tritt dann ein, wenn die Gleichung B[p]=—g nicht für alle 
g lösbar ist. Dann ist nämlich L, echter Teil von Z,, somit v ^r. Es gibt also 





nach den Sätzen 2. und 6. sicher eine Funktion y, für welche B[g] — o, p= E[q] = 
— B’[y]#o ist. Um wegen der Wichtigkeit der Behauptung das hiefür wesent- 
liche aus dem Beweise des Satzes 6. zu wiederholen, ensteht eine solche Funk- 
tion y aus jedem beliebigen Elemente f der Menge L,_ı — L, als Differenz von 
f und jener Funktion f, aus Z,, für welche B[f,]— B[f] wird. 

Damit ist Satz 7. bewiesen. Den Fall y — o wollen wir nun als durch den 
Satz erledigt betrachten und wenden uns der nüheren Untersuchung des Falles 
v ^1 zu. Vor allem führen wir folgende Benennungen ein. Z, heisse die Kern- 
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manniglaltigkeit, ihre Elemente die Kernelemente. Die Lösungen der Gleichung 
B’[p]= o nennen wir Nullelemente; die lineare Mannigfaltigkeit endlicher Dimen- 
sionszahl, die sie nach Satz r'. bilden, heisse Nullmannigfaltigkeit. Unabhängig 
von der Zahl » kann man die Kernelemente g auch durch die Eigenschaft cha- 
rakterisieren, dass die Gleichung B"[p]—g für jedes n lösbar ist, die Nullele- 
mente wieder dadurch, dass sie für genügend grosse n die Gleichung B"[g]-— o 
befriedigen. 

Es gilt der folgende Zerlegungssatz: 

Satz 8. Jede Funktion lässt sich auf eine und nur eine Weise als Summe 
eines Kernelementes und eines Nullelementes darstellen. 

Beweis. Um die Zerlegung der Funktion f zu bewirken, setzen wir B" [/]— g, 
dann ist g ein Kernelement und die Gleichung B"[g]- g ist für jedes n, also 
auch für n —2»v lösbar. Sei y, eine Lösung; wir setzen f, = B'[p,]. Dann ist 
auch f, ein Kernelement; ferner ist 5"[f,] = B?"[y,] — g = B"[f], also B"[f —f,]— 0, 
d. h. f—f, ist ein Nullelement. Also liefert f — f, -- (f —f,) die gewünschte 
Zerlegung. 

Um nun die Eindeutigkeit der Zerlegung zu zeigen, sei f — f, + (f —f,) eben- 
falls eine Zerlegung der gewünschten Art, d. i. f, sei ein Kernelement, f — f, ein _ 
Nullelement. Dann ist f, = f, — f, = (f — f.) — (f — f,) gleichzeitig ein Kernelement 
und auch ein Nullelement. Als Kernelement lässt f, jedenfalls eine Lösung der 
Gleichung B"[y] — f, zu, als Nullelement befriedigt es die Gleichung B"[f,] — o. 
Also ist B?"[p] — o, und somit nach Satz 2. auch f, = B’[p] = o, d. i. also f, — f,. 

Satz 9. Es gibl eine und mur eine lineare Transformation B, welche jedes 
Kernelement in sich selbst und jedes Nullelement in 0 überführt.‘ Jede Funktion 
wird durch B in ein Kernelement, durch E — B in ein Nullelement verwandelt und 
es ast BO; — BOY A BO BA. 

Beweis. Nach Satz 8. entspricht jeder Funktion f ein Kernelement f, derart, 
dass f—f, ein Nullelement ist. Wir definieren die Transformation B®, indem 
wir jeder Funktion f das entsprechende Kernelement f, zuordnen. Das hiedurch 
jedes Kernelement sich selbst enspricht und jedes Nullelement in o übergeht, 
folgt unmittelbar aus der in Satz 8. ausgeprochenen Eindeutigkeit der Zerlegung. 
Ferner wird laut Definition jede Funktion durch B® resp. E — B? in ein Kern- 
element resp. in ein Nullelement, nämlich in die nach Satz 8. entsprechenden 
beiden Teile verwandelt. Die Distributivität der Transformation B folgt eben- 
falls unmittelbar aus der Eindeutigkeit der Zerlegung und aus dem Umstande, 








' Die Bezeichnung .B() soll daran erinnern, dass für v — o die Transformation B) mit der 
identischen E — B? zusammenfällt. 
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dass die Kernelemente für sich und ebenso die Nullelemente für sich je eine 
lineare Mannigfaltigkeit bilden. Wir haben noch zu zeigen, dass die Transforma- 
tion B? auch beschränkt und somit eine lineare Transformation ist. Dies folgt 
nun durch Anwendung von Hilfssatz 6. auf die Nullmannigfaltigkeit und die 
Kernmannigfaltigkeit, deren erstere ja von endlicher Dimensionszahl ist. Nach 
Hilfssatz 6. gibt es daher eine Konstante C derart, dass |f, \+//—f,\<C\f' und 
und somit a fortiori 
LSet 

wird. 

Um 4B — BO 4 zu beweisen, genügt es nach Satz 8., das Übereinstimmen 
für Kern- und für Nullelemente zu zeigen. Da A = E — B jedes Nullelement in 
ein Nullelement, B® aber in o verwandelt, so ist für ein Nullelement A B® [f] — 
— B? A[f] — o. Für Kernelemente aber stimmen beide Transformationen mit A 
überein, da B? mit E übereinstimmt und A jedes Kernelement in ein ebensol- 
ches verwandelt. Endlich folgt die Gleichung 5* — B® daraus, dass B laut 
Definition jede Funktion in ein Kernelement und dieses, wie wir gezeigt haben, 
in sich selbst überführt. 

Wir haben noch zu zeigen, dass es nur eine Transformation von der im 
Satze geforderten Eigentümlichkeit gibt. Die Differenz zweier soleher Trans- 
formationen müsste sowohl jedes Kernelement, wie auch jedes Nullelement und 
somit auf Grund von Satz 8. überhaupt jede Funktion in o überführen; also 
würen die beiden Transformationen mit einander identisch. 

Satz 10. Die Transformation A gestattet eine und mur eine Zerlegung in line- 
are Transformationen A = A, - A, derart, dass A, alle Nullelemente, A, aber alle 
Kernelemente in 0 überführt. y 

Die Transformation A, stimmt fiir alle Kernelemente, die Transformation A, 
für alle Nullelemente mit A überein. 

Jede Funktion wird durch A, in ein Kernelement, durch A, in ein Nullele- 
ment verwandelt. 

Die Transformationen A,, A, sind zueinander orthogonal, d. h. es ist A, A, = 
— À, À, — 0. 

Die Transformationen A, und A, sind vollstetig. 

Beweis. Wir setzen A, = BOA — ABO, A, = (E — B9) A — A(E — B9). 
Dann ist 4,+4,— A. Da B jedes Nullelement in o überführt, so ist dies auch 
für A, — AB? der Fall. Andererseits wird jedes Kernelement sowohl dureh E 
wie durch B® in sich und somit durch E — B, also auch durch A, = A (E — BW) 
in o überführt. 

Die Aussage, dass A, für alle Kernelemente, A, für alle Nullelemente mit 4 
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übereinstimmen, ist nur eine Umformulierung der detinierenden Eigenschaft. Die 
nächste Aussage des Satzes folgt aus der entsprechenden Aussage des Satzes 9. 
über BO und E — B und daraus, dass B und also auch 4 = E—B jedes Kern- 
resp. Nullelement wieder in ein solches überführen. 

Die Eindeutigkeit der Zerlegung folgt unmittelbar aus der definierenden 
Eigenschaft und aus Satz 8., da A, und A, durch die definierende Eigenschaft 
sowohl für jedes Kernelement, wie auch für jedes Nullelement, also nach Satz 8. 
zufolge der Distributivität für jede Funktion eindeutig bestimmt sind. 

Dass A, 4,—o ist, schliessen wir wie folgt. Wenden wir A, A, auf eine 
Funktion an, so wird dies zunächst durch A, in ein Nullelement und dieses 
dann durch A, in o verwandelt. Ähnlich folgt auch ASA =O. 

Endlich folgt die Vollstetigkeit der Transformationen A,, A, aus ibrer Pro- 
duktdarstellung zufolge des vollstetigen Faktors 4. 

Der nächstfolgende Satz rr. gibt solche charakteristische Eigenschaften der 
Transformationen A,, A, an, welche unabhängig von der Zahl » sind. 

Satz 11. Die Transformation B, — E— A, lässt eine inverse T'ransformation 
B! zu, für welche also B, Br! = Bj3B, — E ist. Die Transformation B, — E — A, 
hat die Eigenschaft, dass die beiden homogenen Gleichungen B"[q] = o und Bv[q] = o 
für jedes m genau dieselben Lósungen zulassen und die Gleichungen B"[p]=g und 
B'|p]=g für ein und dieselbe Funktion g entweder keine oder beide lósbar sind. 

Beweis. Die Umkehrbarkeit der Transformation D, folgt aus Satz 7., sobald 
wir nur zeigen, dass B,[y] — o keine Lösung ausser (p — o zulässt. Würde es eine 
Lósung y — f geben, so zerlegen wir f nach Satz 8. in ein Kernelement f, und ein 
Nullelement /[— f,. Dann wäre B,[f,] + Bjf—f,]-0. Ferner ist für das Null- 
element f —f, nach Satz ro. A,[f — f,] — o, somit Bif—fj=f—f, also Bf] — 
—f,— f. Andererseits aber stimmt für ein Kernelement A, mit A, also auch 
B, mit B überein, somit wäre auch B[f,] =f, —f, also B"H[f;]— B"[f, — f] — o; 
d. i. das Kernelement f, würe zugleich ein Nullelement. Also müsste die Lósung 
Í — f, 4 (f — f) als Summe von zwei Nullelementen ebenfalls ein Nullelement sein, 
dann wäre aber A,[f]— o und somit B,[f] —f; daraus folgt wegen B,[f]— o 
auch f —o. 

Die Aussagen des Satzes über B, liest man unmittelbar aus den beiden 
Identitäten Br — Br Br — B" B" und BY = (B>")" B" = Br(B-1}" ab, deren erstere 
sich aus B—E- A — E—4,— 4,4 4,4,— (E — A))(E — A,} = B, B, dureh Po- 
tenzieren nebst Beachtung der Vertauschbarkeit von A,, A,, also auch von B,, B, 
ergibt, während die zweite aus der ersten durch Muitiplizieren mit (B7!)" 
entsteht. 

Je nach der Anzahl der linear unabhängigen Lösungen von B[g]— o lässt 
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die Transformation A, eine weitere Spaltung in orthogonale Teile zu, die der 
kanonischen Umformung einer linearen Substitution von n Veränderlichen ent- 
spricht und durch eine Parameterdarstellung der Nullmannigfaltigkeit, die ja 
von endlicher Dimensionszahl ist, leicht auf jene Umformung zurückgeführt 
werden kann, indem man nämlich A, als eine Transformation der Nullmannig- 
faltigkeit in sich selbst auffasst. 

Wir gehen hier auf dieses Probiem nicht weiter ein. Der nächste Satz 12. 
soll einem Gesichtspunkte Rechnung tragen, der für die meisten verwandten Un- 
tersuchungen von Anfang an grundlegend ist. Anstatt der einzelnen Transfor- 
mation E— A wollen wir nämlich hier aie ganze Schar E —} A betrachten, wo 
À einen beliebig veränderlichen komplexen Parameter bedeutet. Da mit A auch 
iA vollstetig ist, so gelten die bisher entwickelten Sätze entsprechend für sämt- 
liche Transformationen E —44. Zu jedem Werte von À gehört dann eine ganze 
Zahl v»=v(A), die entweder o oder >o ist. Im ersten Falle sagt man, / sei 
in bezug auf A ein regulärer Parameterwert; im zweiten, wo nach den Sätzen 2. 
und 6. die Gleichung p=44A[y] wenigstens eine nicht identisch verschwindende 
Lösung zulässt, heisst A ein singulärer Parameterwert oder auch Eigenwert von A. 
Der Satz r2. wird diese Benennungen rechtfertigen, indem nämlich nach diesem 
Satze v — o die Regel, v>o die Ausnahme ist. 

Satz 12. Die Eigenwerte À besitzen im Endlichen keine Häufungsstelle. 

Beweis. Der Satz wird bewiesen sein, wenn wir zeigen, dass es keine be- 
schränkte unendliche Folge aus sämtlich verschiedenen Eigenwerten gibt, d. h. 
dass die Annahme der Existenz einer beschrünkten Folge aus sámtlich verschie- 
denen Zahlen 4,, für welche die Gleichungen y — 4, A[g] wenigstens je eine nicht 
identisch verschwindende Lösung q, zulassen, auf einen Widerspruch führt. 
Zunächst ist klar, dass ~,,...,Qn für jedes n linear unabhängig sein müssten, da 
ja aus q4 — CP + + Cn afi durch Anwendung der Transformation 2, A wegen 
A[qx] = A uo ist sicher kein Eigenwert) auch pn — À» EP Lee +7 Pr 

Lg ¥ UE 
und nach Einsetzung von Pn ——6,, t: + Cn—19n—1 eine linear homogene Bezie- 
hung mit nicht sämtlich verschwindenden Koeffizienten schon zwischen g,, . .., Pn-ı 
folgt, woraus sich durch Rekurrenz die behauptete Unabhängigkeit für jedes n 
ergibt. Es sei nun Z®) die aus den linearen Verbindungen von 9,,..-, Pn gebil- 





dete Mannigfaltigkeit. Dann ist erstens für jedes Element g=c,9, + --- + Cnn 
x : ; | 25 ax ; 
aus L™) die Differenz g — 4, A[9] = c, I1-; D Toda oi: EY | Pn—1 eine 
gi “n—1 
lineare Verbindung von %,,..., n—1; also ein Element aus L(—?. Ferner ist 


L’—!) ein echter Teil von L™, da ja g, nicht in L"-" enthalten ist; also gibt 
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es nach Hiffssatz 2. für jedes n ein Element g, aus L, derart dass |g, | — 1 und 
für jedes Element g aus ZL{r=V die Distanz |g,— 9| > T ist, Wäre nun die Folge 


Un) beschränkt, so wäre es auch die Funktionenfolge (4,g,) und da A vollstetig 
ist, wäre dann die Folge (4, A[g,]) kompakt. Andererseits aber ist für m <n, da 
sowohl A45, A[g,,], wie gn — 4, A[gn] der Mannigfaltigkeit Lt) angehören, 


, 


5 6 ^ WT 
| 715 A [94] X Ám A [9m] > | In riis (In ou. An A [9] dr Ám A [9m]) | 2 2 


also kann die Folge {An A[gn]} nicht kompakt sein. Die Annahme einer be- 
schränkten Folge [4,) stösst damit auf einen Widerspruch. 

Bevor wir den Satz r3. aussprechen, müssen wir noch festlegen, wann wir 
die Stelle 2— als regulär resp. singulär betrachten. Um die für endliche À 
geltende Definition entsprechend übertragen zu kónnen, geben wir derselben fol- 
gende Fassung: À ist in Bezug auf A regulär, wenn aus f — 4 A[f] — o auch f — o 
folgt. Entsprechend definieren wir: 4 — c» heisse in Bezug auf A regulär, wenn 
für jede ins Unendiche wachsende Folge 4,— © aus |f,— A, A[f,]| — o auch 
|fn|| — o folgt. 

Satz 13. In Bezug auf die in Satz 10. definierte Transformation A, sind alle 
von 1 verschiedene Werte 4, auch À — co, regulär. 

Beweis. Ist À endlich, so haben wir zu zeigen, dass aus f — AA,[fl= o auch 
Í — o folgt. Nach Satz ro. ist A,[f] ein Nullelement in Bezug auf B, also nach 
Satz rr. auch in Bezug auf B, Somit ist auch f — 4 A,[f] selbst ein Nullelement 
für B,. Andererseits folgt aus f — 4A,[f] - o wegen E—24,— (1—2) E + 4E — 
(a) eB dass je B,[f] ist. Also ist auch (aaa SER 
Da nun f ein Nullelement ist, so ist für genügend grosse n, nämlich n > v, sicher 
Br[fj=o. Also ist auch f — o. 

Was nun die Stelle A= betrifft, nehmen wir an, sie sei in Bezug auf A, 
singular; dann gibt es also eine Folge 4, — und eine Folge {f„}, für welche 
\In— An A;[fa]|— 0, |fn| aber nicht gegen Null konvergiert. Wir dürfen ohne Be- 
schränkung der Allgemeinheit |f,| — 1 annehmen, denn es gibt jedenfalls eine un- 
endliche Teilfolge von {f,}, für welche die Normen |f,| oberhalb einer von o 
verschiedenen positiven Schranke liegen; für die der Teilfolge entsprechenden 


Funktionen y, = In wird dann | @, — An 4,[92]|— o und |g, |=1 ausfallen. Nehmen 
FA A fa T 


wir also sofort |f,|— r an. Da alle Funktionen A,[f] Nullelemente sind, so sind 
es auch die Funktionen 4, A,[f,], ferner bilden diese wegen 
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eine beschränkte Folge. Da diese beschränkte Folge in einer Mannigfaltigkeit 
endlieher Dimensionszahl, nämlich der Nullmannigfaltigkeit enthalten ist, so ist 
sie auch kompakt. Also gibt es eine gleichmässig konvergente Teilfolge 


10 A Lf — fr, 


wo auch /* ein Nullelement ist. Nun folgt einerseits aus der soeben erhaltenen 
Grenzgleichung und aus |f? — 4 A,[fv]|— o, dass auch gleichmässig /')— f* 
und damit auch |f*|— r. Andererseits folgt nach Division durch 4?, dass gleich- 
mässig 4,[/^]— o und somit auch 4,[/*]= 0; also wird B,[f*] = f* — A,[f*] — /* 
und somit auch B"[f*]— f* zo für jedes n. Dies wiederspricht aber dem oben 
gefundenen Ergebnisse, wonach f* ein Nullelement sein muss. Also ist auch 
A= regulär. 


$ 3. Anwendung auf Integralgleichungen. 


Um Anschluss an die Theorie der Integralgleichungen zu gewinnen, betrach- 
ten wir die Transformation vom »Zntegraltypus» 


b 
KU — | K@ pinay, 


D 
a 


wo wir, um zunächst nur den wichtigsten Fall vor Augen zu halten, die Funk- 
tion K(x, y) für a Xx «b, a<y<b stetig voraussetzen. Um unsere allgemeine 
Resultate auf die sogenannte FRzpHorw'sche Integralgleichung oder — nach 
Hitsert — Integralgleichung zweiter Art :  — K[q] — g anwenden zu können, müs- 
sen wir vorerst zeigen, dass die Transformation vom Integraltypus K[f] linear 
und vollstetig ist. Mit anderen Worten, wir müssen zeigen, dass K distributiv 
ist und dass sie jede beschränkte Folge in eine nicht nur beschränkte, sondern 
auch kompakte Folge überführt. Die Distributivität von A folgt unmittelbar 
aus der Distributivität der Integration, die Beschränktheit aus der Abschätzung 


b 
Ite f | 1K(@ py. 


a 


Wir haben noch zu zeigen, dass für jede beschränkte Folge 1/,; die entsprechende 
Folge {Kf[f„]} auch kompakt ist. Damit eine beschränkte Folge [g,) kompakt 
o Le J o \ L| 
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sei, ist nach ARZELÀ notwendig und hinreichend, dass die 9, in ihrer Gesamtheit 
in gleichem Masse stetig seien. Darunter versteht man, dass es zu jedem posi- 
tiven e ein 0 gibt derart, dass für |r — z'| « ó und für alle g, zugleich [g,(x) — 
— ga (x')| Xs ausfällt. Es kommt uns hier nur darauf an, dass die Bedingung 
hinreicht. Wir wollen den Beweis hiefür kurz wiederholen. Nehmen wir irgend 
eine Teilfolge von {g,}; diese Teilfolge ist, wie {gn} selbst, beschränkt, und man 
kann also daraus durch das bekannte Diagonalverfahren eine weitere Teilfolge 
(g™\ aussondern, die an allen rationalen Stellen des Intervalls (a, b) konvergiert. 
Wir zeigen, dass (g" auf der Strecke (a, 6) überall und gleichmässig konvergiert. 
Wir wählen e beliebig klein, dann gibt es dazu nach Voraussetzung ein ent- 
sprechendes à. Nun zerlegen wir die Strecke (a, b) durch rationale Punkte 
Da... rx in eine endliehe Anzahl von Teilstrecken <d. Dann gibt es unter die- 
sen k Punkten zu jedem x wenigstens einen, so dass [|x— 7| « ó und also für alle 
n auch |g(?(x)— g^ (r)| «e wird. Andererseits ist, wenn m und n genügend 
gross sind, für jeden der £ Punkte |g’(r) —g™(r)|<e. Also ist auch 


|g’ (a) = gl) (x) | < | g ? (x == ge) (r )| aL | 9! m) (y 222 g(r) | + | g*? (r) (r) TEM g (x )| « 365 


und zwar gilt diese Abschätzung für jeden Punkt v, indem man für r den nächst- 
liegenden der Punkte 7,,.., rx einsetzt. Also ist für genügend grosse m, n die 
Distanz |g’) — g9 | £ 3e, d. i. beliebig klein, die Folge (gj ist somit gleichmässig 
konvergent. 

Betrachten wir nun die Folge (g, = K[f,]j, wo die f, eine beschränkte Folge 
bilden, also |f,| € G ist. Dann ist 


b b 
| gn (x) — ga (a) | = [ uc y) — K (a, y)lfn(y)dy x | | K (x, y) — K (z^, y) |dy. 


. * 
a a 


Da K(x, y) stetig ist, so kann im letzten Integral der Integrand und somit also 


I 


auch das Integral beliebig klein gemacht werden, indem man x und x’ genügend 


nahe wählt. D. h. zu jedem positiven & gibt es ein 0 derart, dass für |y — a'| « ó 


das Integral ER. und somit |g,(x) — g,(2)| <e wird. Also ist die ARzZELÀ’sche Be- 


dingung befriedigt und die Folge (g, = K[f,]j ist kompakt. Die Transformation 
K ist somit vollstetig. 

Betrachten wir nun die Transformation B — E — K; nehmen wir zuerst den 
regulären Fall »—o, also die Existenz einer inversen Transformation B-! an. 
Wegen B-1— B-!K —B-G(E—K)— B-3B—H ist B1 =H + B3K —E-—H, wo 
auch // — — B-'K eine vollstetige Transformation ist, und es liegt die Vermutung 
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nahe, dass auch diese vom Integraltypus ist, so dass also die Umkehrung der In- 


tegralgleichung 
b 


f(x) — | K(s, y) f(y)dy — g(x) 


a 


durch eine Gleichung vom selben Typus 
b 
fla) = g(a) — f tts natn 


geschieht. Es gilt in der Tat allgemein der Satz: Ist T eine beliebige lineare 
Transformation, K aber eine solche vom Integraltypus, dann ist auch die Transfor- 
mation H — T K vom Integraltypus. Um diese Behauptung zu beweisen, definieren 
wir zuerst die entsprechende Funktion Z(r, y), indem wir in K(x, y) die Ver- 
änderliche y für einen Augenblick als konstant ansehen und also auf K(x, y), 
als Funktion von x allein betrachtet, die Transformation 7 anwenden. Damit ist 
H(x, y) für jeden Wert y als stetige Funktion von x definiert. Dass H(z, y) auch 
als Funktion von x, y stetig ist, schliesst man aus der Erhaltung gleichmässiger 
Konvergenz bei jeder linearen Transformation; danach folgt nämlich aus y, — y* 
und damit gleichmässig K(x, y») — K(x, y*) die ebenfalls gleichmässige Konver- 
genz von H(x, y,) gegen H(x, y*). Es muss noch gezeigt werden, dass die der 
so definierten Funktion H(x, y) entsprechende Transformation H — TK ist. Dies 
folgt aber auf Grund der Definition des bestimmten Integrals durch Grenzüber- 


gang aus der Identität 


D A(x, yof (ye) (Yar — yx) = D TEK (x, yx) 4 Ye) (Yori — vx) = 
k=1 k=l 


= " > K (x, yx) (yia — »| 


k=1 


die ihrerseits aus der definierenden Formel von H(z, y), nämlich 4 (x, yx) = 
T[K(x, yx)] und aus der Distributivität von 7 folgt. 
Zwischen K(x, y) und der Funktion H(x, y), die der Transformation 


H — — BK entspricht, bestehen die Beziehungen 


b b 
K (x, y) + H(x, y) — | K(x, u) H(u, y)du — | H(x, u)K(u, y)du, 


a a 
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die unmittelbar aus den Identitäten (E — K)(E — H) —(E-— H)(E — K) — E, d. i. 
K+H=KH=HK fliesen. Durch diese Identitäten, ja sogar schon durch 
K+H=KH, ist die Transformation H und somit auch die Funktion HA (x, y) 
vollständig festgelegt, da sie ja aussagt, dass die Funktion f—g— H[g] die 
Gleichung f — K[f]=g befriedigt, dass somit diese Gleichung für alle g lösbar 
ist, und da in diesem Falle nach Satz 3. die Lösung f, also auch H[g] — g — f 
durch Angabe von g eindeutig bestimmt wird. Besteht also zwischen H und K 
die Beziehung X + H — KH, so ist die Transformation EZ — K umkehrbar, ihre 
inverse Transformation ist £ — H, und es besteht daher auch die zweite Be- 
ziehung K+ H — HK. 

Nun sind wir in der Lage, sofort auch die sogenannte transponierte Inte- 
gralgleichung zu erledigen. Setzen wir f(x, y)— K(y, x) und sei 8 die ent- 
sprechende Transformation; dann sagt man, die Gleichung f— S[j] — q sei in 
Bezug auf die vorhin behandelte vom transponierten Typus. Umgekehrt ist 
Í— K[f] ^g der zu j— N[j] ^ à transponierte Typus. Tritt nun für den einen 
Typus die allgemeine Umkehrbarkeit ein, so ist es auch für den andern der Fall, 
da nämlich aus den obigen Beziehungen zwischen K(x, y) und H(x, y) die ähn- 
lichen Beziehungen zwischen (a, y) und $(v, y) — H(y, x) durch Vertauschung 
der Variabeln unmittelbar folgen. Die Lösung der transponierten Integralgleichung 
wird hienach durch die Formel 


b 
f(y) — 9G) — | Ha wa@)dz 
a 
geleistet. 

Wir wenden uns jetzt dem Falle »>o zu; wir verzichten jedoch darauf, 
sämtliche Resultate in die Sprache der Theorie der Integralgleichungen zu über- 
setzen und beschränken uns auf das Wesentlichste. Zunächst ist klar, dass der 
Fall »>o für beide Transformationen B=E—K und B=E—. zugleich ein- 
tritt; denn wir haben soeben gesehen, dass aus der Umkehrbarkeit der einen 
Transformation, d. i. aus v=o für diese Transformation, auch die Umkehrbar- 
keit der anderen, also auch für diese » — o folgt. Ziehen wir nun den Satz 7. 
heran, so ergibt sich somit die FREDHoLW'sche Alternative: 

Entweder besitzen die Gleichungen 


b 
fta [Ke y)f(y)dy = g(x), (y n= fk a) dx = gly) 


a 
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für alle g und q je eine eindeutig bestimmte Lösung, oder, wenn dies nicht der Fall 
ist, dann haben die entsprechenden. homogenen Gleichungen ausser der identisch ver- 
schwindenden noch weitere Lösungen. 

Die weiteren FrepnorM’schen Sätze, nämlich das Übereinstimmen der An- 
zahl der linear unabhängigen Lösungen der beiden homogenen Gleichungen und 
die durch diese »Nullösungen» ausgedrückte Bedingung für die Lösbarkeit der 
inhomogenen Gleichung bei vorgegebenem g resp. g, erhält man aus obigem Satze, 
wie Herr W. A. Hurwitz vor Kurzem gezeigt hat, durch einen sehr einfachen 
Kunstgriff.! Die Sätze 10., 11. und r3. gestatten es uns, einen andern Weg einzu- 
schlagen, der weiter führt und tieferen Einblick in das Verhalten sämtlicher 
Nullelemente gewährt. Wir wollen diesen Weg bier kurz andeuten. Wir zer- 
legen die Transformation K nach Satz ro. in orthogonale Teile: K=K, + K,, 
K,K,=K,K,=0, K,= BOK, K,=(E—B)K. Dann sind auch die Transfor- 
mationen K,, K, vom Integraltypus, da im definierenden Produkt der zweite Fak- 
tor vom Integraltypus ist. Wir haben somit eine Zerlegung K (x, y) = K, (x, y) + 
K,(x, y) vor uns. Ich behaupte, dass die entsprechende Zerlegung der transponier- 
ten Funktion &(x, y) = K(y, x) durch die Transponierten von K, und K,, also durch 
S, und 8, geleistet wird. Zunächst überführt nämlich K, alle Kernelemente von 
B=E-K in o; diese Tatsache drückt sich durch die Identität X,B"=o aus, 
die ibr gleichwertig ist, da ja B’[f] die allgemeine Form der Kernelemente ist. 
Da nun K, und P vertauschbar sind, so ist auch B’K,—o0. Diese Identität 
lässt sich auch als eine Integralbeziehung zwischen K(x, y) und K,(x, y) hin- 
schreiben, die wieder nach Vertauschen der Variablen die Identität 8,33" — o er- 
gibt. Da alle Kernelemente der Transformation ® für jedes m, also auch für 
n-— v, auf die Form 3[j] gebracht werden können, so besagt die soeben gewon- 
nene Identität, dass N, jedes Kernelement von B im o überführt. Andererseits ist 
K,— K, —K,K, —(E— K,) K, — B,K, und somit auch allgemein Kop 
woraus wegen der Umkehrbarkeit von B, weiter K, = By BY (B; !) K,— Br (BZ)CKE 
folgt. Durch Übergang zur entsprechenden Integralformel und Transposition 
ergibt sich hieraus die Identität 8, =%,(871)"B", so dass also für jedes Element 
j, für welches B*[f] bei irgendeinem x identisch verschwindet, dies auch für S,[1] 
der Fall ist. D. h. die Transformation 8, überführt alle Nullelemente von 3B in o. 
Somit besitzen tatsächlich &, und &, jene Eigenschaften, die nach Satz ro. die 





Zerlegung eindeutig charakterisieren. 
Was nun die besondere Bedeutung der Zerlegung K = K,+ K,, 8 — 8, +8, 
für die Untersuchung der Transformationen B und ® anbelangt, so besagt erstens 





ı W, A. Hurwirz, On the pseudo-resolvent to the kernel of an integral equation, Transactions 
of the American Math. Soc., Vol. 13 (1912), S. 405—418. 
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Satz 11., dass die Transformationen B und B,, resp, 8 und.#, dieselben Kern- und 
Nullelemente -besitzen, und dass auch bezüglich der letzteren der kleinste Expo- 
nent n, für welche JB"[f], B^[fJ, resp. 3[r], 397[j] identisch verschwinden, für 
dieselbe Funktion f resp. f bei beiden Transformationen derselbe ist. Der Grund 
für die letztere Erscheinung ist schon in Satz ro. angegeben; danach. stimmen 
B und B, resp. 8 und 35, für die entsprechenden Nullmannigfaltigkeiten überein. 
Demgemäss darf man K(a, y) bei allen diesbezüglichen Fragen, wie z. B. Lös- 
barkeit der inhomogenen Gleichung, Anzahl der unabhängigen Lösungen der 
homogenen Gleichung oder allgemeiner kanonische Gruppierung der Nullelemente, 
durch die Funktion K,(x, y) ersetzen. Diese Funktion ist aber von einer sehr 
speziellen Form; es ist nämlich 


K, (x, y) = h (x) hG) Wess Im(&) tay), 


wo f,...Í» Nullelemente von 2, f,,.--fm Nullelemente von $33 sind. Denn 
zunächst geht die Funktion X,(x, y) aus der Funktion K(z, y) dadurch hervor, 
dass man auf diese, als Funktion von x allein betrachtet, die Transformation 
E — B® wirken lässt, also jene. Transformation, die jeder Funktion das bei der 
in Satz 8. angegebener Zerlegung entsprechende Nullelement zuordnet. Danach. 
ist also X,(x, y), als Funktion von x betrachtet, ein Nullelement und kann daher 
als lineare Verbindung einer endlichen Anzahl von Nullelementen f,,..., fm dar- 
gestellt werden, die wir als linear unabhängig voraussetzen. Die Koeffizienten, 
die ja noch von y abhängen, sind zufolge der soeben gemachten Voraussetzung 
eindeutig bestimmte Funktionen f,,...,fm von y. Wir wollen zeigen, dass diese 
Funktionen ihrerseits Nullelemente von 38 sind. Zu diesem Zwecke erinnern 
wir zunächst daran, dass die Transformation St, jede Funktion in ein Null- 
element von 39 überführt; nun aber entsteht z. B. die Funktion f,, wie die In- 
tegraldarstellung von St, unmittelbar zeigt, dadurch dass wir die Transformation 
8, auf eine Funktion f anwenden, deren Produktintegral mit f, gleich r, mit den 
übrigen fi, d. i. mit f, ..., f/m aber gleich Null wird. Wegen der linearen Unab- 
hängigkeit der Funktionen f,,..., fm lässt sich bekanntlich eine solche Funktion 
j als lineare Verbindung der konjugierten Funktionen f,,...,f,, bestimmen. Somit 
ist f, tatsächlich ein Nullelement von 35 und dasselbe gilt aus ähnlichem Grunde 
Turpe I 

Zufolge der speziellen Struktur von K,(x, y) kann man nun die erwähnten 
Probleme, wie wir dies schon in Anlehnung an den Satz 11. andeuteten, auf die 
entsprechende Untersuchung einer quadratischen Matrix mit den m? Elementen 

b 

Gym | fi(zx)t;(x)dv zurückführen; dabei wird man auch mit Nutzen die aus Satz 

a 
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13. fliessende Eigenschaft dieser Matrix verwenden, dass ihre charakteristische 
Determinante |ej —4cj|(wo &;—ı für 7 —7 und o für 2» ist), den Wert ,— 1 
als einzige, d. i. als m-fache Wurzel aufweist. Wir begnügen uns damit, bezüglich 
der ausführlichen Untersuchung und der Literaturangaben auf das Buch von T. 
LarEsco: Introduction à la théorie des équations intégrales, Paris 1912, u. zw. 
speziell auf die Seiten 49—59 zu verweisen. 

Zum Schlusse bemerke ich, dass die Entwickelungen dieses Paragraphs leicht 
auf allgemeinere, nieht ausnahmslos stetige Funktionen K(r, y) ausgedehnt wer- 
den kónnen, so z. B. auf jenen besonders wichtigen Fall, wo die Funktion für 
x — y unendlich wird und zwar unendlich von der Ordnung « < 1, d. i. | K(z, y)| 
-G|vr—y|^* ist. In der Tat gelten ja auch für diesen Fall alle Integralab- 
schützungen, die wir aus der Annahme der Stetigkeit von K(x, y) folgerten. Ich 
erwähne noch beiläufig, dass in gewissem allgemeineren Sinne alle lineare Trans- 
formationen von Integraltypus sind, indem nämlich, wie dies aus meinen vor 
einigen Jahren angestellten Untersuchungen über lineare Funktionaloperationen! 
unmittelbar hervorgeht, jede lineare Transformation durch ein STIELTIES’sches 
Integral dargestellt werden kann. Die charakteristischen Eigenschaften der dabei 
zur Verwendung gelangenden Funktion von zwei Veränderlichen sind sowohl im 
allgemeinen, wie auch im vollstetigen Falle unschwer zu ermitteln. 

Györ, den 19 Januar 1916. 





1 F, Riesz, Sw: les opérations fonctionnelles linéaires, Comptes rendus de l' Acad. d. Se., Paris, 
29 novembre 1909. 
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ÜBER DIE POTENZREIHEN, DEREN KONVERGENZKREIS 
NATÜRLICHE GRENZE IST. 


Vox 
GEORG POLYA 


in ZÜRICH. 


Öfters! und in verschiedenen Wendungen hat man schon den Satz aus- 
gesprochen: »Eine Potenzreihe ist im allgemeinen über ihren Konvergenzkreis | 
hinaus nicht fortsetzbar». Die verschiedenen Beweise dieses Satzes, die sich zur 
Aufgabe machten, den Sinn der Aussage zu präzisieren, öffneten interessante 
Einblicke in die Natur der Potenzreihen, jedoch das Hauptziel hat, nach meinem 
Dafürhalten, keiner der Beweise erreicht: der Sinn des Satzes ist und bleibt von 
einem ganz strengen Standpunkte aus unbestimmt. Wie es doch so oft wieder- 
holt wurde, handelt es sich hier nicht um den Unterschied der Mächtigkeiten; 
die Menge der fortsetzbaren Potenzreihen, und die Menge der nichtfortsetzbaren 
Potenzreihen, beide haben die Mächtigkeit des Kontinuums. Es handelt sich um 
eine Art Massbestimmung im unendlichvieldimensionalen Raume, dessen Punkte 
die verschiedenen Potenzreihen sind. Der Begriff des Masses ist jedoch in diesem 
Raume noch nie erklärt worden. 

Angesichts dieser Sachlage scheint es mir nun zweckmässig die Frage etwas 
anders zu wenden. Es ist uns doch nur an einer Einsicht in die Art und Weise 
gelegen, wie sich die Gesamtheit der Potenzreihen in fortsetzbare und nichtfort- 
setzbare Potenzreihen verteilt. Ich betrachte den Raum von unendlichvielen 
Dimensionen, dessen Punkte die im Einheitskreise konvergierenden Potenzreihen 
sind. Ich lege in diesem Raume den Begriff der Umgebung, und andere, daraus 





! Vgl. für weitere Literatur Hapamarp, La série de Taylor (Sammlung Scientia) S. 33—36, 
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fliessende mengentheoretische Begriffe fest, auf eine Art, die mir einfach und 
naturgemäss zu sein scheint. Dann beweise ich den Satz: 

Die Menge der nichtfortsetzbaren Potenzreihen hat nur innere Punkte und 
ist überall dicht. Die Menge der fortsetzbaren Potenzreihen ist nirgendswo dicht 
und perfekt. 

Dieser Satz kann bewiesen werden, denn die vorkommenden Begriffe des- 
inneren Punktes, der überalldichten, der nirgendswodichten und der perfekten 
Menge sind mit völliger Bestimmtheit definiert worden. 

Im Folgenden teile ich die geschilderte Untersuchung ausführlich mit. Es 
sind funktionentheoretische Sätze über Potenzreihen, deren Richtigkeit von der 
angewandten Ausdrucksweise völlig unabhängig ist, aber deren Interesse und 
Zusammenhang durch diese Ausdrucksweise sich steigert, vielleicht auch in den 
Augen anderer Mathematiker. 


Die punktmengentheoretischen Begriffe.! 


Unter Potenzreihen werde ich im Folgenden stets nur solche Potenzreihen 
verstehen, deren Konvergenzkreis der Einheitskreis ist. Die Gesamtheit dieser 
Potenzreihen fasse ich als einen Raum von unendlich vielen Dimensionen auf. 
Ein Element unseres Raumes bezeichne ich manchmal als »Potenzreihe Na,„x”», 
manchmal als »Punkt a,, @,, 45, ... 45, ...», ohne Unterschied, wie es eben besser 
klingt. Abzählbar unendlich viele komplexe Zahlen 


Ag, js 05, se: Qn, se. 
die mit Indices versehen, d. h. auf eine bestimmte Weise auf die Zahlen 


OSE EUREN IG C 


abgebildet sind, stellen dann und nur dann die Koordinaten eines Punktes in 
unserem Raume dar, wenn sie der Bedingung 


" 1 
lim |a, |? = 1 
Jb 


genügen. 


! Vielleicht bietet dieser Abschnitt auch vom Standpunkte der abstrakten Mengenlehre 
einiges Interesse, wenigstens das eines nicht ganz trivialen Beispiels. Vgl. Fricuer, Sur quel- 
ques points du calcul fonctionnel, Rendiconti d. Cire. Mat. di Palermo, Bd 22 (1906, I), S. 1—74. 
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Sei, Es 65... En, ... ein Punkt mit nichtnegativen Koordinaten, d. h. 


es sei 
En > O 
und 
1 
(1) lim e? — 1. 
n=2 
Die Umgebung (2, &, €... én; ...) des Punktes a), a,, 05, ... Gn, --- ist 


die Gesamtheit aller derjenigen und nur derjenigen Punkte u,, Uy, U2, ... Un, ... 
die den Ungleichungen 


lu —@l<es. lu —al<e,... lui—anl<en, --: 


genügen. 
Erfüllen die Zahlen «, &,... &, ... nicht nur die Bedingung (1), sondern 
auch die schärfere 
1 


(2) lim e— 1, 


N= TN 


so heisst die Umgebung. (&, &,, &r ... En, ...) eine volle Umgebung. Ist hin- 
gegen (1) erfüllt, und (2) nicht erfüllt, so heisst die Umgebung (e, & , &, ... En, + --) 
eine einseitige Umgebung. 
Wenn die Potenzreihe Su," so beschaffen ist, dass X (4, — a,)x" in einem 
grösseren Kreise konvergiert, als der Einheitskreis, dann gehört sie der nächsten 
Umgebung der Potenzreihe Sa," an. Anders ausgedrückt, die nächste Um- 
gebung des Punktes a,, @,, 4,, ... a5, ... besteht aus der Gesamtheit der Punkte 
Uns U, Un, --- Un, ..., die der Bedingung 
^ 1 
lim fu, — a, |* <1 
n= 

genügen. 

Der Punkt a,, a,,@,,.... hat verschiedene volle und verschiedene einseitige 
Umgebungen, er hat hingegen nur eine nächste Umgebung. Der Begriff der 
Umgebung ist so festgelegt, dass jede Umgebung eines Pünktes Punkte enthält, 
die seiner nächsten Umgebung nicht angehören. Daher der etwas unbequeme Satz: 
die nächste Umgebung ist keine Umgebung. 


Zur weiteren Klärung der eingeführten Begriffe betrachte ich noch einige 
Beispiele, " 
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Ich behaupte, dass die volle Umgebung |o, r, R RM 


p AG der Potenz- 


[^s] 


reihe D an! aus lauter nichtfortsetzbaren Potenzreihen besteht. Denn jede Potenz- 
n-l 


reihe dieser Umgebung lässt sich in die Form setzen 


(3) Zar + daz 
n=1 n=0 
wo 


I 
[dn |< 2 


Also ist das zweite Glied der Summe (3) im Einheitskreise beschränkt, 
während das erste Glied unendlich wird, wenn x entlang eines Radius des Ein- 
heitskreises irgend einer Einheitswurzel zustrebt. 

Man setze 


Em! =I, 


£,— 0, wenn x keine Fakultät ist. 

Man wird es leicht einsehen, dass eine Potenzreihe, die der einseitigen Um- 
gebung (&,, &, &, .. Em...) des Punktes I, 1, 1, 1, ... (der geometrischen Reihe) 
angehórt und der nüchsten Umgebung desselben Punktes nicht angehórt, sich 
über den Einheitskreis hinaus nirgendswo fortsetzen lässt. 

Die Rolle, die im gewóhnlichen Raume von der Umgebung gespielt wird, 
kommt im Raume der Potenzreihen der vollen Umgebung zu.‘ Dies ist durch 
den Umstand geboten, dass der gemeinsame Teil zweier vollen Umgebungen 
eines Punktes eine volle Umgebung desselben Punktes ist. Hingegen besteht 


! Man treffe auf ein Moment im gewöhnlichen dreidimensionalen Raume die folgenden 
Vereinbarungen: Die Zahlen €,,6,,e, seien den Bedingungen 


(11) & 20) €, lose, > 0 ET Tree, >10 


unterworfen. Die Umgebung (5,s:,,:, des Punktes a,,a,, a, ist die Gesamtheit der den Un- 
gleichungen 
lu al LE, lu, — a; l A83, lu — 23] 5 


genügenden Punkten w,, U,, U. Die Umgebung (&, ¢,, &) heisst eine volle Umgebung, wenn 
nicht nur (1), sondern sogar die schärfere Bedingung 


(25) E; => OM > 0, 63 0 


erfüllt ist. Ist nur (1 erfüllt, (2) hingegen nicht, so heisst die Umgebung (¢,, &,, &;) eine ein- 
seitige. Umgebung. Die nächste Umgebung des Punktes a,,a,, a, besteht aus dem einzigen 
Punkte a,, a, a3. E 

Diese Bezeichnungen sollen den Text durch Analogie erläutern. Gewöhnlich wird als 
Umgebung nur eine solche Punktmenge bezeichnet, die wir volle Umgebung genannt haben, 
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der gemeinsame Teil der beiden einseitigen Umgebungen (1,0,1,0,1,0,...) 
und (0, 1, 0,1,0,L,....). des Punktes qa,,.4,,.0,, .... .bloss aus. dem Punkte 
(fio Who Cho dec 

Aus dem Begriffe der Umgebung ergeben sich die Analoga anderer punkt- 
mengentheoretischer Begriffe ohne Schwierigkeit. Den Definitionen muss vor- 
ausgeschickt werden, dass wir uns auf die Betrachtung gewisser speziellen Mengen 
von Potenzreihen beschränken. 

Wenn nämlich die beiden Mengen M und M, komplementär sind (d. h. glied- 
fremd sind, und zusammengenommen die Totalitdt der Potenzreihen erschöpfen) 
und die Reihe I (a„— b,) x" einen grösseren Konvergenzradius hat als die Einheit, 
so sollen die Potenzreihen Sa,x" und Xb,a" entweder beide der Menge M oder 
beide der Menge M, angehören. Anders ausgedrückt, wir lassen nur solche 
Einteilungen aller Potenzreihen zu, die keine Potenzreihe von ihrer nächsten 
Umgebung trennen.! 

Dies alles überlegt, wird die folgende Definition wohl verständlich sein: 

Der Punkt à,,a,,a;,... heisst Häufungspunkt der Menge M, oder, was das- 
selbe ist, er heisst zur derivierten Menge M' der Menge M gehörig, dann und nur 
dann, wenn in einer beliebigen vollen Umgebung des Punktes a,, a,, a,, ... ein Punkt 
gefunden werden kann, der der Menge M angehört, und der nächsten Umgebung des 
Punktes a,, a,,a,,... nicht angehört. 

Die beiden Hauptsätze über derivierte Mengen lauten: 

I. Seien M und M, komplementäre Mengen, M' bzw. M', ihre. derivierten 
Mengen. Ein beliebiger Punkt a,,a,,a,,... gehört wenigstens einer der beiden 
Mengen M' und M', an. 

II. Sei M' die derivierte Menge von M, M" die derivierte Menge von M'. 
Jeder Punkt der Menge M" gehört der Menge M' an. 

Die Beweise der beiden Sätze I und II, die sich obne Kunstgriffe, bloss 
durch genaue Auslegung der Definitionen ergeben, darf ich hier wohl unterdrücken. 

Ich will nur kurz und schematisch die einfachsten Begriffe entwickeln, die 
sich auch in der Theorie der Punktmengen bloss auf dem Begriffe der abge- 
leiteten Menge und auf den Sätzen [ und II fussend definieren lassen. 

Seien M und M, wieder komplementäre Mengen. Ein beliebiger Punkt 
@),@,,@,,... wird einigen der vier Mengen M, M,, M', M', angehören, anderen 
nicht. Infolge des Satzes I sind nur 6 verschiedene Fälle möglich, die in der 
folgenden Tabelle zusammengefasst sind. 





! Z. B. wird die Menge aller Potenzreihen, deren Koeffizienten reell und rational sind, 
in der folgenden Betrachtung nicht zugelassen, d. h. auf diese Menge von Potenzreihen ist die 
nun folgende Definition des Häufungspunktes nicht passend anwendbar. 
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Tabelle I.' 








M M, M' M', Qo; 5 07, .-..dn,.-. heisst 
I + — + — innerer Punkt von M 
II = — + isolierter » M 
III t = + = 
IV = + — + innerer » » M, 
V = + + — isolierter » M, 
VI = iz t zm 


Z. B. liest sich die erste Zeile dieser Tabelle so: ist a,,a,,a,,... in M 
und M! enthalten, in M', nicht enthalten, so heisst a,, a,, &,, ... eim innerer 
Punkt von M. Nach dem Begriffe des Häufungspunktes besteht die Tatsache: 
4,,0,,0,,-.. ist dann und nur dann ein innerer Punkt der Menge M, wenn 
eine volle Umgebung von aj, 4,, @,,... aus lauter Punkten der Menge M be- 


besteht. So ist z. B. die Potenzreihe Dr ein innerer Punkt der Menge aller 


n=1 
nichtfortsetzbarer Potenzreihen. 
Wenn einige der in Tabelle I verzeichneten 6 Falle nicht vorkommen, so 
hat die Menge M eine gewisse spezielle Eigenschaft, die durch einen Namen be- 
legt werden kann. Die wichtigsten Eigenschaften sind zusammengefasst in 


Tabelle II.* 














I TI | STET IV V NE || Die Menge M heisst 
| 
o o abgeschlossen 
Oo IMMO Oo perfekt 
o o | nur aus innern Punkten bestehend 
o o; di überall dieht 
lason o o nirgendswo dicht und abgeschlossen 
o Oo | | 9 o » » » perfekt 
UE SW 
1 + heisst: Go, Gi, @,... ist enthalten, — heisst: do, 4,, 05, ... ist nicht enthalten in der 


Menge, deren Name am Kopfe der Spalte steht. 
? 0 bedeutet, dass der Fall der Tabelle I, deren Nummer im Spaltenkopf steht, bei der 
Menge M nicht vorkommt. Die unbezeichneten Fälle können vorkommen, brauchen aber nicht. 
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Um die erste Zeile der Tabelle II zu verstehen, beachte man, dass alle Punkte, 
die zugleich M' und JM, angehören, entweder in die Kategorie V oder in die 
Kategorie VI der Tabelle I fallen. Abgeschlossen heisst also die Menge M, wenn 
keine dieser beiden Kategorieen vorhanden ist, d. h. wenn kein Punkt von M' 
der Menge M, angehört u. s. w. 

Was eine nirgendswodichte Menge heisst, lässt sich im Rahmen der Tabelle 
II nicht definieren, wohl aber so: die Menge M ist nirgendswodicht, wenn die 
inneren Punkte der komplementären Menge M, überall dicht sind. 

Die in Tabelle II gegebene Definition einer überalldichten Menge besagt: 
die Menge M heisst überall dicht, wenn jeder Punkt des Raumes zur Menge M' 
gehört. Diese Definition lässt sich so umformen: die Menge M ist überall dicht, 
wenn in jeder vollen Umgebung jedes Punktes a,, a,, a,,... Punkte gibt, die der 
Menge M angehören und der nächsten Umgebung des Punktes a,, a,, 4,, ... nicht 
angehören. Ich will noch, zur späteren Verwendung, den engeren Begriff der 
überall allseitig dichten Menge durch folgende Definition festsetzen: Die Menge 
M heisst überall allseitig dicht, wenn in jeder einseitigen Umgebung jedes Punktes 
4,, 0,, &, ... Punkte gibt, die der Menge M angehören und der nächsten Umge- 
bung des Punktes a,,@,,@,,... nicht angehôren.! : 

Die in diesem Abschnitt getroffenen Definitionen liegen den Sätzen des 
folgenden Abschnittes zugrunde. Alle beruhen auf dem Begriffe des Häufungs- 
punktes, also auf dem Begriffe der Umgebung; ich bemühte mich die Beweggründe 
klarzulegen, die zu der gewählten Festsetzung dieser Begriffe führten. 


Die Verteilung der fortsetzbaren und der nichtfortsetzbaren Potenzreihen. 


Satz I. Die Menge der michtfortsetzbaren Potenzreihen ist überall. allseitig 
dicht. 

Da ich aus der Theorie der TayrLor’schen Reihe verschiedene und ziemlich 
heterogene Teile zum Beweise der Sätze dieses Abschnittes heranziehen muss, 
will ich das Nötige immer in Form von Hilfssätzen ausdrücklich formulieren. 
So erfordert Satz I den 


Hilfssatz I. Es sei die Folge &,, &,, &, ... den Bedingungen 





* Man erinnere sich der Definitionen der Anmerkung S. 102, und man bilde im gewóhn- 
lichen Raume die Menge R, deren Punkte drei rationale Koordinaten haben, und R,, die 
komplementäre Menge von R. Sowohl R, wie R,, sind überall dicht, R, ist aber überdies 
noch überall allseitig dicht, während R es nicht ist. 
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En > 0 


(x) lim £^ — 1 


n=® 
unterworfen. So gibt es eine Potenzrerhe 


by + bya +b, 2? + -- 
die den Einheitskreis zur natürlichen Grenze hat, und den Ungleichungen 


ld. | € & (gor o oU 


genügt. 


Man finde in der Folge &,, &, &;,... eine Teilfolge &,, &., ... &j,. ..., die 


a 
der doppelten Bedingung 
1 


CEDE, 
lim Ab = I, Mt > 275 
n= 2 


genügt, man setze 
(3) DE DE D, 


und man setze . 
b, —0 


wenn über b, in (3!) noch nicht verfügt worden ist. Die mit den so definierten 
Koeffizienten aufgebaute Reihe 6,2" hat nach einem Satze des Herrn Hapa- 
MARD! den Einheitskreis zur natürlichen Grenze. 

Es sei nun Sa, x” eine beliebige Potenzreihe, (&,, ¢,, ...) eine beliebige, ein- 
seitige oder volle, Umgebung des Punktes a,, a,,Q,,... Sei b,2" die im Hilfs- 
satz I erwähnte Potenzreihe, und man betrachte die Gesamtheit der Potenzreihen 


(4) Sant d D bar" 


wo 
(OS GS E 


Die Menge der Potenzreihen (4) hat die Mächtigkeit des Kontinuums, ge- 
hört der Umgebung (&,, &; &. ...) des Punktes a,, a,, a,, ... an, und hat kein 
Element, das der nächsten Umgebung von a,, a,, à;, ... angehört. 

Ich behaupte, es gibt welche zwischen den Potenzreihen (4), für die der 
Einheitskreis natürliche Grenze ist. Wären sie nämlich alle fortsetzbar, so hätte 
jede unter ihnen wenigstens einen Regularitätsbogen am Einheitskreis. Am Ein- 





1 4.2. 0. S. 37. 
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heitskreis haben aber nur höchstens abzählbar unendlich viele auseinander- 
liegende Bögen Platz, und so gäbe es gewiss zwei verschiedene Potenzreihen in 
der nicht abzählbaren Menge (4) 


(5) Sa Done > an a AE Oh OS oer, 
(a, — a) 


deren Regularitätsbögen aufeinander hinübergreifen. Also hätten beide Reihen 
(5) gemeinsame reguläre Punkte am Einheitskreis, und so wäre auch ihre 
Differenz 


(a, — a2) X bn x” 


über den Einheitskreis hinaus fortsetzbar, was nicht der Fall ist. Der Wider- 
spruch löst sich nur dann, wenn die Richtigkeit des Satzes I zugegeben wird. 

Diese merkwürdige Schlussweise rührt von Herrn Professor Hurwirz her, 
und stimmt im Grunde genommen mit einer berühmten arithmetischen Schluss- 
weise überein. 


Satz II. Die Menge der nichtfortsetzbaren Potenzreihen hat nur innere Punkte. 


Hilfssatz II. Es sei die Potenzreihe Su,x" im Einheitskreise konvergent, und 
man setze 


(6) V, (x) = = x (") Uy Xx”. 


Dass der Punkt z, wo |z| — x, ein singulärer Punkt der Potenzreihe Suna” wird, 
dafür ist notwendig und hinreichend die Bedingung 


lim | v, (z) |" = 1. 


n=2 


Fiir den Beweis dieses Hilfsatzes verweise ich auf eine Arbeit des Herrn 
PRINGSHEIM.? 


' Mit dem »Schachtelprinzip». — A. Hurwirz und G. Pórnva. Zwei Beweise eines von 
Herrn Farou vermuteten Satzes. Acta Mathematica, Bd. 40 S. 179. 

? Über einige funktionentheoretische Anwendungen der Eurer'schen Reihentransforma- 
tion. — Sitzungsberichte der Kel. Bayerischen Akademie (1912) S. 11—92. Vgl. S. 78—82. Der 
zitierte Satz ersetzt wegen seiner grösseren Einfachheit mit Vorteil einen im Wesentlichen 
übereinstimmenden älteren Hapamarp-Fagry'schen Satz. Vgl. Hapamarp, a. a. O. S. 21—22, 
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Ich schreite zum Beweise des Satzes II. Sei 


(7) Mo Pre d Goslar c 


lz 2121 == x 


eine abzühlbare, am Einheitskreise überall dichte Punktmenge. Man bilde aus 
den Zahlen (7) eine unendliche Folge 


VENTES LED pa neath 


die alle Glieder der Menge (7) u. zw. jedes unendlich oft enthält. Man setze z. B. 


Seien endlich 


(ae CA WHS cars re 
positive Zahlen, die monoton wachsend gegen r konvergieren, d. h. 


USUS DIS Dolan 


lim m — r. 


n= 


Ich nehme nun an, dass die Reihe 
a + GT + ax +: 


den Einheitskreis zur natürlichen Grenze hat, und ich setze 


2n 


Iw (m 
(D (x)= su zd (7) aa 
n 
8 


Kraft des Hilfsatzes II lässt sich eine unendliche Folge von wachsenden 


positiven ganzen Zahlen 
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bestimmen, die der doppelten Bedingung genügt: 


1 


1) | D, (Xp) [ac > Un 


2) Vn+1 > 2Vn. 


Ich konstruiere nun eine gewisse Umgebung (ey, ¢,, &,...) des Punktes 
Q,, @,, Ay, ..., U. zw. auf die folgende Art: es sei 


(aa n 
n 
Eu E WE 
Yn 
wenn der Index uw den Ungleichungen 
y. 2v 
(8) ee 
3 5 


genügt. Diese Vorschrift widerspricht sich selber nicht, da 


Wurde über e, im Vorangehenden nicht verfügt, so setze man etwa 
Gy te 
Die Umgebung (&,, &, &,...) ist eine volle Umgebung. Denn wenn u der 
Ungleichung (8) genügt, so ist 


n E 
nm e — In |^ > en 
M Vn 3 
yn 
n 
und es ist 
28* 13 
lim e; = lim »7^ — lim — = 1. 
n= ao n=0 n-0 4 
Y "n 
n 
Jede Potenzreihe Zu„x", die der vollen Umgebung (&,, &,, &,, ... &us...) der 


Potenzreihe Xana" angehört, hat den Einheitskreis zur natürlichen Grenze. 
Es ist nämlich, die Bezeichnungen des Hilfsatzes II beibehalten 
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it 4 » 
LU, (an) | = |®,, (5) + Dr ") (un — Gu) zt 


Zu NN 





Yn 
8 


Dy 
Zr 


e I ON 
> | D,,, (Zn) | == Sen d'u | 


Yn 


" | la. — 24|| zs |^ 


>|®,,, (en) |— 5 Ir 2"7|u, —a,| 


ZZ 
Py = 


4 
> | o,, (tn) | FG: du a 


— |9,, (@n)|—= a ! 


Rekurriert man auf die Bedeutung der Zahlen x, «,, »,, so folgt aus der letzten 
Ungleichung, dass 


1 
lim | Wn (2r) |" = 1 


für r—1,2,3,... Das besagt aber, laut Hilfsatz II, dass für die Potenzreihe 
Yu,«" die am Einheitskreise überall dicht liegenden Punkte z,, z,, 2;,... singular 


sind, also dass die Potenzreihe Xw,a" den Einheitskreis zur natürlichen Grenze 
hat, w. z. b. w. 


Satz III. Die Menge der fortsetzbaren Potenzreihen hat keinen isolierten 
Punkt. 


Hilfsatz III. Die ganze Funktion vom Geschlecht Null 


le eta 


S2 


soll lauter reelle negative Wurzeln haben. Dann sind für die drei Potenzreihen 


' Die Zahl — ist mit einer unwesentlichen Impräzision behaftet, 


3 
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Y NS N N An n 
(9) 2an%”, (ro) Zang(n) 2”, (rr) > ——X 


bei geradliniger Fortsetzung die nämlichen Punkte singulär, d.h. diese drei Potenz- 
reihen haben den nämlichen geradlinigen MirrAa-LEFFLER' schen Stern. 
1) Nach einem Satze des Herrn FaBer! hat die durch die Reihe 


Zg(n)z" 


definierte Funktion den einzigen singulären Punkt æ—1. Daraus folgt, nach 
dem Hapawanp'sehen Kompositionssatz,? dass die Reihe (10) höchstens die 
singulären Punkte der Reihe (9) als singuläre Punkte zulässt. 

2) Man könnte aus den in Anmerkung ! zitierten allgemeinen Sätzen ähn- 
lich schliessen, dass die Reihe (11) höchstens die singulären Punkte der Reihe 
(9) als singuläre Punkte zulässt. Elementarer zeigt man das so: 

Sei G ein beliebiges, ganz im endlichen liegendes abgeschlossenes Bereich 
der x-Ebene, das die beiden Eigenschaften hat: 

jeder seiner Punkte kann durch eine ganz in @ gelegene gerade Strecke 
mit dem Punkte x— o verbunden werden, und 

die aus der Fortsetzung der Potenzreihe (9) hervorgehende Funktion f(x) 
ist im Innern und am Rande von @ ausnahmslos regulär. 

Es genügt zu zeigen, dass die Reihe (11) im Innern von @ ebenfalls regulär 
ist. Sei o<r<ı, so kann man voraussetzen, dass die Kreisfläche |x|<r zu 
G gehört. 

Ich setze 

T | T 
0, 


. A 0 TRE 
ze | GAM) dao ys 8 fo) Xm | queda at 


f(x) = 


0 0 


wo alle Integrationswege geradlinig sind. 
Für |x|<r hat man die Darstellung 





a, ar 
f(x) = 2 a d 
(eee en Ir+ == 
Qi Op 








* Uber die Fortsetzbarkeit gewisser Taylorscher Reihen. Math. Annalen 57. S. 569—388. 
— Vgl. die allgemeineren Entwicklungen bei LixpELór, Calcul des résidus (Collection Borel). 
. 108-141. 





? Hapamarp, a. a. O. S. 69— 72. 
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und daraus folgt, gleichmässig für |x|<r 


Im ganzen Bereiche G sind die Funktionen 
(12) f(x), f(x), f(x), ... f(x), ... 
regulär. Es gibt eine positive Zahl M, so dass im ganzen Bereich @ 
If] € M. 
Ich behaupte, dass in demselben Bereich G auch 
(13) Ifo(x)|< M 


für jedes p. In der Tat, die Richtigkeit der Ungleichung (13) für ein bestimmtes 
p vorausgesetzt, erhält man im Bereiche G 


z 
0 : = 
oil ea "eae 
t 0 


| fo+i(2) | a 





Izl 
On+1 E 
MT Ene ‘dy 
PAR 
0 


— M} 


wo das Integral in der mittleren Zeile reellen Integrationsweg hat. So ist (13) 
durch vollständige Induktion für beliebiges p bewiesen. 

Aus allen dargelegten Tatsachen folgt nun, gemäss einem grundlegenden 
STIELTJES’schen Satze,! dass die Folge (12) im Innern des Gebietes G gegen 
eine Funktion konvergiert, die für |z| « x dureh die Potenzreihe (rr) dargestellt 
wird, und im Innern von G ausnahmslos regulär ist, w. z. b. w. 

3) Man wende das Resultat in 2) auf die Reihe (ro), und das Resultat in 
1) auf die Reihe (rri) an, um den vollen Hilfsatz III zu erhalten. 

Ich werde übrigens im folgenden nur den in 2) ausführlich bewiesenen Teil 
des Hilfssatzes IIT wesentlich gebrauchen. 

Hilfsatz IV. Seien r,,T,,T,,... vorgegebene michtnegative Zahlen, die der 
Bedingung 





! Correspondance d'Hermire et de Srietrses, Bd II. S. 569—570. 
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1 


j ie 
lim 7? = x 


n=2 


genügen. So existiert immer eine ganze Funktion vom Geschlecht Null mit lauter 
reellen negativen Wurzeln 


mi a 
g(x) = Il (x ak = 
die den Ungleichungen 
gen) 7 rn 


(G55 25 77) 


genügt. 
Ich konstruiere die Funktion g(x), indem ich die Folge 


Pip RA ON O LO PROS 


durch immer regelmässigere majorante Folgen ersetze. 
1) Ich definiere zuerst die Folge der reellen Zahlen 


ee Ans en 
u. zw. So 
| o ‚wenn Tr S r 
GK, 
| lgr,, » M>I. 
n 
Es ist 


Gn > 0 
na 
Tn < en 


lim «4 — o. 


2) Es sei 9j, das Maximum der unendlichen Zahlenmenge 


Cn, Un4+1, Un+2, ++. 


* Zur Erläuterung sei hinzugefügt, dass lim g(n)" = 1. 
n=0 
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Die Folge 


hat die Eigenschaften 





3) Man kann auf mehrere Arten eine Folge 


ar ^ ^) ^j. 
41D3,,7525. 4/3: 2" * fr LE OR SC 


bilden, die die Eigenschaften hat 


a 
Pn S 7n 


lim y, — o 


n-co 


255 2109/29201 aes nein ET cs 


z. B. durch folgende Vorschrift: 


7n — Bn ; 
wenn fn > Pat» 


„ — kön-i+ Üßn+k 
/n TEE k 


wenn 








3 2) a RI B 
Pn—i > Pn—ir FE Pn—1 Pn Pn+1 AT Pnt+k > Bn+k+1 . 


(D. h. dureh lineare Interpolation. Dabei ist nur der triviale Fall bei Seite 
gelassen, dass 3, —o für alle » von einem gewissen an.) 
4) Sei endlich 





: , t 2 ' I 
und 0,41 die grössere der beiden Zahlen 7,4; und ó, — 
2n 


1 3 I 
0541 — Max Yn+1> à, — =) : 
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Mit Berücksichtigung der Divergenz der harmonischen Reihe stellt man leicht 


die folgenden Eigenschaften der so definierten Folge 


Choses drone 


fest: 


lim à, — o 
à, 100, p On Ont PES 


I 
px) < 
On On+1 —=on 


Es ist 
NES e" n c ern < eun < OE On 


und die Folge 


ló: 2 do 3 03 no 
MOTS NON ME esL ac ay rs 


ist schon genug regulär für unsere Zwecke. Wir gehen von dieser Folge zur 
Funktion g(x) über, indem wir 
x6 Oo e I 
ni Um ss et (CRETE 
: 2 (On = On+1) 


On 


Dieser Ausdruck ist nicht illusorisch, da die Reihe 


setzen. 
ae u 
4 9 On 
= (20,— 20.) + (20,—20,) -- --- + (20n—20n41) +: 
konvergiert. Ich behaupte, dass 


e"^n « g(n). 


Zum Beweise brauche ich die elementare Tatsache,! dass für o<x<ı 


(14) 





! Beweist sich etwa so: die Potenzreihenentwicklung der Funktion 
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Es ist gewiss 


(15) g(n) > (x ne I Kr 2) E 


Ün 
Nun ist nach der vierten Eigenschaft der Folge 0,, 0,, 03, ... 
On 2n, Oni 0 st 53 On+2 7 5 = 


Daher ist die Ungleichung (14) auf jeden Faktor an der rechten Seite von (15) 
anwendbar, und so wird 


= 2 (20, —20n +1 +20n41—20n 977) 
rn On 
Umsomehr ist 
g(n) ? rn 
w. Z D. W. 
Hilfssatz V. Es sei &,, &, €,,... eine Folge nichtnegativer Zahlen, die der 
0 1 2 € 
Bedingung 
1 
lim er = r 
n 
n=O 
genügt, und 
(16) a E EE 


eine beliebige (im Einheitskreise konvergente) Potenzreihe. So gibt es eine Potenz- 
reihe 
by + ba + br? +... 


= 
none an I GE xr 


a 2 ROUES 





jz) = 


hat nur einen Zeichenwechsel. Zufolge der Descarres’schen Regel, hat f(x) höchstens eine 
positive Wurzel. Nun ist 
flo) > 9, fi) >o 
und so ist für o0 € v» € I 
f(x) > 0. 
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die bei geradliniger Fortsetzung die nämlichen singulären Stellen aufweist, wie die 
Potenzreihe (16), und deren Koeffizienten den Ungleichungen 

ld. | < En 


genügen. 


In der Tat, es sei &, > o für n>N. Man setze 


a } À 
ul »l (n=N,N+1,N +2,...) 
En 
so hat man 
A un 1 
Jim r* — 1. 
n 
n=20 


Man bestimme gemäss Hilfssatz IV eine ganze Funktion g(x) vom Geschlecht 
Null mit nur negativen Wurzeln die den Ungleichungen 


ra € g(n) (ANNEE) 


genügt. Setzt man 
OP bye IN 


aa > SN, 


IN Tan 
so befriedigt die Reihe X65," gemäss Hilfssatz III alle Forderungen der Hilfs- 
satzes V. 

Hilfssatz V enthält aber den Satz III ersichtlicherweise. Denn ist Na, x” 
eine fortsetzbare Potenzreihe, (&, &, &, ...) eine beliebige volle Umgebung, 
b,x" die Reihe, von welcher der Hilfssatz V handelt, so gehört die Reihe 
I (an + bn) x” der vollen Umgebung (s, ¢,, &,,...), jedoch nicht der nächsten 
Umgebung der Reihe Xa,a" an, und ist gewiss fortsetzbar, w. z. b. w. 

Die Sätze I, II, III erweisen vollständig die über die Verteilung der fort- 
setzbaren und nichtfortsetzbaren Reihen in der Einleitung erwähnte Tatsache. 
Die eingeführten Definitionen und Methoden bleiben jedoch nicht dabei stehen, 
sondern gestatten auch die Verteilung der fortsetzbaren Reihen untereinander 
auf dieselbe Art zu studieren. Sei S eine beliebige abgeschlossene Menge am 
Einheitskreis; man nenne Ms die Menge aller Potenzreihen, die am Einheits- 
kreise mindestens die Punkte von S zu singulären Punkten haben. Durch eine 
geringe Änderung im Beweise des Satzes II ergibt sich der 
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Satz IV. Die Menge Ms besteht nur aus inneren Punkten, ist überall dicht, 
und ihre komplementäre Menge ist perfekt. 
Wegen der Einfachheit des Beweises und des Resultates gebe ich noch 


folgenden Satz an: 
Satz V. Die Menge aller Potenzreihen, die am Einheitskreise ausser Polen 


keine Singularitäten haben, besteht nur aus isolierten Punkten. 

In der Tat, sei Sa,x” eine beliebige Reihe, die am Einheitskreis von Polen 
abgesehen regulär ist. Man schlage um diese Reihe eine Umgebung (¢,, &,, &;, . ..), 
die so beschaffen ist, dass 

lim £j — 0 


nouo 

m 
also etwa &,= 

n 

Wenn £u,z" dieser Umgebung angehört, und der nächsten Umgebung von 

N a„x” nicht angehört, dann ist der Konvergenzkreis der Reihe 

eo 

I (Un — an) «^ 


der Einheitskreis, und es ist 


| us — an] € én, 
also gewiss 
lim (un — a») — o. 


n=% 
Daher hat die Reihe N (w„—a,)x” am Einheitskreis keinen Pol. Folglich 
hat > (un —a;)x", also NXu,a" am Einheitskreis eine nichtpolare Singularität, 


Wis Ze be We 


CONTRIBUTIONS TO THE THEORY OF THE RIEMANN ZETA- 
FUNCTION AND THE THEORY OF THE DISTRIBUTION 
OF PRIMES 


BY 


G. H. HARDY and J. E. LITTLEWOOD, 


TRINITY COLKEGE, CaMBRIDGE.! 


205 
Introduction and summary. 


I.I. We have united in this paper a series of contributions towards the 
solution of various outstanding questions in the Analytie Theory of Numbers. 


"Some of the results of which this memoir contains the first full account have already 


been stated shortly and incompletely in the following notes and abstracts. 


G. H. Harpy: (1) 'On the zeros of RikwaNN's Zeta-function', Proc. London Math. Soc. (records 
of proceedings at meetings), ser. 2, vol. 13, 12 March 1914, p. xxix; (2) ‘Sur les zéros de la fonc- 
tion £(s) de Riemann’, Comptes Rendus, 6 April 1914. 


J. E. Lirrzewoon: ‘Sur la distribution des nombres premiers’, Comptes Rendus, 22 June 1914. 


G. H. Harpy and J. E. Larrzewoon: (1) New proofs of the prime-number theorem and 
similar theorems’, Quarterly Journal, vol. 46, 1915, pp. 215—219; (2) 'On the zeros of the Riemann 
Zeta-function' and (3) ‘On an assertion of TscuEnvscuEer', Proc. London Math. Soc. (records etc.), 
ser. 2, vol. 14, I915, p. xiv. 

* The sections, paragraphs, and formulae contained in this memoir are numbered accord. 
ing to the decimal system of Peano, the aggregate of numbers employed forming a selection 
of the rational numbers arranged in order of magnitude. Thus every number occurring in the 
first section begins with 1; the first paragraph is 1.1 and the first formula of the first para- 
graph 1.11. The second would naturally be 1.12; but here four formulae occur which are par- 
allel for the purposes of our argument, and so these are numbered 1. 121, 1. 122, 1. 123 and 1. 124. 

In a long and complicated memoir such as this, PEANo's system has many advantages. 
It enables the author, in the process of revision of his work, to delete or insert formulae without 
serious interference with the numbering of the remainder; and it enables the reader to discover 
any formula referred to with the minimum of trouble. 
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Our answers to these questions are naturally tentative and fragmentary. The 
importance and diffieulty of the problems dealt with should be a sufficient apo- 
logy for the incompleteness and miscellaneous character of the results. 

We begin, in section 2, by considering some applications to the theory of 
primes of the formula 


x+io 
(1.11) - =; | L(s)y-:ds—e-", (x%>0,R(y)>0), 
xs on 


of Canen and Merrın,' a formula which seems not unlikely to play a more 
prominent part in the Theory of Numbers than has been assigned to it hitherto. 
Using this formula in combination with some of the "Tauberian' theorems which 
we have proved in a series of recent papers in the Proceedings of the London 
Mathematical. Society and elsewhere, we are able (in 2. 1) to deduce new theorems 
as to the convergence of Dirichlet's series of the most general type, from which 
follow as corollaries such results as 


(1. 121) W(a) © +, 
(x. 122) M(x) =0(2), 
(1. 123) eee, 


all of which are known to be equivalent? to the "Prime Number Theorem'? 





1 Ganen, Thèse, Paris, 1894, and Annales de l'École Normale Supérieure, ser. 3, vol. 11, 1894, 
pp. 75—164 (p. 99); Metuix, Acta Societatis Fennicae, vol. 20, 1895, no. 7, pp. 1—39 (p. 6), and 
Math. Annalen, vol. 68, 1910, pp. 305—337. 

2 By this we mean that, from any one of these results, all the rest can be deduced by 
elementary reasoning which involves no appeal to the theory of functions of a complex vari- 
able. That (1.121), and (1. 124) are equivalent in this sense was shown by DE LA VALLÉE-POUSSIN 
(Annales de la Société Scientifique de Bruxelles, vol. 20, part 2, 1896, pp 360—361). The deduction 
of (1.122) from (1.123) is of a very simple character: that of (1.123) from (1.122) was first made 
by Axer (Prace Matematyczno-Fizyczne, vol. 21, 1910, pp. 65—95). That (1. 123) foilows from (1. 121) 
was shown by Laxpau (Dissertation, Berlin, 1899), and the converse deduction is also due to 
him (Wiener Sitzungsberichte, vol. 115, 1906, pp. 589—632). 

? We append the following definitions for the benefit of readers who may not be familiar 
with the notations usual in the Analytic Theory of Numbers. 

(1) f(x) = O (o(x)) means that a constant A exists such that |f]< Ke. 

(2) f(x) =0(¢(x)) means that 

lim fe) =o 
(a) 


KR 


when c tends to ©, or to whatever limit may be in question. 
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x 


(r. 124) Dre 


In 2.2 we obtain an explicit formula for the function 
(x. 13) F (y) = X(4(n)—1)e—™ (Ry) > 9), 
1 


from which we deduce that, assuming the hypothesis of RIEMANN as to the 
zeros of C (s), 


(1. 141) F (y) —0 Ve 


as y—o, while a positive constant A exists, such that each of the inequalities 


I 


2 r 7 
(1. 142) F(y)<—K 5 F(y) > K Vi 


is satisfied for an infinity of values of y tending to zero. From this follows as 
a corollary the theorem of Scumipr! which asserts the existence of a K such that 
each of the inequalities 


(r. 143) V (x)—r« —KVz, v(x) —» KVx 


is satisfied for an infinity of values of x tending to infinity. 
It should be observed, however, that our method does not enable us to 
prove the wider inequalities 


(1. 15) W(2)—a<— 29-9, W{x)— x > 29-9, 





(3) (2) — (— 1) if n is a product of q different primes, and is otherwise zero. 
(4) X (n) = log p if n = pm, and is otherwise zero. 


(5) M (x) = > i (n) 
n<z 

(6) g(a) = An) 
nz 


(7) IL (x) is the number of primes less than or equal to a. 


* Math. Annalen, vol. 57, 1903, pp. 195—204; Laxpav, Handbuch, pp. 711 et seq. Naturally 
our argument does not give so large a value of A as Scuwipr's. The actual inequalities proved 
by Scumipr are not the inequalities (1.143) but the substantially equivalent inequalities ER) 
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which hold when the upper limit © of the real parts of the zeros of Z(s) is 
greater than = Nor does it seem possible, in the present state of our know- 


ledge of the properties of £(s), to give a satisfactory proof of the explicit for- 
mula for 


f(y) = Zuln)emrv 
1 


which corresponds to that which we find for the function (1.13). 

1.2. In 2.3 we are concerned with a statement made by TSCHEBYSCHEF! in 
1853, of which no proof of any kind has yet been published. TscHEBYSOHEF asserts 
that the function 


pti 
F(y)-—e-39 —e—59 4+ e—ty 4- @— lly — a = (i) 2 e-py 


tends to infinity as yo. We prove that this result is true if all the complex 
zeros of the function 


(1327) L(s) = 17° — 375+57°— > (c > o) 


have their real part equal to = There seems to be little doubt that, if this 


assumption is false, then TscHEBYSCHEF’s assertion is also false, but this we have 

not succeeded in proving rigorously. The difficulties which have debarred us 

from a proof are of the same nature as those which have prevented us from 

deducing the inequalities (r. 15) from our explicit formula for the function (r. 13). 
In 2.4 we prove that 


T 


(1. 22) | iz e igpatco2 T log T' 
—T 


as T'—co. The method used may be adapted to show that 





* TscugBvscugE, Bulletin de l'Académie Impériale des Sciences de St. Petersbourg, vol. 11, 
1853, p. 208, and Oeuvres, vol. 1, p. 697; Laxpav, Rendiconti di Palermo, vol. 24, 1907, pp. 155—156. 


4 


£2 


Le 
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if Bk but there is nothing essentially new in this last formula, as it follows 


from the functional equation satisfied by ¢(s) and the known result 


qu 
| zer in patesatienT, 
T 


io 
where 8» zu 


We conclude this section by noticing a remarkable formula, the form of 
which was suggested to us by an observation of Mr S. RamanuJan. We are 
unable to give a satisfactory proof of this formula, but it seems to us well 
worthy of attention. It is intimately connected with an expression of the func- 
tion Fs) as a definite integral, which is due to MARCEL HRrzsz.? 


1.3. In section 3 we are concerned with the series 
(rer) D'esele(—#0 goo —*, 
S 


where a,x, and x are real, and o is a complex zero of (s). Our object is to 
obtain results for this series similar to those obtained by Lanpau* for the 
simpler series 


Ze, 


and our main argument is an adaptation of his. The results of this section are 
simplified in form if we assume the truth of the RIEMANN hypothesis. Writing 


UAE ne : : 
zehay for o, and confining ourselves to the zeros for which y » o, series of the 


type (r.3r) are found to be substantially equivalent to series of the type 
(1:232) d'y ver log (76), 


where 4,0, and w are real and the first two positive. Our principal result is that 





! Lanpau, Handbuch, p. 816. 

* Acta Mathematica, vol. 40, 1916, pp. 185—190. 

* Math. Annalen, vol. 71, 1912, pp. 548—564. 

* The idea which dominates the critical stage of the argument is also Laxpav's, but is to 
be found in another of his papers (Über die Anzahl der Gitterpunkte in gewissen Bereichen‘, 
Göttinger Nachrichten, 1912, pp. 687—771, especially p. 707, Hilfsatz 10). 
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1+a 
V'eairlog (0) — O\T 2 |: 
— 


(1. 33) NOS 


this result is trivial if a > r, but otherwise significant. The apparent dependence 
of the order on a is curious, and we are disposed to believe that it does not 


1 
really correspond to the truth, and that the order is really olr*') for all 
values of a and all positive values of 6. But this we are unable to prove. 


1.4. Section 4 is devoted to a closer study than has yet been published 


of the zeros of the Zeta-function which lie on the line c = That some such 


D | HM 


zeros exist was first shown by Gram,! and the later investigations of DE LA 
VALLEE-POUSSIN, GRAM,! LINDELÖF,! and BackLunn! have shown that there are 
exactly 58 on the line 


[I JT -; 
(5 moi, = 100i], 
2 2 


and no other complex zeros between the lines t— — 100, t — 100. In other 
words the function =(t) of RIEMANN has exactly 58 real zeros between — 100 
and roo, and no complex zeros whose real part lies between these limits. 

It was shown recently by Harpy? that E(/) has an infinity of real zeros. 
The method of proof depended on the use of (i) the CAHEN-MELLIN integral and 
(ii) a lemma relating to the behaviour of the series 


3,(0,7) x +2 Ya" 


when q tends in a certain manner to the point — ı on the circle of convergence. 
The proof given by Harpy was materially simplified by Laxpav,? who showed 
that no property of the J-function was needed for the purpose of the proof 
except the obvious one expressed by the equation 


I 


9,(0,7)=0 ef 


1 See Gram, Acta Mathematica, vol. 27, 1903, pp. 289—304; LixpELór, Acta Societatis Fennice, 
vol. 31, 1913, no. 3; Backnuxp, Oversigt af Finska Vetenskap-Societetens Förhandlingar, vol. 54, 
1911—12, A, no. 3; and further entries under these names in Laypav’s bibliography. 

? Comptes Rendus, 6 April, 1914. 

* Math. Annalen, vol. 76, 1915, pp. 212—243. 
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Lanpav also extended the proof so as to apply to the functions defined by the 
series 


where y(n) is a ’character to modulus E and in particular to the function 
(r.21). He also proved that there is a zero of E(/) between T and J!+°, for all 
positive values of à and all sufficiently large values of T. From this it follows 
that the number N,(T) of zeros between ı and T is of the form 2 (log log T) 

The original proof given by Harpy made use of two parameters « and p; 


2 


and our first idea, for obtaining a more precise result, was to treat « and p as 


functions of one another. The result indicated by our investigations was that 
1 
: mu» re < 
of the existence of a zero between T and T+ T?*' for any positive d and all 


sufficiently large values of T. This would prove that 


ù 





1 
NO) = ors 


But this proof has never been completed, as we are now able to prove, by an 
1 
entirely different method, that there is a zero between 7 and T* *" for any 


positive d and all sufficiently large values of 7’. This shows that 


(x. 41) nen ol"). 


Our proof of this result is now free from any reference either to the CAHEN- 
MELLIN integral or to the theory of elliptic functions. 
We have entertained hopes of showing, by a modification of our argument, that 


N,(T) = 2(M-3). 


But our attempts in this direction have so far been unsuccessful. 

1.5. Finally, Section 5 contains a full demonstration of a result given still 
more recently, with an outline of the proof, by LirtLewoon.’ It follows from 
the investigations of SCHMIDT, already referred to in 1.1, that the inequalities 
(1.143), or the substantially equivalent inequalities 





! See Laxpav, Handbuch, pp. 401 et seq. 

? For an explanation of this notation see our paper ‘Some Problems of Diophantine Ap- 
proximation (II), Acta Mathematica, vol. 37, pp. 193—238 (p. 225). 

> Comptes Rendus, 22 June 1914. 
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LE , W (2) ie Dir RE , 
log x 2 log x 


(257) I(x) — Liz -LiVz «—K 
are each satisfied by values of x which surpass all limit. It is shown here that 
these last inequalities may be replaced by 


Vx log log log x Vx log log log a 


(1.52) II(x)— Li» <—K ER » Il(x) — Liz > K- T 


From the second of these inequalities it follows, in particular, that the relation 
(r. 53) II (x) < Lix, 


which has been regarded, for empirical reasons, as probably true, is cer- 
tainly false. 

The supposed inequality (1.53) is, as has been shown by Gauss, Gorp- 
SCHMIDT, GRAM, PHRAGMEN and MzissEL,' supported by evidence drawn from 
the distribution of the prime numbers less than 1,000,000,000. The difference 


II(x)— Lix contains (to put the matter roughly) a term — ^ LiVz and an 


oscilating term of order not less than ROME 


» which is of course of 
log x 





higher order than the former term. But the increase of log log log x is exceedingly 
slow; thus 


log log log 10,000,000,000 = 1: 143:::; 


and it is not surprising, therefore, that the term of constant sign should exert 
a preponderating influence throughout the limits within which caleulation is 
feasible. 

The question arises as to whether the function log log log x can be replaced 
by any more rapidly increasing function, The method which we use, depending 
as it does on KRoNECKER’s theorems concerning Diophantine Approximation, has 
a certain analogy with that by which Bour proved that £(r+4#1) is not bounded 
for £5 1.? In that case the conclusion is that Z(r-- £i) is sometimes of order as 
great as log log t; and LiTTLEWOOD* has shown that (on the RIEMANN hypothesis) 


C (x + ti) = O (log logt log log logt) 





* See the references in Laxpau's bibliography, and LEuner's List of prime numbers from 
Z to 10,006,721 (Washington, 1914). 

* Bonr and Lanpau, Göttinger Nachrichten, 1910, pp. 303—330. 

* Comptes Rendus, 29 Jan. 1912. 
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so that the conclusion is certainly very nearly the best possible of its kind. It 
is quite possible that this may be true also of the inequalities (1.52); but we 
are naturally not prepared to express any very definite opinion on the point. 
It may be remarked in this connexion that Bour and Lanpau' have shown that, 
on the RIEMANN hypothesis, the true maximum order of 


is exactly log log t. 
The method used in this section is capable of application to other import- 
ant problems. It may be used, for example, to show that if 
m(p —1) 
V(z)-C—1:)* logp 


pn = T 


then sequences of values of x exist for which %,(x) tends either to © or to — c, 
and indeed as rapidly as 


Va log log log x; 
and that, if II,(x) denotes the excess of primes not greater than x and of the 


form 4n +3 over those not greater than x and of the form 4n +1, then sequences 
of x exist for which 11,(x) tends either to © or to —, and indeed as rapidly as 


Vax log log log =. 
log x 
This result is of particular interest when considered in connection with those of 
2.3. It is known that (to put the matter roughly) the distribution of primes 
4n +3 is in some senses denser than that of primes 4 +1. Our results confirm 


and elucidate this vague statement, and show in what senses it is true and in 
what senses false.? 


2, 
Some applications of the integral of Cahen and Mellin. 


2-0. 
The prime number theorem and allied theorems. 


2.11. "The investigations of this part of the paper will be based upon cer- 
tain known results which we state in the form of lemmas. 








! Math. Annalen, vol. 74, 1913, pp. 3—30. 
* Compare Lawpav, Math. Annalen, vol. 61, 1905, pp. 527—550. 
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Lemma 2.111. If z>0, W(y)>o, and y -* has its principal value, then 


tie 
zu 
= —— Y — SE 
e a | rv ds. 


v. 
*X-—$490 


This is the CAHEN-MELLIN integral. 
Lemma 2.112. If (i) F(o+ti) is a continuous function of the real variable t 
and (ii) the integral 


j F(o 4 ti)|dt 


ry, 


is convergent, then 
[sr + ti)dt—o 
LA 

as x—0 or 2— ©. 

This result is due to WEYL; it is a generalized form of a theorem of Lanpav.' 

Lemma 2.113. Let « be a positive number (or zero), and (An) an increasing 

; À 
sequence such that An — ©, ; "— — I1; and suppose that 
vn — 1 





(i) a, is real and satisfies one or other of the inequalities 
D RASE (deo ae os MK Ama dre), 
or is complex and of the form 
Or (An —An—1)}; 
(ii) the series 


f(y) L— PACE 


is convergent for y > o, and 


as m — o. 


! See Lanpau, Prace Matematyezno-Fizyezne, vol. 21, p. 170. 


imm EE — ne. 
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This lemma is equivalent to Theorems D, E, and F of our paper ’Some 
theorems concerning DIRICHLET’s series’, recently published in the Messenger of 
Mathematics. 

2.12. Theorem 2.12. Suppose that 


s 


(i) the series Sandy “ is absolutely convergent for 6 > 0,» 0, 


(ii) the function F(s) defined by the series is regular for o > c, where o «c € 0,, 
and continuous for o > c, 


(iii) F(s) — O(e2lEl), 
where C « Lm, uniformly for o 7c. Then the series 
Dar 
is convergent for all positive values of y, and 


f(y) = o(y—°) 


as y —0. 
We have 
x do 
(2. 121) Dp ut. | I'(s)(A5 y) sds 
2 TU ay 
x —1900 
if y» 0, x »o, and so 
zd 
(2.122) f(y) = | I'(s)y—sF(s)ds 
x eor 








! Vol. 43, 1914, pp. 134—147. If an satisfies the second form of condition (i), the series 
f(y) is necessarily convergent (absolutely) for y > o, so that the first clause of condition (ii) is 
then unnecessary. 

There are more general forms of this theorem, involving functions such as 


—— o E e o Oo E See 
J «los (3 1108 log (5i 3 


which we have not troubled to work out in detail. 

The relation f(y) © Ay—4 in condition (ii) must be interpreted, in the special case when 
A —0, as meaning f(y)=o(y-@); and a corresponding change must be made in the con- 
clusion. 
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if y>o, z»6,, the term by term integration presenting no difficulty. In virtue 
of the conditions (ii) and (iii) we may replace (2.122) by 


cio 
(2251223) i = | L'(s)y-5F(s)ds.-! 


c—ix 


The result of the theorem now follows at once from Lemma 2. 172. 
Theorem 2.121. /f the conditions (i), (ii), and (iii) of Theorem 2.12 


are satisfied, (iv) 7 7 sr, and (v) a, is real, and satisfies one or other of the 


inequalities 
CA P Pc 17 - 
ne — K (E (An us An) » An < Ki, (An 22: Àn—1) ? 
or is complex and of the form 


f-ce—l1,> ^ 1 
O Un (An — An _1)y 3 


then 
An=a,+a,+ aie secs JE, oA). 
This theorem is obviously a direct corollary of Theorem 2.12 and Lemma 
2. 113: 


Suppose in particular that 4,— », ax — u(2), and c — r. Then 


Oe y iu (n) Er 


= n° 








and all the conditions of Theorem 2.121 are satisfied. Hence we obtain the 


well-known formula 


which is (1.122). 





1 The argument is so much like that of Laxpav (Prace Matematyezno-Fizyezne, vol. 21, 
yp. 173 et seq) that it is hardly worth while to set it out in detail. We apply Caucay's 
PI 7 q J PP!) 

Theorem to the rectangle 


c—iT, 2 —iT, x +iT, c+iT, 


and then suppose that T— =. 
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2.13. The theoreme of 2.12 do not furnish a direct proof of (1.121) or 
(1.123). In order to obtain such a proof of (1.123) we must frame analogues 
of Theorems 2.12 and 2.121 which are applicable when c — o. 

Theorem 2.13. Suppose that (i) the conditions (i), (ii), and (ii) of Theorem 
2.12, and the conditions (iv) and (v) of Theorem 2,121, are satisfied, with c—o; 
(ii) that the function F(s) is regular for s=o. Then the series Ya, is convergent 
and has the sum F(o). 

The proof differs but slightly from that of Theorem 2.121. Instead of 
(2.1221) we have the equation 


(2. 131) f(y) = F(0) + - 


where the path of integration consists of (a) the imaginary axis from — to 
— ià, (b) a semicircle described to the left on the segment of the axis from — id 
to 10, and (c) the axis from id to 2c». That the rectilinear part of the integral 
tends to zero follows substantially as before. Also 


* —io ries E ior “ey DzD T$ 
l(s)y-*F(s)ds — " D (00) F(20) yT(—39) F( id) 





Thus f(y) — F(o) as y—o, and so, by Lemma 2.113, Sa, — F(o). 
The conditions of the theorem are satisfied, for example, when 


. u(n) 2 I 
nn, Qn = c—0, F(s)=- - 
"n , n n ( ) C(s +1) 


Hence the equation (1.123) follows as a corollary. 


bo 


.14. In order to obtain the equation (1.121), and so the prime number 
theorem, we require a slightly different modification of Theorem 2. 121. 

Theorem 2.14. Suppose that the conditions of Theorems 2.12 and 2.121 
are satisfied, except that F(s) has a simple pole at the point s — c, and that the 
residue at the pole is g. Then 
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4A, — a, 45 e + An © 


The formula (2.13r) is in this case replaced by 


BJ 


(2.141) fly) =90 (Oy- 5 | r)y-* F (ds, 


where the path of integration is of a kind similar to that used in the preceding 
proof. Practically the same argument gives the result 


fy) e» gr'(o)y—*, 


and from this, and Lemma 2.773, the theorem follows at once. 
If we take 
c) 
E). 
we obtain (r. 12r). 
2.15. We add some further remarks in connection with these theorems. 
(i) Theorem 2.14 may be regarded as a generalisation of a theorem of Lan- 
DAU,! to which it reduces if we suppose that a„>o, that F(s) is regular on the 
line 6 —c, and that the equation F(s) = O(eCltl) is replaced by F(s) = O(|t|E). 
In his more recent paper already referred to? LANDAU generalizes the sec- 
ond of these hypotheses in the case in which the series for F(s) is an ordinary 
DiRICHLET's series, showing that it is enough to suppose that 


lim Flo et c dini | 


USE s tti — cJ 


should exist, uniformly iu any finite interval of values of t. "This hypothesis is 
more general than ours, and our result is naturally capable of a corresponding 
generalization, which may be effected without difficulty by any one who compares 
LANDAU’s argument and ours. 

(ii) Theorem 2.121 breaks down when the increase of 2, is too rapid, for 
example when 4,-— e". It is interesting to observe that in this last case the 
result is still true but is an obvious corollary of familiar theorems. The series 





* Handbuch, p. 874. 
sate c pp. 128, 130 (pp. 173 et seq.). 
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F(s) is now a power-series in e-°; condition (iii) is satisfied ipso facto; and the 
continuity of F(s) for c > c involves 


eno — Oh) an 0e) TO (ere) 


(iii) It is a natural conjecture that the occurrence, in Theorems 2.121, etc., 


of the condition € <~ x (which seems somewhat artificial), is due merely to some 


limitation of the method of proof employed. It is easy to show, by modifying 
our argument a little, that this is so. 
Theorem 2.15. Jn Theorems 2.121, 2.13, and 2.14, it is unnecessary to 


suppose that C « LH. 


I s i 
Choose a so that a C. Then we have instead of equations (2. 121), ete., 


x +10 
7 I = (Arye) RET qn j —Ss Jc 
(2. 151) Be mel I (a s)(45,9)-—3sds, 
x—io 
x dc 
SS LI I == (Anau) hc I , e\o,—s ff ES 
(2.152) — f(y) — Dane =; | Flas)y=F(9ds = 
%— io 
cio 
I 4 M 
LX | I'(as)y —5 F(s)ds, 
ce ie 
(2. 153) f(y) = o(y—°); 
or, if y! =» and An? — ttn, 
ar — Un? = 
(2.154) O(n) = Dane Eau Oe 2°) 


Now 


ET TC ^ = 
ES (a= finn) = m ar = rn) ee 


where 4, 1« 4 «A4. Thus the ratio 


ac—1 
Mn (n= in-ı) 


IT z 
An (An Anc 1) 
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c—1 


lies between fixed positive limits. Thus (e. g.) a, — 0 as (An — Ân—1)} implies 
P SEA 


an = O (us "(un — un )1)}. Hence we can deduce from (2.154) that 


(2. 155) An olun) oli) 


It follows that the truth of Theorem 2.121 is independent of the condition in 
question; and similar arguments apply to the later theorems. 


2 Te 
T'he function Ian) —1}e "4. 


2.21. If X(y)>o and x> r, we have 


zd io 
: NJ I (* C'(s) 
2 = q AN — Zee —87 
(oom) f(y) D A(n)e Se | I (s)y F(a)" 
x—ix 
I : er: 
Let g=—m Rc where m is a positive integer; and let us apply Caucay’s 


Theorem to the integral 





7 - 
eese Gy) 
L(s)y-s*———ds; 
| (s)y 5 (s) 
taking the contour of integration to be the rectangle 


—iT, <-iT, x PAT, g+iT), 


T having such a value that no zero of Z(s) lies on the contour. When we make 
T tend to infinity, we obtain the formula 





(2. 212) TO) es | ru NR, 
q—ic 


where À denotes a residue at a pole inside the contour of integration.! 








* The passage from (2.211) to (2. 212) requires in reality a difficult and delicate discussion. 
If we suppress this part of the proof, it is because no arguments are required whieh involve 
the slightest novelty of idea. All the materials for the proof are to be found in Laxpav's 
Handbuch (pp. 333—368). But the problem treated there is considerably more difficult than 
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If now m—, g——, it is easy to prove that the integral in (2. 212) 
tends to zero. For in the first place 


O(log |4]) 


: x I it 
uniformly for o<—1.' On the other hand, if y — rei?, where — LES <=, 


we have 
le, T : n +0) (m+ 1-2) mene 
QE r(—m—2 4 ti)=_ m - ; > : às 
à [= Me + Lil EEE I- = + ti) 
m 1 ER 
out ed, 
| m! 
qtin a 
: 2 x 
xe gl (0) | 
| I (s)y ae — 0 A e log lat of: 
q—io 2 
Hence 
(2. 213) N= We 


where the summation now applies to all the poles of the subject of integration. 
These poles are 


(i) a simple pole at s — r, with residue m 

= s : s £'(o) 

(ii) a simple pole at s—o, with residue Elo): 
(iii) simple poles at the points s— o, the residue at s— o being L'(0) y ^5; 
(iv) simple poles at the points s = —1,—3,— 5. the residue at 


s— —2p —1 being 


4 geet Te = 29 —1). 
(2p+1)! ¢(—2p—1)’ 








this one, inasmuch as the integrals and series dealt with are not absolutely convergent. Here 
everything is absolutely convergent, since | l'(o+ti)y5+ti], where (y) > 0, tends to zero like 
an exponential when t— c. 

! Laxpav, Handbuch, p. 336. 
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(v) double poles at the points s——2,—4,—6,--:--- , the residue at 
s——2p being 
RUE lo [ ereL4ees 135194 -1- b (—2p |, 
(251 | ^ ty 2 2p C'(—2p)| 
where A is EuLER’s constant. 
Thus finally 
(2. 214) Be s xe 
jg Mrioy-* + Oly), 
where 
(2.2141) 0) — 9,6) +9 eg (0.9). 


and ®,(y) and ®,(y) are integral functions of y. 
:2.22. On the other hand we have 


2+ix 
x a = T(s)y=°S(s)ds 
"€ es Y | 
=~. y (s)ds 7 +2 et n) 
q—io 


The integral on the right hand side tends to zero, when m — c, if |y| «2». For 


"(s)5 * (2; b po ee el 
I'(s)b(s) — - (22) see | sa Ex — s) —0)(2x) me? i 


and so 

qTio to 

2 [uly (od. 
| r(s)y-t6)ds = 0, di 
q—ic = 
Thus 
(2. 221) De air no C(—n).? 
0 








! This is merely another form of the ordinary formula which defines BERNOUIIIS num- 
bers. That 


TEE AL ( 
de yt *9. 


where @(y) is a powerseries convergent for [y] € 27, is of course evident. 
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Subtracting (2.221) from (2.214) we obtain 


(2. 222) Fy) = N(Aln)— )e—" — Nr(gy-*4 Fly), 
where 
(2. 2221) V (y) =P, (y) y° log t) P,(y), 


and #,(y) and #,(y) are power-series convergent for |y|< 27. 

2.23. We shall now assume the truth of the RrEMANN hypothesis, and 
apply the formula (2.222) to the study of F(y) when y —o by positive values. 
We denote the complex zeros of Z(s) whose imaginary part is positive by 


Hip tige , where y, € y, €----. It is known! that 
z 2 SUE 

= Il OAL o5 Dy QS Ma 2) MOT 
We shall require some definite upper limit for 


N(T 4 1) — N(T) 


where N(T) is the number of zeros for which T « ; € T 4 1. It is well-known that 
N(T --1) —N(T) — O(log T), and it is easy to replace this relation by a numer- 
ical inequality, such as 


(2. 2311) N(T -1) —N(T)«2-5log T; 


all that is necessary is to introduce numerical values for the constants in the 
argument given by Lanpav.? In order to prove the relation (2.2311), however, 
comparatively careful numerical calculations are needed; and a much eruder 
inequality is sufficient for our purpose. We shall use the inequality 


(2. 2312) N(T -1)— N(T) «2T, 


in the proof of which only the roughest approximations are necessary. 





! Gran, 1. c. 
* Handbuch, pp. 337 et seq. It is known that, on the Riemaxx hypothesis, 
N(T- 1)— ND) co LE T 


(Bour, Landau, Lirrzewoon, Bulletins de l'Académie Royale de Belgique, 1913, no. 12, pp. 1—35). 
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We now write 


2 Sr = = EI ! 
(2.232) AO o y; ^ Fa! 4 R), 
where 
I - Ps I SIE - Py 7U 
LM LS 
z I = I fC) 
Then 


| R | « cosh y, 2 : 717 e E Ty 
«eg» pe el Ale; Ne : 
lu, — cosh 7,70 


1 © z 
5 717 wY ot 
25 De: 


r=21 r<rzr+l 


1 oo 1 
cS QS 
21 


I 
(2. 233) LOC EE 
50 

2.24. From (2. 222), (2.232) and (2.233) we can at once deduce 

Theorem 2.24. Suppose that y— o by positive values. Further, suppose the 
RIEMANN hypothesis true. Then 


nn / D I 
F{y)= I (A(n) — 1)e ‚-0V;; 


and there is a constant K such that each of the inequalities 


F(y)<—* us 


y Vy 
is satisfied for an infinity of values of y tending to zero. 
We can express this by writing! 


(2.241) F(y) =O pe F(y) = V7 F(y) y. 


From the second asserlion in Theorem 2.24 we can of course deduce as a 
corollary 





‘In our paper ‘Some Problems of Diophantine Approximation’, Acta Mathematica, vol. 
37, p. 225, we defined f= O(c) as meaning fzéo(c). The notation adopted here is a natural 
: : g (a 
extension. 
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Theorem 2.241. There is a constant K such that each of the inequalities 
U(r)—z«— KVz, v(ie)—x>KVx 
is satisfied for values of x surpassing all limit; that is to say 
U(xz)—zx-— Qrp'Vxz), W(x) —r- Qg'Vx). 


This is substantially the well-known result of Scuwrpr. In Section 5 we 
shall show that it is possible to prove more. 

It is known that, if the Rremann hypothesis is false, then more is true than 
is asserted by Theorem 2.241. In fact, if © is the upper limit of the real parts 
of the zeros of ¢(s), and Ó is any positive number, then! 


W(x) — x = Qr(x9—9?), W(x) — x = Ogp(x9—?). 
It seems to be bighly probable that in these cireumstances we have also 
F(y) = Or(y-9*?), Fly) = 2n(y-9**); 


but we have not been able to find a rigorous proof. 

2.25. 'The equations (2.241) show that, if the RrEMANN hypothesis is true, 
the function F(y) behaves, as y — o, precisely as might be expected, that is to 
say with as much regularity as is consistent with the existence of the complex 
zeroes of [(s). The results which will be proved in Section 5 will show that this 
is not the case with the corresponding ’sum-funetion’ w(x) — x. It might 
reasonably be expected that 


V(x) —z— O(Vzx), v(x) —z:—Qr'Vz), v(x)— x = Qg(Vz); 


but the first of these equations is untrue. This being so, an interesting question 
arises as to the behaviour of the corresponding CesAro means formed from the 
series X(L.Z(n)—1). The analogy of the theory of FounrER's series suggests that 
they are likely to behave with as much regularity as the function F(y); and this 
conjecture proves to be correct. 





! Scumipr, Math. Annalen, vol. 57, 1903, pp. 195—204; see also Laxpav, Handbuch, pp. 712 
et seq. The inequalities are stated by Scuwipr and Laxpau in terms of Il). 
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We shall consider not CESARO’s means but the ’arithmetic means’ intro- 
duced by Marcer Rızsz.! It has been shown by Rızsz? that these means are in 
all substantial respects equivalent to CESARO’s; and they have many formal 
advantages over the latter. If 


A(n) = an, f(y) = Dane ru, 


then RrEsz's mean of order 0 is 


n 5 
s? (c) = DE (: — . An. 
n «o 


And® if 5255 


«ds. 


(2. 251) Sd (o) = —— 





ocn L' (0 43-1) (5) Z'(8) 
| I(ö+ı+s) £(s) 
If we perform on this integral transformations similar to those of 2. 21,* we are 
led to the formula 
t) I'(0 1) P (9) 


I 
(22252) 20) or 2 P(ö+1+_) UAE s(t). 





TS. RT 
where s(*) is in general a power-series? in— convergent for w>r. 
(e (e 
Similarly, if 


ig r = M5 


£y —] mi 


and we denote RiESZ's mean of order 0, formed from the b’s, by t?^(v), we have 





M. Riesz, Comptes Rendus, 5 July and 22 Nov. 1909. 
M. Riesz, Comptes Rendus, 12 June 1911. 
This formula is a special case of a general formula, due to Riesz and included as 
Theorem 4o in the Tract The general theory of Dirichlet's series’ (Cambridge Tracts in Math- 
ematics, no. 18, 1915) by G. H. Harpy and M. Riesz. 

* See 2.21 for our justification of the omission of the details of the proof. Here again 
the integrals which occur are absolutely convergent. 


1 
2 
3 


5 If ö is an integer, then sU) is a finite series which may include logarithms. It is in 
w 


any case without importance. 
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+i 
m P NT E P(d + x) (5) Te oO | |") 
(2. 253) t? (v) = 2 Place) £(s)wSsds imu 1 


I e EIC SUC : 
where T( also is in general a power-series in — convergent for w>r. Finally, 
10) > 


e 


subtracting (2.253) from (2.232), we obtain 





YA mim TE) s I 
nc au cit I à 2 r'(à +1+ 0) Mid (i): 


I n P I e 
where P[-) is in general a power-series in - convergent for w>1. The series 
[07] 


(e 
involving the e’s being absolutely convergent, it follows at once that the left 
hand side of (2.254) is (on the Riemann hypothesis) of the form O\Vo). That 
it is of the forms 2,(Vo), Qg(V«o) requires no special proof; for this is a cor- 
ollary of Theorem 2.24. We have therefore 
Theorem 2.25. All RrEsz's means (and so all ÜEsÄro’s means), formed from 
the series Z{A(n) —1), are, on the RIEMANN hypothesis, of the forms 


O(Vw) : Ar (Vo) ‚DR (Vo). 


This theorem is in part deeper, in part less deep, than Theorem 2.24. The 
O result of Theorem 2.24 is a corollary from that of Theorem 2.25, and the 2 
result of Theorem 2.25 a corollary from that of Theorem 2.24, the deduction in 
each case being of an ordinary ’Abelian’ type, i. e. of the kind used in the proofs 
of ABEL's fundamental theorem and its extensions. 


2.83: 
On an assertion of Tschebyschef. 


2.31. It was asserted by TSCHEBYSCHEF' that the function 


pti 
= 7 Em E La EE XJ = 
(22315) F(y) =e 3y ——e—5U +e 1Y+e y —....=: M (—1) 2 e—py 
p>2 


tends to infinity as y—o. 





! See 1.2. 
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We shall now prove that TscHEBYSCHEF’s assertion is correct if all the complex 


zeros of the function L(s), defined for o > o by the series 1~*—3—*+5~%—----, 
have their real part equal to = 


We have, if o>0, 


I 


Js $$ ee er — =; ==, 
(s) — 1 3 5 253 \I—(— 2-2 p—* 


= (= m (p —1)/2 
er) es es) 


» 


se om pm a 
L'(s) N 
UE = M(—1) 5 : af. 
(s) pm 2 
Hence 
. míp --1) I ae L'(s) 
(2. 312) f(y) = N (—1) 2 log p eam | P S 
p,m ler 
VAS ade 


We now transform this integral by Caucuy’s Theorem as in 2.21, and 


obtain the formula? 


(2. 313) fy) = Xr(oy-*- Oy), 


where o is a complex zero of L(s) and ®(y) is a function of y of much the same 
form as the function ®(y) of (2. 214).? 
2.32. We now require an upper limit for the sum X|r'(o)|. We could 





1 The evidence for the truth of this hypothesis is substantially the same as that for the 
truth of the Riemaxx hypothesis. Laxpau (Math. Ann., vol. 76, 1915, pp. 212—243) has proved 
Se : I 
that there are infinitely many zeros on the line c — -- 


? The ‘trivial’ zeros of L(s are s= — 1, —53, — 5,:--:: see Laxpav, Handbuch, p. 498. 


O(y) = 0, (y) + y log (5 ®, (y). 
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obtain such a limit by an argument similar to that of 2.23: but it is simpler to 
proceed as follows." ; 
The function L(s) satisfies the equation 


L(x—s) = 282 7°T(s) sin = sm L(s). 


We write 


var i *) Ls) - E(s) Zr a ti = alt). 


2 








Then Æ(t) is real when £ is real, and an even function of ¢. And if we write 
e—2 iy, then the zeros of Z(t) are given by t — y. We are supposing that 


all these zeros are real. 
We have now 


where only the positive 7’s occur in the products. Putting s — r we obtain 


I 
= +7? 
(2. 322) TE a NCC 
of Vz 2 
and so 
= z 8 = s b 
n ts = c zn Bit oat "ges zs 
ea = on 





! Our argument is modelled on one applied to the Zeta-funetion by Jensen, Comptes 
Rendus, 25 april 1887. 
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1 ns 9 x — — 
zo Cate) 22 1 r(r+2)L( +2). 


Finally, expanding each side of (2. 323) in ascending powers of x, and equat- 


ing the coefficients of x, we have 


1 I 


I I 
(2. 324) >= = = log 2 — > log er A +22), 
ar 


where A is EuLer’s constant. From this it follows easily that, if 7, is the 
least of the positive y’s, then 


I I 
(2. 325) TER Don <=, 
= + ,? = + 2 
4 ^ 4 7 
Vee oe 


2.33. Now, as in 2.23, we have 


r = LEE 
l i e ij | Vz JT 








and the ratio 

T CNEIN 

cosh ym Ux 
4 





+ 


decreases steadily as y increases, for y>3. Moreover, the value of the ratio for 


y=3 is less than 





‘Tt is in fact true that 7, > 6: see Grossmann, Dissertation, Göttingen, 1913. 
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Hence 
INI Y I , ER: EN 
3 |r E+H|< = SG 
y>0 7>0 — 9 
4 
and so 
7= 
Lm -— I Ex 
(2. 331) IXr(9y-*|« 7; V j 


If now we Wie 
fly) — À (y) + f(y) + holy), 


where f,(y) contains the terms of f(y) for which m — rz, f,(y) those for which 
m —2, and f,(y) the remainder, we have 


a T TU 
(2. 332) fly) = Slog p er Vz 
p E 
m(p—1) S = 
(2. 333) f(y) = x (—1) * logp e-7"v—0 y^ : 
p,m>3 y 


Hence, by (2.331), (2.232), and (2. 333), we have 


p—1 


fiy) = S(—1) ? logp e-»v 


for all sufficiently small values of y. We bave thus proved 
Theorem 2.33. There is a constant K such that 


TD : 
fJí(y) - 3 (—1) ? logpe-»«« — K 12 


for all sufficiently small positive values of y. 
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Suppose now that 
(2. 334) ply) = Sase-"v 
is a power-series in e~¥, convergent for y >0, and that 
ply) > Ky-^ 


for o<y<y,. Suppose also that o<s<a. Then 


N s —mny — I ; ) Le s—1 
Zn ‘ane "U F(s) | qt + y)ts-dt 
0 
1 
pee 5 
== a ; ) s—1 I s—1 = 
pa | rtt didus) q(L-- y)ts-!dt — J,4 JL, 
" ES 
99 


say. The second integral tends to a finite limit as y—o. If o«y X-y, the 


first integral is greater than 


‚m Sul y 
KB UIE SEN FO anm hs OP Cees) —- 
ro] (t + y)" I'(s) | (u+ı)e I'(«) : 
0 0 


Hence there is a constant H such that 
"Aj 
Yn = SiO te > Ja e 


for all sufficiently small values of y. In particular we have 


Theorem 2.331. If o<s< = » there is a constant H such that 


1 


PUCES ) s— 
= Dr) 2 28 7 e=PU < — Hy E 


= T5 


for all sufficiently small values of y. 
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2.34. In order to prove the actual assertion made by TSCHEBYSCHEF we have 


: ros . 
to introduce a convergence faetor los into the series (2. 334). 


o 


It is not difficult to prove that 


ey | e—ntw(t)dt, 
log n 
0 
where 
* g-utdw 
h — et - ol 
WU | a? + (log w)?' 
ù 
so that 


oo 


NU dae V 


h ; , 2 
4 logn f (t) (t y)dt 


0 


1 
9 #0 on 


= front +y)dt + | v(t)g (t y)dt — J, * J;, 
E s 


ju 


say. As before, J, tends to a finite limit as y —0. It is moreover easy to 
see that 
o6 td 1/¢ 
9 — wig E KT 
AUS | MEE a4 ae uF oo = 
7U^ A Fw)” > 
0 = 0 = t{log 3 
as i—o. 


We can therefore choose 7 so that, if o < y € 1, 





1 Cf. W. H. Young, Proc. London Math. Soc., ser. 2, vol. 12, pp. 41— 70. 


? We suppose that a, — O0, d, — O, as evidently we may do without loss of gener- 
ality. 
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^ it 
T I d 
J, > Lk | F ax 2 (t Ty" 
$ d og t 


?] 


I dt 
=O € — 
(1x) Fe K | aeg 


0 UE 


aly 

- : I du 

== ODER ne = ree 
y log ee 


QT M sel fade 
zug I gr 


Applying this result to Theorem 2.33, we obtain 
Theorem 2.34. There is a constant H such that 


" 


pal H 
Bia NE newer 
(Us. 2NEQD E ve Vy log (1/y) 


for all sufficiently small positive values of y. 

We have thus established the truth of TscHEBYSCHEF’s assertion, under the 
assumption of the truth of the analogue of the RIEMANN hypothesis. The nat- 
ure of the proof makes it seem almost certain that the assertion must be false 


7U 


if the hypothesis is false, as the term : Ks of (2.332) must then be over- 


whelmed by oscillatory terms of higher order. But, as we explained in r. 2, we 
have been unable to find a rigorous proof. 
2.35. We have proved that 


In) 2 log p e—2V — — co 


as y— 0; and, when we remember the results of 2. 25, we are naturally led to 
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enquire whether a similar result holds for the CesAro means formed from the 


series 
X20 ? log p. 


If we denote RrESZ's mean of order 9, formed from the series 


m\p —1) 
D (—1) DES 7e 
p,m 
by s’(w), we have 
^ T( +1) (8) L'(s) 
2 SEXES Qr NO I SAG 
(2.351) S9 (c) ir NNUS DE ds 


"(0 + x) LI (0) I 
EN [e T u? | ) 
ae ['(0 +140) UU () 


XS. ; 
where e is in general! a power-series convergent for c» I. 
(vu 
From (2. 351) it follows at once that 


(2. 352) s? (w) — 0 ( Vo) j 


a result which says the more the smaller is 0. 
Let us consider in particular the case in which ó — r. We have then 








a dpa) iata NE CU E 
(2. 353) s'(w) mo(gt1) P) 
But 
vo of? Y T UE: I 
= LD D ne 
=o(o+1)| 4" |e(o- x)| Xp 5 
4 / 





1 See the footnote to p. 140. 
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by (2.325). Hence 


(2. 354) ELO ES: Vo 


for all sufficiently large values of c. 
Let us now write 


(2.355) S! (cw) = s; (cj + si (v) + si (e), 


where s!(w), si(w), and s!(w) are formed respectively from the terms of the 
series for which m —r, m —2, and m 7 3. Then 


(2. 3561) si(w) = Nlogp E = P. SS log p> -Vo, 
E v}~ 2 
pum p« 5 o 
if w is large enough. Also 
v míp EU p" 1 = ( s =] 
(2.3562) sil) = 2(—1) ? logp E m | = O (Slog p) = QWWo!. 
m-—-3,p" co m-—3,p»" — œ 


From (2. 354), (2. 355), (2. 3561), and (2. 3562) it follows that 


L3 


for all sufficiently large values of c. 

We have thus proved 

Theorem 2.35. Riesz's or CEsAro’s mean of the first order, formed from 
the series 


p—1 


N(—1) 2 log p, 


tends lo — © as c — c , at least as rapidly as a constant multiple of — Vo. 
From this we can deduce without difficulty 
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Theorem 2.351. The corresponding means, formed from the series 


nz 
Zo) 
; e Ve 
tend to — co at least as rapidly as a constant multiple of — = : 
B OU 


Theorem 2.33 is a corollary of theorem 2.35, and Theorem 2.34 of Theo- 
rem 2.351: the deduction being in either case of the ordinary 'Abelian' type. 

In concluding this sub-section we may repeat that, as has already been point- 
ed out in 1.5, the theorems here proved gain greatly in interest when consider- 
ed in conjunction with those which may be established by the methods of 


Section s. 


S 
= 


The mean value of (= + it) |° 





2. 41. LANDAU and SCHNEE! have shown that 
T 
(2. 411) - | I5 (g 4 2t) |*dt eo 26 (2 8) T 
—T 


I ae : 
when 2» - and it is an easy deduction* that 


y 
(2. 411r) | IE (8 E 26) Pat» (272)? 1° (2 — 28) 


* i 


— 7 


when 5 « We propose now to complete these results by proving 


D | H 


Theorem 2. 41. We have 


i 


—m 





ze) | taie T. 


1 See Laxpau, Handbuch, p. 816. 


* Using the functional equation. 
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We shall require some preliminary lemmas. We write 


no 


K,(y)= Ji £v due a) 0). 


Va? —x 
1 


Lemma 2. 411. If x and the real part of y are positive, then 


y—* having its principal value. 

It is unnecessary to give the details of the proof of this formula which depends 
(like that of the 'CaggN-MzrrIN' formula) merely on a straightforward application 
of Cavcuv's Theorem. 


Lemma 2. 412. If y=re, where |9|< 7 —ó« 2: uw, and r — ©, then 
A(a Fen =) of} 
p y Ut yr 


uniformly in 9. 
This is a known result.! 
Lemma 2. 413. If f(x) is positive and continuous, and 


f(x) = O(e?7) 


for all positive values of 6; and if 
| i(aesttdacAcseL (5 , 


0 
where «>o and L(x) is a finite product of logarithmic factors 


(log x)“ (log log x)*..... ; 


as E—0; then 


7 

 AT« L(T) 
HORS Ta 
0 


This is the analogue for integrals of a theorem first proved by us in the 
Proc. London Math. Soc., ser. 2, vol. 13, pp. 180 et seg. This latter theorem redu- 





* Warrraker and Warsox, Modern Analysis, ed. 2, pp. 367, 377 
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ces, when «, — «, — .....— 0, to a special case of Lemma 2. 113. The proofs for 
series and for integrals are in all important respects the same. 


2. 42. lf in Lemma 2. 41r we suppose x > *, write ny for y, multiply by 


d(n), the number of divisors of n, and sum, we obtain 


x+10 
RE À 2 
(2. 421) Ba | HO ores ids d'd(n)H (ny). 
x io 1 


We now use CaucHy’s Theorem to replace the integral by one taken along the 


: x : I : : 
line o=-- There is a pole at s— _ of order 2, and the residue is 
4 


4 


AU 
A — log y — 2 log 2 
an ogy og 2), 


where À is EULER’S constant. Thus 





+i® 
4 
I * 3 \ 70 3 
(2. 422) TN (r(s)E(25)y— ds = Nd(n) H (ny) za logy—21og2) —S 4 S, 
EV. L 
RES 
say. In this formula we write 
I'(s)5 (28) Kern $(zs), 


and we obtain 


Slot) \2 [ur \ 282 
tea) (<) dt—S848'. 
y 


Finally we write! 


Y— weis, 


I 
where 0<a< 21, and we have 


' These transformations are the same as those used by Harpy, Comptes Rendus, 6 April 1914. 


Acta mathematica, 41. Imprimé le 10 juin 1917. 20 


G. H. Hardy and J. E. Littlewood. 


TE 5 ss 
(2. 423) = | (Eu) ett — €? (S ue S), 
Aa s 4 
where 
(2. 4241) S — Xd(n)H (nze'*), 
1 
(2. 4242) S' = ——e-*4(A —21og2 — log ume 
2. 43 


We now suppose that «= - mw —€& and that e—o. In the first place 
it is obvious that 


(2. 431) Si = O(n): 
Further, by Lemma 2. 472, we hawe 
- I —zia—2nza (cos a 4r i sina) |g—2nazcosa 
H (nzwe**) = —e ? HO EE 
Vn n3!? 


and it is plain that the contribution of the last term to S is of the form O(r). 
Hence we may write 





Selen: vd s. 

(2 432) = | L ( ) eu) (2) „-enatesatisne) + O( Ne 
dee ae Kali: 
4 
But 
cos « - 2sin a — Z4 € 4 O(e?), 
e—2na(cosa 4 isina) — o —2nat- O(ne) 

and 


— p22 , 2 2a 
Le nae fy +ne eO(ne% 


9N y f —2nzt ne) — 2 = —nie 
su n d(n)e—?n»e-* Of = Ol: bx n d(n)e—": I — o(1). 
We may therefore replace the series on the right hand side of (2 


. 432) by 
Ÿ d(n) A 
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But 
N din) NN) y log Y, 
1 
v d(n) ; 
yo ~ 2V vlog DE 
zu Vn = 
and so 
un) e NE 3n 
zu Vn i e DE €| 
Hene we have 
'( E (2t) jte E x V2 * |. 
(2. 433) | | He) e dio, „log | 
En 


We may replace the lower limit by o, since the part of the integral for 
which t € o is plainly of no importance. Doing this, and putting 24 — u, we obtain 


(| = (uw) n7)", NY Ve leo]: 
( 


jl 


(2. 434) I o. 
ù 4 a =) 
2. 44. It follows from (2. 434) and Lemma 2. 475, that 
A e x 
(2. 441) En CET © Y 2zc T log T'. 
$ l4 + Ur 
But 
[= (uw) ee) V i «du en 
E | 21 JE 2 
ap Qus 
4 
so that 


Ag + in| | Br co2VT log T'. 
2 Vu 
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And if we write 


we have 


o 


i ee iu)| au | Vu D'(u)du 


« 


— 
u^ 


VOR) — 


Sexo Jl f | log «du 


0 
co flog T', 


which is equivalent to the result of Theorem 2.41. 


D 
= 


The series 
N u(n) (ani? 
wen 


and other similar series. 


2. 51. In this sub-section we shall be concerned with some formulae which 
were suggested to us by some work of Mr S. RamanuJan. We have no satis- 
factory proof of the truth of the formulae, though this is highly probable; but 
they are so curious that it seems worth while to mention them. 

If —r«x«o and a>o, then 


xcd 
: 3 TED ES E 
(2. 511) 1—e-talmt — — - : | I I (s)ds. 


Hence 
zio 
oo » * 
, : I'(s) 
; 2 w (Qn) Lem NE) UU S app Jar, ds 
(2.512) ya n e A-— 0 X 2 27U i } G(1—2s) ; 
E AES log 
But 
I 
ae 
me) -- 2:—, 2 
Dr——2s) ES 
and so 
x io rs) 
x ENDS: 2 
(2. 513) Sun um fpe". as 
=n = 1 JA CITE) 


4—10 
If now we assume that we may transform the last integral by moving the 


path of integration parallel to itself across the line o — " and introducing the 


obvious correction due to the poles of the subject of integration,! we obtain 


Po fat Net: 
(2 514) N un), (um — wir (a > P I AN d y | 2 | 
n ped Nell AES) emo entia Beo 
,—io 


CAS 3. This assumption of course includes that of the convergence of 


But 


if «8 — x. Also, transforming the last integral by the substitution 








In forming the series of residues we have assumed, for simplicity, that the poles are 
all simple. 
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we obtain 


À dc addo 


es P res rs 
Aix A ud 


where — 1 «£z «o; and the last expression is equal to 


B e— In». 
n 
Hence 
un: I 
rip Pole = wn) 
I 7 2s 2 e un : 
(2. 515) | | | z ds = BY e-Wlnz, 
27:1] \q b (2s) \ ER 
io 


Substituting in (2. 514). and multiplying by Ve, we obtain 


SR 
2. &r6 x (n) wu (n) T ; = 
(2. 516) VEN e (ala) — ] Bee D pe =D pe 
RL rd 2V Bg Ste) 
It follows from symmetry that we must have 
ef 
TEN 2 I 2 
SR CERO nue 
Va 5 (o) Vg 5 (o) 


and this relation may be verified without difficulty. 
2. 52. In order to obtain a satisfactory proof of (2. 516), it would be enough 
to show that 


2+iT ns 
? 
gs— — ds— 0 
DEEE) 
z+iT 


when T — © through an appropriately chosen sequence of values. It would cer- 
tainly be enough, for example, to show that there is such a sequence (7,) for which 


(2. 521) ar): 


(0) 5 aya TION 
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It would even be enough to show that the inequality (2. 521) holds on an appro- 


priate sequence of curves each stretching from c — x to o—4. The existence 





of such a sequence seems highly probable: it is highly probable, in fact, that the 
series on the right hand side of (2. 516) is not merely convergent but very 
rapidly convergent. But we are quite unable to prove this, even when we assume 
the RrEMANN hypothesis.! 

2. 33. Mr Ramanusan has indicated to us a generalisation of the formula 
(2. 516). Suppose that p(x) and W(x) are a pair of "reciprocal functions’ connected 
by the relations 


» 


(2. 531) | (p(x) cos 2ux dx = = V; Wu), | W(x) cos 2ux dx = = Vaylu), 


u 


0 0 


and let us write 


oo oo 
, 


(2. 532) | 2 Ina)dz — SZ S) | Zar W(x)da — r(s)Z,(s). 


* 


ù 0 


The simplest case is that in which 


qx) = Ya) =e-*, Z,(s) — Z. 


= 
o5 

= 
| 


in this case the formulae reduce to those of 2. 51. Then it can be shown that, 
if g and v satisfy certain conditions,” 


1 
(2. 533) Z(r—s)—2a ?2T(s)sin sx Z,(s). 


We have also (again of course subject to certain restrictions on y and wv) 


x do x-d-do 
(2. 534) g(a) =; | OZ (rés, w(x) = — I'(s)Z,(s)a-*ds, 


for an appropriate value of x.’ 





1 We can prove that some such sequence of curves as is referred to above exists, and 
that our series can be rendered convergent by some process of bracketing terms: but we can 
prove nothing about the distribution of the curves or the size of the brackets. 

® As we do not profess to be able to give rigorous proofs of the main formulae of this 
sub-section, it seems hardly worth which to state such conditions in detail. 

* MELLIN, Acta mathematica, vol.-25, 1902, pp. 139—164, 165—184 (p. 159): see also NIELSEN, 
Handbuch der Theorie der Gamma-Funktion, pp. 221 et seq. 
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We can use the first formula (2. 534) to express the series 


in the form of a definite integral. Carrying out a series of transformations ana- 
logous to those of 2. 51, with the aid of (2. 533) and the functional equations 
satisfied by the Gamma and Zeta-Functions, we are led finally to the formulae 


er sun) [a yaya) [8 
(2. 535) Va SEU V va e 





X o wDGa-—9Z;( -— ef" 
Vae £' (o) 








where «f = x. 
2. 54. Let us return for a moment to the formula (2. 516). We have 


oo 


u(n) ow ow C 102? v u(n) wv (—1)?a2P 
aT NEN (an) 3 RUND, ONS Eee, 
(2. 541) F (a) 2 " e = p! Agen oue p +1) 


an integral function of «. And 


rli=e 
(2. 542) Ve Fe) — Vg F(g)—— = > | 7 | e—12 


when «g —:;r. If we assume the RIEMANN hypothesis, and the absolute conver- 
gence of 


then the right hand side of (2. 542) is of the form 
O (1) 


when «—0 and g— «e. Writing y for 9*, and observing that F(«)—o as 
€—0. we see that 
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j Aw xr dec WES er 
joe u 2 telis oo ) 
when y—». 

Now it has been proved by Manczr Riesz that! 


oo 


(2. 544) fr rin - LE 


0 
This formula certainly holds if o « sc r. If it could be proved to hold for 


TOUR the truth of the RIEMANN hypothesis would follow. The hypothesis 


is therefore certainly true if 


(2. 545) poor. ui) 


for all positive values of 0. The result of our previous analysis is therefore to 
suggest that the truth of (2. 545) is a necessary and sufficient condition for the 
truth of the Riemann hypothesis. It is not difficult to prove that the result thus 
suggested is in fact true. For Lirrrewoop® has shown that, if the RIEMANN 
hypothesis is true, the series 


is convergent for all positive values of &, so that 


n 


1 
(2. 546) M(v,n) = 3) _ o(,2**) 


v 


uniformly in n. Hence 


ON (1)? 82?  Ku(n) Cri NE S 
(2. 547) DU rent = me HR 2 UL 





! See Riesz, Acta mathematica, vol. 40, 1916, pp. 185—190. The actual formula communi- 
: : I : Bree : 
cated to us by Riesz (in 1912) was not this one, nor the formula for —~ contained in his memoir, 
7 
t(s) 
I : ; , 
but the analogous formula for ———. All of these formulae may be deduced from MkrriN's 
C(s+ 1) 
inversion formula already referred to in 2.53. The idea of obtaining a necessary and sufficient 
condition of this character for the truth of the Rırmanx hypothesis is of course RrEsz's and not ours. 
? Comptes Rendus, 29 Jan. 1912. 
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say, where » —[9!—*]. Now 


= cn 1 Lee 
(2. 5471) P, = 3 coim LS ary, n) etti = oly +) _ (y ste) 


where 20 — 2€ — £?; and 
2 


(2.5472) P, = O(ve—#") 6e) 





From (2. 547), (2. 5471) and (2. 5472) it follows that 


(2. 548) ra) 


Sk 


The series A 77 Periz log (70) 


3. r. The results of this section will be stated on the assumption that the 
Riemann hypothesis is true. The truth of the hypothesis is not essential to our 
argument, and our results remain significant without it. But their interest de- 
pends to a considerable extent on the truth of the hypothesis, and the assump- 
tion that it is true enables us to state them in a simpler form than would be 
otherwise attainable. 


We shall then denote the complex zeros of £(s) by o — = +iy, where y is 


real. It has been proved by Laxpau! that 


(3.111) a = O(log T) 


0<r<T 


if x is real and not of the form 7”, and 


m 
(3. 112) Det — ;, OS p + O(log T) 
0<7<7 x 


if x — p". If we assume the truth of the RrEMANN hypothesis, these results 
may be stated in the form 





* Math. Annalen, vol. 71, 1912, pp. 548—564. 
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> ety logs — O(log fle 
0<2<T 
log p+ O(log T). 


7 


S iy loge — =e 
= 


— 
Co 
[=] 
l2 
D 
— 
D 


Occ cT 


In this section we shall apply an argument similar in principle to LANDAU's, 
but of a rather more intricate character, to the series 


N y— o gaiylog (70) 
ad ^ 


where a,@, and w are real and the first two positive. The principal result is 
Theorem 3. 1. Jf a,0, and w are real, and a and 0 positive, then 


lta 
Dd y-sesireson) E O (7 2. r3 


Oy UT 


5 PR 
ij wW<——> and 
> 


d'y venir (0) — O(log T) 
US 


c I+a I+a a: & Sl ne. 6 
TO DE If w<- = then the series is convergent when continued to infinity. 


These results hold uniformly in any interval o £0, <0 <0,. 

The result is trivial when a» 1. We may therefore suppose that a <tr. 

3. 2. Suppose that the theorem has been proved in the special case in 
which o=o. Let 


D, — eairlog(;4) 


and 
DEN, 
0<7< T 
so that 
l+a 
D(r) = oG 2 J: 
'Then 


^j 0) 
in 


N 
N al, = \' D(yn) = D(yn—1) 
all ina 
OA NT 1 
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where N is the largest number such that 7,<7. Applying the method of partial 
summation, we obtain 


Spiel, Y th — © ESI = 
=! 4 b, | 2,006 n) (7 a) oa yo) + (7 y) /N 
0<y<T 1 
N—1 He 
V == ^ "YER 
E w M D(yn) | u—°—ldu + O(yN) In 
1 z 
In 
TN 
=w | O(u)u-*—!du + O(y yu. 
71 
E n =I ( pst iv) 
=Ofu 2 du+O\T ? 
71 


and the general result of Theorem 3. 1 follows immediately. It is therefore suffic- 
ient to prove the theorem when «w — o. 

It should be observed that the O's which occur in this argument are uni- 
form in 0, when o «0, € 0 € 0,; that is to say, the constants which they imply 
are independent of 0. This remark applies to the whole discussion which follows. 

3. 31. We choose numbers « and ó such that 


(rx) «> 8>0,adta< 
[o 2 
and we denote by C the rectangle 
(i+d+:, 1+6+Ti, — ap—ı+Ti, —2p —1 * i), 


where p is a large positive integer, and 7' a large positive number differing from 
any y. This being so, we consider the integral 


l sy 
= mee ts 
(3. 312) je 2jds, 
e > 
E 2 a 
where «= 0^ and log(— 2s), a ands ? have their principal values. An applica- 


tion of Cavcuv's Theorem gives the formula 
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1+0+ Ti 2p cp 2p 13s 1+0+i 
. | . —— C 
(3- 313) 2i Desele(- io goo 2 = + | * +f | 
J 
UNE TA 140-45 on Sp 


— 1], +1,+1;4 Ds 
say. When t is fixed and o—— co, e«s!s(-i9) tends to zero like esoloslol, Tt fol- 


lows that /,— 0 when p—», and that 7, and 7, tend to limits 7, and J,, the 
latter being independent of T'. Thus 


I l+a 
(3.314) 2wi Derels(—iedgeg 2 heen, + Of) med act o(r 2 ) 


SS 
where 
—o+Ti 
VE al) 
(3. 315) I,— | gases 27 ds 
; 5 (s) 
1404 Ti 


3. 32. We shall now prove that the term /, in (3. 314) may be omitted. 
We write 
—o+Ti —1+Ti 


(3. 321) | + | Butt. 


—1+7i 1404 Ti 
The discussion of 7,,, is simple. If s=0+ 1: and o « —1, we have 


1 
5«0log (o? - 7?)+ a T are tan (o 


esta se ay Tao, 


|a*| a? 





and 


uniformly foro <— 1.1 Hence 





! Lanpau, Handbuch, p. 336. 
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(3. 322) ln als Jeera 


|e T^ log (x T?) 


-— Ora -o(r? a 


(log? | 


Thus the integral J,,, is without importance. The discussion of T,,, is 


somewhat more difficult. 
3. 33. We may write 


6.3) S tas pepe ee 
- fi zZ ë E T|«1 

say. Then 

(3. 332) Z,(s) = O(log T) 


uniformly for —1<o0<1+0.* 
We now write 


—1+Ti 
p 1 : D 
(3. 333) L,2 = | or 2" (Z,(s) + Z,(s))ds= T,,2 1+ 12.2.2 


1+0+ Ti 


say. It follows from (3. 332) that 


é 1 146 
(3. 334) JM erem o[r log T | rade) O(T" log T), 
= 
where 
(3. 335) p=(5+d)a<*=* 


Thus the integral 7,,.,, is of no importance. 





1 Observing that we ales where x,=09%, and that log (x 7a) > alog T+ log x. 
ap gm. 


? Lanpav, Handbuch, p. 339. 
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3. 34. On the other hand 


— 1778 i 
y XC —,a ds 
(3- 341) DE es is)ysg 2 3 = 
if 
aia < pi bi 
IE lo MET 


We can transform each of these integrals, by Caucay’s Theorem, into an 
integral along a semicircle described on the line (— r -- T?, 1 -- ó -- T1), taking 
the semicircle above or below the line according as y<T or y » T.! Each inte- 
gral is of the form O(T?) and their number is of the form O(log T). Hence 


lta 
(3- 342) I... —O(Trlog T) — or 2 ). 
From (3. 321), (3. 322), (3. 333), (3. 334), (3. 335), and (3. 342) it follows that 


(3- 343) T= or *). 


and from (3. 314) and (3. 343) that 


1 1+a 
(3: 344) 2mi Jesctet-iozeo 2° — J, + olr E ). 
0<y<T 
Thus the result of (3. 3) is to reduce the problem to the discussion of /,. 
3. 4. The main difficulty in the proof of the theorem lies in the discussion 
of the integral 


1+0+Ti jn 
: -— '(s 
(3. 41) I,— (er 2923 Dr 
: S (s) 
1+0+3 


We observe first that, when o is fixed, 


etslog(—is) — {4 E o() eaitlogt{ac, 


where À is a constant. The contribution to /, of the term of, is of the form 





T. 
o ni mee , 1+a 
(3. 42) O | pet?) lu our» — or 2 ) 
i 





! Of. Laxpav, Math. Annalen, vol. 71, 1912, p. 557. 
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1 
. . . ote 0 
and is therefore without importance. For similar reasons we may replaces ? , 


in Z,, by (it) 2°. The problem is then reduced to the study of the integral 


mi 
pe 450 (Id 0 + tt) 
— aitlogtait]p ee 
(3- 43) J e gi array 
1 
Replacing ¢'/€ by the Diricnter’s series which represents it, and making an 


obvious formal transformation, we obtain 


(3: 44) J=— 21-010). 
where 
(3. 45) p 1142 
- x 
and 
T 
(3. 46) il) = Nee ed 
/ 
We write 
Y AE) E 
(3. 47) Jie Dra m) Stc y espe üt die 
: = zn 


say, where J, contains the terms (if any) for which 


(3. 481) MAT e meo. 
J, those for which 
(3. 482) ze — ı<n<z(eT)e r1, 
and J, those for which 
(3. 483) n>x(eT) +1. 
3. 51. The discussion of J, and J, is simple, and depends on a lemma which 


will be useful to us later in the paper. 
Lemma 3. 51. There is a number K, independent of v,, v,, and £, such that 


To 
gait log (| qt e K = 
log (er, / €) 
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when o<&<er,<er,, and 
5 > 
eit log (61941 < _K 
log (§ | ev) 


T1 


when $ » et, > et. 
Suppose, for example, that §<er,. It is plain that we may consider the 
real and imaginary parts of the integral separately. If we put 


w=tlog(t/S), 


so that 
dw … lcm (%) : 


GT & 


and observe that w increases steadily, say from w, to w,, as { increases from 


vr, to r,, we obtain 
T2 w2 
( dw 


[cosa dt a ET C CULEM 


T1 wi 


But log(et/£) is positive, and increases as { increases. Hence 


203 


T2 
à I 
cosaw di —-— — | cosaw dw, 
log (er, / 5) 


wı 


The truth of the lemma follows immediately. 
We begin with J,, 


where w, <w,<w,. 
3. 52. We are now in a position to discuss J, and J,. 
which exists only if ve^ 2. 
The real part of j(£) is 
T 


" 
«| dt — TP | cos lat log 


n t 
| IP cos lat log = 


Jat, 


> 


(3. 521) f 
: T 


1 


where r« T, « T. Since 


>] par, 
x 
22 
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(3. 522) 
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the right hand side of (3. 521) is less in absolute value than a constant multiple of 


T» T? 
log eT/&) ^ log(e/ 8) 





The same argument may be applied to the imaginary part of j(£), so that 


we may write 





2 ausos) Em dU 
an 36 7 P tios (ere. 
Also 

(AV qeu Du 

(3. 524) (; Si iE 

LE A le Rt y à 
(3. 525) log ( = g() 
where y>n+1. Hence 
2. R26 — | oS A(n) = as E — pe = 
(3. 526) J,=O}T? > n1*? log (vm) XOU) oCGr ). 


n«v—l1 


3. 53. The discussion of J, is similar. It will be sufficient to write down 


the formulae which correspond to the formulae (3. 522), ete. They are 


(3. 532) i Viren, 
e Tor, | 
(3- 533) j(5)=0 log (E/eT)i 
] | & FE n an 
(3. 534) (| "z(eT) » 
(3. 535) log Ir) = „og (") 


(where »<n—r), 


I+a 
Am 1 | = oq — ol =). 


n!+° log (n | v) 


(3. 536) J,-0|r Y 
n>v+l 


1 Laxpau, Handbuch, p. 806, 


The Riemann Zeta-funetion and the theory of the distribution of primes. 171 


3. 6r. The discussion of J is accordingly reduced to that of J,. In order 
to discuss J, we observe! that rlog(r/S) is stationary when r—=&/e. This point 
is the critical point in-the integral 7(§). It falls in the range (1, 7’) if 


e<E<eT 
or 


Get an <a (edes 


This condition is certainly satisfied by every term of J, except possibly the first 
and last, and no serious modification is required, for these two possibly excep- 
tional terms, in the analysis which follows.’ 

We write 


éle 15) 
(3. 611) ja) | +] Jette omar ji) + 5,8). 
i Ele 
Then 
1 
Tu S pti y > & pl - 
(3. 6121) ts) = ] | yperiswledy — ] k, (8), 
el 
eT|& 
Ae Salz oe Sr dus 
(3. 6122) i = (?] upeeiseledu — (^| RÉ); 
€ € 
1 
where 
(3. 613) w—ulogu —u. 


In general e/£ < r <eT'/E, and we write further 





1 Te 
(3. 6141) I8 = | + | zd rüber 
1% el 
IT: eT|& 
(3- 6142) k= | + | —k, tk, 
i l+e 





The fundamental idea in the analysis which follows is the same as that of Laxpav's 
OT . A = 6 à ny 0 - . 
memoir “Uber die Anzahl der Gitterpunkte in gewissen Bereichen’ (Göttinger Nachrichten, 1912, 
pp. 687—771). 
À 


The terms have to be retained in J, because ?/e, though outside the range of integra- 
tion, may be very near to one of the limits. 
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where 


EE 


« being the number defined at the beginning of 3. 31. If, however, e/£> 1 or 
eT/S<ı, as may happen, each with one term only, we must write 


1+e els 
(3. 6151) E, — — en =k,,+h,,2, 
1 1+e 
or 
1 ise 
(3. 6152) k,=— | = | — the a. 
Is eT|E 


These exceptional cases need not detain us further, as the treatment of k, 
in the general case covers a fortiori that of k, in the special case, and vice versa. 
Each of the formulae (3. 6141)—(3. 6152), however, may in certain cases require 
to be interpreted in the light of a further convention. It may happen, for 
example, that 1—e<e/£<r1. In this case, in the formula (3. 6142), we must 
regard k,,, as non-existent, and the subject of integration in as having the value 
zero for 1—e<u<e/§, and a similar understanding may be necessary in the 
other formulae. If regard is paid to these conventions, the analysis needed in 
every case is included in that which refers explicitly to the normal case in which 


jus 


LIS<ST-EZT<TIES<EeN]E. 


We may therefore conduct our argument as if these conditions were always 


satisfied. And we have 
: 3T eer = 

(3. 616) HS) = ) (E, (5) + By, 
3. 62. 'The really important terms on the right haud side of (3. 616) are 


k,,, and b,,. We shall discuss k,,, and £,,, first. 
The real part of k,,, is 


l—e Le 3 ; 1—6 , 
: ; asw "up aia (ryr—e)p f asw 
(3. 621) | w cos | = | du — | - cos | = ] dw — tres) cos | =—} dw 
x e J logu | log (x —e), e 
el £ w=elé u = À 


where e/S<A<ı—e. A similar argument may be applied to the imaginary 
part. Also 
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Rate Te () 


and 


À 


| cos (ee) dw=0 B > 


e 
A 


for all values of À and 4. It follows that 
Ta 
(3. 622) kia = 0(2.) =0("e)- 


E c 
es S 


Similarly, the real part of k,,, is 


eTIé à eTIE b eme 
j asw UP asw\ eT» aSsw\ dw 
(3. 623) uP cos |——] du = cos | - dw=|-— | cos - 
€ log u € S e |} log x 
14-6 u=1+e er 


2! 
(eu =) pu a za 
— = | cos |— dw, 
log À e 


ver 
where 
Ite<i<N<eT/s5, 


and a similar argument may be applied to the imaginary part. Hence 


Tp _ (Tora 
(3. 624) Bl. )-0( ) 


Sari EDI 


3. 63. We shall now consider £,, and k,,. It is here that we are for 
the first time in touch with the real kernel of the problem. The two integrals 
are amenable to the same treatment, and we may confine our attention to one 
of them, say £, ,. 

We write 

UT LL 
so that o<u<e and 
uP = x 4- O(u), 


I A 
w=uloegu—_u=—ı+-u:+0O(u), 
2 


eeiswle — g—(ais|e)-- (ai £j? | 26) + O(510) 


— e-—(ai£| e) - (ai £8 | 2e) (x JE O(Eu)) - 
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é 


(3. 631) b, = ectHl | (x + O(u) + Og) entre Ped 


D 
= o(ss) + O(e?) + O(Ee*) 


~0(s) 4 07-2) + OT-*9), 


Combining (3. 631) with (3. 622) and (3. 624), and substituting in (3. 616), 
we obtain 


1 
(5.632)  j() — OCs? *2) c OPH T-24 + 0r? T- 6) OT) + O(TP+ 0). 


3. 64. We can now complete our discussion of J,. We have 


gu N A) ne 


Er d 
2 p nlt? (5); 
re? —1« n « z(eT)* 41 


3 BA xp 
[zs lesus EP 


az n!+9 
n < O(T®) 


the symbolism used last implying that tbe summation is extended to all positive 
integers n less than some fixed multiple of 7“. We have now to estimate the 
five sums 8,,S,, S;,S8,, S,, obtained by substituting in turn for |j(£)| the five 
terms on the right hand side of (3. 632). 

In the first place 


À. 
(3. 641) ques n. Alm) o (7*3) 


1 a nitro E 
n < O(T®) 


\ Ren ER), 
= OÙ A(n)n zo 
n < O(7T®) 
rie 1 
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In the second place 


(3. 642) S,— X m oger+ı 7-2) 
n <O(T“) 


p+l 


(0) | 2a > an) | 
n < O(T% | 


— O0 Ip-2« Ÿ —i- 


ZA(n)n 2a 
n< o(r“) 


| 2+a 
== O ioc 2a | 


: ST 
since 2 a > > = 


z 


Thirdly 
1 Ay Els 
(3. 643) S => nit Ur) 
n < O(T“) 
\ p+2 
20 PATET a ox 
n « O(19) 


«J| Cat 5) 
= olm-1« D 4 (nn 2a a 
n < O(T% 


ond 


L— ON AD) 2a | 


ol 2) 


= o(r +) 


since 4a > de 
2 
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Fourthly, 
S, = 2 A(n) O (EP T«) 


ni+ô 


(3. 644) Ee 


X p 
—0 fX aet 
n< o(14) 


1 
—( Im > ARR i 


n < O(14) 


_o(r:+) 


j I 
since « « S 


Finally 
NS 4(n) x 
(3. 645) S,—4 „m O(Tr*t) 
n < o(T“ 
— O(Tr+a) 
1 
— 5) (pratt aote) 


or +), 


since ad + « < - - Combining (3. 641)—(3. 645), we see that 


= l+a 
(3. 646) ne o(r +). 
3. 7. We have thus proved that 
1 l+a 
(3- 71) Mesue ord our 2 Je 


0<7<T 
uniformly in any positive interval of values of x. We now assume the truth of 


the Riemann hypothesis, and write La iy for o and 60" for x. We have 


5 1 
2 —-54 aolog(—io)+aologf—-aloge 

log 3 olog 0 0 log 24108 0 
ea? log ( 0) x20 —e > 
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and 
À ; I I I 
aolog(— 1e) —=aiylogy+-alogy+-a + of] , 
= = / 
" I 
aglog0 = aiylog0 t alogb, 
I it : I 
er aloge = — -alogy— ai + o| ) 
2 = 2 4 y 
4 
and so 


J 


eaelog(-io)yog 2 — Aeairte ln Ju of )} 
an = 4 
4 


where A is a constant. Tt follows from (3. 71) that 
l+a 
(3.72) Y eairwern or 2 i 
0<r<T 


and the proof of Theorem 3. 1 is completed. 


4. 


» t. . I 
The zeros of 5(s) on the line 6 = - 


4. 1. In this section we prove that the number N,(T) of zeros of ¢(s) 


3 
on the line o—-, between the points - and L4 Ti, is of the form alr) 


© | H 


for all positive values of e. As a matter of fact we prove rather more than 
this, viz. that there is at least one zero of odd order between 7 and 


1 
T+T4** for all sufficiently large values of T1 
4. 2. We write 


— ai 


r(s)5(25) f(s) =f . +i) = X (0. 





! See section I for a summary of previous results. 


t2 
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Then 


is real when ¢ is real. Let s be any positive number. We shall prove that, if 
T>T,(e), then X (ft) changes its sign at least once in the interval (T', T 4- H), 


1 
where H — T5 '* We may obviously suppose, without loss of generality, that « d 


There are two stages in the proof. The first consists in showing that 


T+H 
(4. 22) | X()dt— o (T9) 
T 


for all positive values of 0; and the second in showing that, if ö<e, and T is 
large enough, then the equation (4. 22) contradicts the assumption that X (f) is 
of constant sign throughout the range of integration. The second stage of the 
proof is the easier, and we shall diseuss it first.! 

Suppose then that (4. 22) is true, with ö<e, and that X (t) is of constant 
sign throughout (T,T + H). Then 


T+H 

FIX oat — Q(T^), 

" 
T+H 
Fear vul iip — O(T®). 
" 4 HAE 


Now 


Jr (feels | DES = 


as t>o. Hence 


' The general idea used in this part of the proof is identical with that introduced by 
Laxpau in his simplification of Harpy’s proof of the existence of an infinity of roots (see 
Lanpau, Math. Annalen, vol. 76, 1915, pp. 212—243). 
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T+H 
a I | 
RU vati 
——À —- dt — 0 (T9), 
1 tt 
TH 


| HE 4 nip -o [ri^], 


T 
> t20T-- Hi 
ij [2(s)|d s = O Ir: +0) 
5 +2Ti 
S301 Bi 
(4. 23) fetes - ope 
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‘ A a t . 
Applying Cauchy’s Theorem to the rectangle whose vertices are — 4-2 T' i, 


2--2T4, 2+2(T+H)i, and - +2(7T+ H)i, we obtain 


U t 
242Ti 2+2(T+ Hi C AEN: ; 
(4. 24) Bee | G(s)ds 3r | E(s)ds + | E9)ds 0 
wer 2+2Ti 2+2(7+ Hi 


Now 


: I z 
uniformly for - «o €2.' Hence 
2 





and from (4. 24) and (4. 25) it follows that 





! Laxpau, Handbuch, p. 868. 
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= | ö 
(4. 26) 7. Ola | 
But 
2+2(7+ H)i 2+2(7+ H)i 
= als 
| XI Y 
J, = | D uds—aHi + | Dads 
249Ti 24'9Ti 7 
©, —2—2Ti D 2 2( T+ H)i 
: n n 
— el > m —* | 2 
2 logn : og 
= 2Hi+0O(1); 


1 
which contradicts (4. 26), since H = T4*° and Ode. 


4. 3. The problem is therefore reduced to the proof of (4. 22). 


Caucay’s Theorem in a manner very similar to that of 4. 2, we obtain 


dum D +904 Ti jt (T Bi QE BU 
(4- 31) Ixwa--il | + + | | f(s)ds 
2 iTi ip agn Leloe(r Mi 


Using 


JU 


say. Now! 
3 ri EM 
uniformly for | «6€ -, and 
4 


uniformly for oo wAlso 


D 


uniformly for "<o<"+-6d. Hence 
4 


* Laxpau, £L. c. supra. 
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‘ I I 
uniformly for- «6 € -, and 
4 2 


j(s) ole] 


I» 
eo andı so 


uniformly for 


|A 
© 


(4. 32) f (s) = O(t?) 

uniformly for | Som - + = 0. It follows that 

(4. 33) JO oy OS): 

and the problem is aecordingly reduced to that of proving that 


1 
9 


+ 5+(T+ Hi 


(4: 34) | J[ id, = | fi(sydis eO (9 


SU EE 
4.4. Now, when o — t -ó, we have 
£ > 


2c. 1 (s—1) ri LT 
(4. 41) T (8)—m-*e.* a: Oper 


We have also, by a straightforward application of SrirLing’s Theorem, 


1 ge ; 
oes wi 15 itlogttlem)| 


i2) me do (ay tse la «o[)i 
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where A is a constant. The term of) in this equation may be neglected, for 


its contribution to / is of the form 


op u)- o. 


We have also 


1 1 
g* «qi! Lom x). (lap EH), 


182 G. H. Hardy and J. E. Littlewood. 


and the second term’s contribution is of the form 


or?! gi) ori. 


Sr 


1 
Ö or = 
Thus we are at liberty to replace t? by 7" in (4. 42), and to replace J in our 


argument by 








T+H : T+ H 
1 : H 
ù B u I oN I à 2 
> m2 it los (Elen) N — 2 N ;itlog(t]ez n?) 
(4- 43) 1 Je irrt Ji Ile dt 
T T 
oN Denn?) 1s é 
= al 133 =]? S, 
qUES 


say. 

. The integral (ez n?) belongs to a type considered in 3. 4 and the following 
sections;? and its behaviour depends en the position of the point r — an? with 
reference to the interval (7, T - H). At most one value of n can satisfy the 


inequalities 
"d . NEA : * & 
Ti en TETE 


so that n° can fall inside (7, T + H) for at most one value of n. We denote 
this value of n, if it exists, by »; if there be no such value, we denote by » 
the largest value of n for which zn°<T. And we write 





»—2 »+1 ac 
zi \ «| \ uq 
(4: 44) S=2+2+2-8S+8+8, 
1 v—l 972 
say. 
= 2:1 E REI ^ 
! Fore<-,4e<ı—e, and a fortiori 4€ « 1—é. Hence 
5 
1 1 I M 
à—1-42(- Ec) —2e—-(1—23)« 0. 
2 (s ) 2 > 
? We have 
0(ezn?)— 1, (exn?^; T+ H)—j,,0(exn’,T), 
where 





7 
"Een cour ira eT 
Y 
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Then, in the first place, we have 


a 


1 1 
(4. 45) T° 8, - orem) 0(2). 


Secondly, if n « v» —2, we have, by Lemma 2. 432, 


(46) Q (ez n?) = o| zx j 
peg eel 
But 
log E 2 [log Ve —log 2 
and 
T>x(#»—1ı)® a er en 
ZU Z 
Hence 
3 0/3 == (os 
| n+ log | n ] 
Le 1 
(4. 47) q» 's. —o(m ?). 
Similarly, if » » y--2, we have 
rail Pu 
(4- 48) à (en3)—0 | |, 


jlo | di 
[Er a) 

log | PTE | —2 | log 2 — log Ve a a , 
= TT 


T+H<n(v+ 2,108 J/ T ctog ty +1), 


Bone ce Ws | 
“ani + og | 2 J| 


* Lanpau, Handbuch, p. 806. 
* Lanpau, l. c. supra. 
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1 


(4. 49) T? oS 0 Gs aye 


From (4. 45), (4. 47) and (4. 49) it follows that 


1 
(4. 491) 1-0) —O(T?); 


and our proof is therefore completed. 
Theorem 4. 41. Let e be any positive number. Then there is a number TT, (e) 
such that the segment 


1 

Tim 24 (74 ret Da, 

2 2 

where T>T,(e), contains at least one zero of G (s) of odd order. 
As a corollary we have 


T3, 


Theorem 4. 42. The number N,(T) of zeros of Z (s), on the line 


D |H 
NUH 


is of the form 


opi?) 


for every positive value of 6. 


5. 


On the order of /(r)— x and of 
II (x) — Liz. 


5. r. In this section we shall prove that 
(OS ETT) V (x) —x = Qr(Vxlogloglogx), W(x) — x = Qr (Vxlog log log x), 
i. e. that there exists a constant K such that each of the inequalities 
(s. 112) W(x)—x > K Vxlog log log x, (x) — x < — K Vx logloglog x, 


is satisfied for arbitrarily large values of +; and from these inequalities we shall 
deduce the inequalities (1. 52). It is clear that we may base our proof on the 
assumption that the RiEMANN hypothesis is true. If it.is false, then more is 
true than our inequalities assert.! 


1 Lanpau, Handbuch, pp. 712 et seq. 
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We shall found our proof on the formulae 
(5. 121) Yn = g (n) + O(1), 


where t= g(z) is the function inverse to 


I 1 + log 2a 
2 z= en -t 
(5. 122) one! "s 
and 
((z)— x B SIN Yn 1 
(5. 131) ee) -=—2 > ae Or), 
x in 


3t T 
Un « T 


where  —logz, uniformly for T > x?. Of these two formulae (5. 121) and (5. 131), 
the first is an immediate corollary of Von ManGorpr’s formula 


N(T)= = T log T — 


21 


] 2 x 
I: 0827 m | O(log T)1; 
27U 
and the second is an immediate corollary of known formulae to be found in 
Lawpav's Handbuch.” 


If we make T' tend to infinity in (5. 131), we obtain 


U(x)—za SIN 741 
(5. 132) or —2 > +02), 
lax 1 in 


since the series is known to be convergent. 
5. 2. Letz — i5, and let F(z) be the function of z defined by the series 


(5. 21) Te a ERE ARN 


convergent for £>0. We shall consider the behaviour of this function in the 
semi-infinite strip defined by the inequalities 0<§<1 
be to prove 


Theorem 5. 2. Jf À F(z) is the imaginary part of F(z) then 


n>ı. Our object will 


BU 





! It has been shown by Bonn, Lanpau, and Lirrtewoop (»Sur la fonction &(s) dans le 
oec . I - , , - * 
voisinage de la droite 5 — z^ Bulletins de l'Académie Royale de Belgique, 1913, pp. 1144—1175) 


that, on the Riemann hypothesis (which we are now assuming) the O in this formula and the 
corresponding © in (5. 121) can each be replaced by o. 
* See pp. 387, 351. 
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nz Sy F (z) = * e—?n$ pir //n1] 


1 


= Qr(log log 7), 


Yn 
—3 F (z) — 9; (log log 1), 


in the semi-infinite strip o € € € 1,9 7 1t. 
We shall consider the first of these relations: the second can of course be 


proved in a similar manner. And we shall begin by proving the following lemma. 


Lemma 5. 21. We have 


| RE e:7n$ sin y4&6- IUT I 
— SE (E +18) — VPE eek log (5): 
as E— 0. 
Suppose that n <u<n+r. Then 
(5. 22) g'(u) = — de i 
log I 
and so 
g(u)—g(n) —(u—n)g'(v») (n<v<u) 
s s = ee) 
Hence 
—(i-dig(u) — (E 32)754  O (5) 
e am entre el 
g (u) Yn | n | 
Yn (5-15) 
= — — h +0(&)+0 (ee "| 
Yn n 


It should be observed that the constants implied by these O's, and by those 
which occur in the argument which follows, are independent of both u (or n) and £. 


Let u, be a fixed positive number, and let g, —g(u,). Then 





1 To write 
(1) 


for a fixed value of €, would be to assert the existence of a positive Æ such that 


— 3 F(z) = 9n (log log r), 


(2) —3 F(z) > K log log 7 


for this value of £ and arbitrarily large values of 7. To assert (1) in the strip 0<€ <1,n>1 
is to assert the existence of a positive A such that (2) holds for arbitrarily large values of 7 


(corresponding in general to different values of €) 
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2 
e—(E+idg(u) 





Sn. [e — $20 SET ODE, 
ET. CSS — & - = lu + O 
(523) F(g +28) | a) du + o | T ( $ du + O(1) 
fe-«+ian dg le dg 
= | OS O (1). 
| MEE f FRI) 00 
go go 
But, by (5. 22), 
ws aie eee 
gu) 270 j 
Hence 
(ea dg Fe su log g ji 
er a 
ul eee eal 
go go 
and 
ee I e-1+i90 \ 
(5:824) W(Sctmey— = | 5 (log g— log 2z)dg + O (1). 
go 
Thus 
OE nomm 'e-:9 sin E 
5595) IN ces IE — = Tog gdg 
Fe 
_ log 2x = sin 949 + OU) 
270 g 
go 
=J, +d, + O(2), 
say. But 
“e—S9 sin E 
(5. 26) =. | P *7 log gdg + O(1) 
ù 
= = | m (log w— log £)dw + O (1) 
D 
= os (t) + O(1); 
and T 
(5. 27) zen JL av = or). 
2H » w 


5% 
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From (5. 25), (5. 26), and (5. 27) it follows that 
(5. 28) —3 F( iS) co Llog (2) 
as £—0 


5. 3. Lemma 5. 3. There is a constant a such that 





; ae 3 (5 

= T: 7 << 0. = 

(5: 31) 2 7n 32 g 3 
ins>a 


for all sufficiently small values of §. 
The number of 7’s which lie between » and » +1 is of the form O (log v). 


Hence 
Wick 99) ye "log y 
7n -— Vv 
ins> a Y 2-1 
"eu logu 
ze BU du 
=) u 
a 
| e-wlocw "ew | 
—0 |^ Edw + log (|) | — dw; 
à w ë) w | 
a a 


and (5. 31) follows immediately. 

5.4. We shall now make use of a well-known theorem of DIRICHLET, the 
fundamental importance of which in the theory of DIRICHLET’s series was first 
recognised by BoHr.! Let us denote by x * the number which differs from x by 
I 


- AE . dc I 
an integer and satisfies the inequalities — decns Then DriRrcHLET's theorem 


z 


asserts that, given any positive numbers 7, (large), £ (small), and N (integral), 
there exists a r such that 


I 
(5 41) V Se SEG zn , 
and 
d EE 





! See Bonr and Lawpav, Göttinger Nachrichten, 1910, pp. 303—330, and a number of later 
papers by Bour. 

? The notation is that of our first paper, Some problems of Diophantine Approximation’, 
Acta Mathematica, vol. 37, pp. 155—193. 
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for TUSATRANK N: 
Let 


y=T+E,N— 


Then 
Sal SEE) 





oo t: re] B I 
Nisin) 2 ANS y SEE, | 
— = 2 (ii ele = LA 5 
el en © qum ei E zi 
1 in 1 in 
. 
AN en ny. E SU 
TON SIN 7,17 — SIN y, s , Ne ns 
Sa y Tor era 
1 e. N+1 In 


But, by (5. 42), 


sin Yn] = sin(ya$ + nt) — siu (yn $ + wn), 


where 
lo5| «22$; 
and so 
[sin 94, — sin y4 8| € 2 #3. 
Hence 
. S I I 
(5. 43) [—=SF(E Tin) + SPE + IE) <2nE D + log (2) 
Fue 16 § 
1 I 
€ log (5) + O(1)< log (2), 
5 2 5 


if £ is small enough. It follows that the inequality 


d S| Tog B 2 7 ve (i 


holds for every sufficiently small value of £ and a corresponding value of 7 


(5- 44) NE + am) > 





satisfying 


(5. 45) - RSS an hy (: + 1) E 


ur 


5. 5 We are now in a position to prove Theorem 5. 2. Suppose that the 
formula 


— S F(E + in) = Qe (log logz) 


is false. Then, given any positive number &, we have 
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(5- 51) —SF(§ +in) <elog logy, 


provided only 
n.» 7, — 1, (t). 


Let us take 7, — r,: then (5. 51) holds for all values of 7 which satisfy (5. 45). We 
have therefore Y 


(5. 52) — SF (E 4- 1x) € elog log t +7, (: + 1) 4. | 


2 


log log E ++ GE + 1) 1 ~ log ( 
as £— o. Thus (5. 52) contradicts (5. 44). Therefore (5. 51) must be false, and 
the theorem is proved. 

.5. 6. Our next object is to prove 

Theorem 5. 6. Jf we denote by 3 F (ix) the limit of S F(E 4 iy) as £— o, 
so that 


then 


— SF (ix) = Qx(log logr), —3F (in) = 9z(log logy). 


If F(z) were regular for £ 7» o, or regular for 5» o and continuous for &>o, 
we could deduce Theorem 5. 6 from Theorem 5. 2 by means of a well-known 
theorem of LinDELÖF. Our argument would in fact be much the same as that 
used by Bong and Lanpav! in deducing 


E (x + it) = 2(log log t) 
from 
£(s) = 9 (log logt) (o ? r). 


In the present case, however, F(z) is not continuous for i ^0. We proceed 
therefore to frame a modification of LINDELGr’s theorem adapted for our purpose. 
Lemma 5. 61. Suppose that | 
(i) f(z) ts regular in the open semi-infinite strip à 


o<S<L,n2m>0; 


(ii) F(S + ix) tends to a limit f(in) as S—o, for every such value of n; 


and that positive constants A,, A,, and p exist such that 


! Göttinger Nachrichten, 1910, p. 316. 
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(ii) given any number y greater than w,, we can find a positive number 
à — à (y) such that 


fü) 
for 
OSS S037) 0S 
(iv) If(2)1< 4; 
on the boundary of the strip; 
(v) If — Ole”) 


in ihe interior. 


Then there is a constant A such that 


in the interior and on the boundary of the strip. 

There is plainly no real loss of generality in suppos'ng that », is greater 
than any number fixed beforehand. Let us then choose a number q greater 
than p, and suppose that 


ERST 
qare tan ET. 
Ho 2 


If z= Re:®, then 


I Ty Py EAT 
7 — are tan | | sO<=n 
2 Mall = 
19 


for all points of the strip, so that 


cos q [o = 2 1) >o 


and 


If now 


where e is positive, then 


(5 61) |o (2)| « A, 
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at all points of the boundary. Also @(z)—o as 7— «o, uniformly for o <& < r. 
We can therefore choose a value of y, as large as we please, and such that 


Io($ +iy)I<A, (0<§ <1). 


The inequality (5. 61) is then satisfied at all points of the boundary of the 
rectangle À whose corners are (0,1), (1,75), (r, y) and (o, y). 

Now let ö be the number d(y) of condition (iii), and let &' be the left-hand, 
and A" the right-hand, of the two rectangles into which R is divided by the 
line £—0. It follows from condition (iii) that 


(5. 62) Q (2) < A, A, 


at all points in or on the boundary of R'. It is moreover evident that A, r. 
Hence (5. 62) holds also on the boundary of ZA", and therefore, since @ (z) is 


regular in and on the boundary of R", 


inside A" also. Thus (5. 62) holds inside 
and on the boundary of the whole rectangle R. Making & tend to zero, as in 


the proof of LiNpELÓr's theorem, we see that 
(0| € 4 = 4,4, 


inside and on the boundary of R. Thus the lemma is proved, with A= A, 4.. 

5. 7. We can now prove Theorem 5. 6. Let us suppose that the first 
proposition asserted in the theorem is false. Then, given any positive number 0, 
there is an 7, such that 


(5. 71) — SF (171) < d log log » 
for n> Ny. 

Let 
(5. 72) f(z) — ei FO (logz)- 


where K>0. We shall show that f(z) satisfies all the conditions of Lemma 5. 67 
in the strip oc «1,572. That conditions (i) and (ii) are satisfied is evident, 
and (iv) is satisfied in virtue of (s. 71) It remains to verify (iii) and (v). 

It follows from (s. 131) that 


sin yh1 
N) 
€ 


Yn > 7 


, 


2 


uniformly for 7 »a*?-— e?*", If then we choose N so that y x41» e?v, we have 
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oc A 
SSID Yn? ^ 
225.0) 


^ 
" in 


— 
on 
MI 
Oo 
I 


uniformly for v»>N,2<n<y. It follows by partial summation that 


Le Fin Yn) : 
(s. 74) >= 9), 
; N+1 2n 


uniformly for &>0,2<n<y. Thus 


2 " 
|— S4 (E + en) + (in) Eps p ems) Sin gus) 
| 1 Yn | 
= 
IG DE sin Yn 7 Ve Tins SID Yn 
" 3 /n = Yn 
va % i +1 | 
=NE + O(n), 
Aft ; E 
| + m) erde) - log 60 - [7 
| (in) |log (E + in) 


= KG eNst+ Ke 
where K, and K, are constants; so that condition (iii) is satisfied if we take 
JS 
Ó — N 


We have finally to verify that f(z) satisfies condition (v). It is known that 





SA Ahr: Ze O (log x)?, 
V x 
and it follows from (5. 131) that 
(5. 75) DEUS). 


1 /n 


uniformly for y,» 2?— e?". But, if y, «e?", we have 


zer - 9 2 SO on. 


Yn 9 
1 Yn « en v 


Thus (s. 75) holds uniformly for all values of v; and so, by partial summation 
we obtain 
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—nSsin 7a 


—$F(E+in)= 2" = Or), 
1 Yn 
(5. 76) f@)=e!Mo(1)=Oler). 


Thus condition (v) is satisfied with p=3. 
The function f(z) therefore satisfies all the conditions of Lemma 5. 67, and so 


for o<&<1,7n>22. Hence 


et F@) — O| (logz)£ | 
and so 


(5. 77) — IF (z) « 2 K loglog y; 


for all sufficiently large values of ;. But K, being restricted only to be greater 
than 0, is arbitrarily small; and so (5. 77) is in contradiction with Theorem 5. 2 
Tt follows that (5. 71) is false, and therefore Theorem 5. 6 is true. 

5. 8. From (5. 132) and Theorem 5. 6 we can at once deduce the theorem 
which it is our main object to prove, viz., 

Theorem 5. 8. We have 


W (a) — x = Qr(V a log log log x), yy (x) — x = 2; (V xloglogloge). 


All that remains is to deduce from these relations the corresponding rela- 
tions which involve 11(x). This deduction presents one point of interest. It 
might be anticipated that nothing more than a partial summation would be 
needed; and if the one-sided relations involving 2z and 2; are replaced, in premiss 
and conclusion, by a single relation involving 2, this is actually so. But the 
argument now required is a little more subtle and involves an appeal to the 
results established in 2. 25 concerning the CESARO means of W(x) — x. 

We have to show that 


Ve log log log x 


og log log x 
log x - 


log x 





À À Vel 
lua) ee ton 
It is plainly enough to establish similar relations for the function 


3 
(=. 82) F (2) = IL (x) + En + En =) eaten 
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It is of course this function, and not II(x), which can be connected with wv (x) 
by a partial summation. We have in fact 


V V (n) — v (n — x) 


Hc log n 
END c ON eier N) Obs); 
(4 logn +2 logn Pinas 


2 


Ae tee LOU vU (n) = nj — Qn —r)— an) 





= log n 
LU 
— Lix +O(x1) + Vv (n) —nj | NT u Traun 
x llogn  log(n + x) 
ee ele 
ke de] HIT) 


W(x) —x wv Un) —n» 
log a Zu (log n)* 








0 | v (n on] 
y: De (log n)? + O1) 


n (log n) 
Let 
x(x) = S{y(n)—n} 
Then 


by Theorem 2. 25. Hence 





ER U (n) bere Te x (n) ART) 
(5. 84) I (log 1)? 3 lose); 
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he x > ) I zt d |+ zx] 
7 Z0 bem (n + x) (log (n + 1)}°] ' ([z] + x) (log ([x] + 1)? 





x Ve 
0 \ I ol. ‘ | 
4 V » (logn)? = |(log x)? 
=» Ls) 
(log x)* 


From (5. 83) and (5. 84) it follows that 





) : : U(2)— x Va | 
- 85 ="? Pi x log x)? 
(5. 85) f(x) Fe log x lios a)? 


and from (5. 85) and Theorem 5. 8 we deduce 
Theorem 5. 81. We have 


4 uem ur JO) Te, = ælogloglog a) 
log x log æ 


We refer in the introduction (1. 5) to the other important applications which 
may be made of the method of this section. 





Additional Note. 


While we have been engaged on the final correction of the proofs of this memoir, which 
was presented to the Acta Mathematica in the summer of 1915, two very interesting notes 
by M. DE La VaLLée-Pouss entitled ‘Sur les zéros de ¢(s) de Riemann’ have appeared in 
the Comptes Rendus (23 Oct. and 30 Oct. 1916) M. ve LA VALLÉE-Pouss obtains, by 
methods quite unlike those which we use here, a considerable part of the results of section 
4 (x8 Nov. r916). 





Erratum 


G. H. Harpy and J. E. Lrrrzewoop, ‘Some problems of Diophantine Approximation’, II, Acta 
Mathematica, vol. 37, p. 231, line I: 


«dy nd 





SUR LA SERIE DE LAMBERT ET SON APPLICATION A LA 
THEORIE DES NOMBRES. 


S. WIGERT 


à STOCKHOLM. 


Introduetion. 


on 
N I 
dam enz — I 


n=1 


Dans ce mémoire j'écris la série de LAMBERT sous la forme 


en remplaçant dans la série originale 


N a" 
an 
. Alors la 


n-l 


la variable x à module <ı par e, où il faut done supposer A(z)»0 


série peut encore s'écrire 


> T (n)e-"* 


en désignant par r(n) le nombre des diviseurs de n, et elle représente une fonc- 
tion analytique L(z) dont le domaine d'existence est limité par l'axe imaginaire. 


n=1 


M. Lanpau a demontre,! en effet, d'une manière élégante et fort simple, que 
s'approche d'une valeur de la 


A 





L(z) devient infinie chaque fois que la variable 
2m it x ; UM. us ; 
forme —— —, en suivant la droite parallele à l'axe réel. 
* Cf. Kxore: Journal für Mathematik, Bd. 142. La démonstration de M. Lawpau porte 
25* 


sur la série originale en z. 
Acta mathematica. 41. Imprimé le 29 juin 1917. 


198 S. Wigert. 


On sait de plus que la fonction L(z) peut être représentée, pour les valeurs 
réelles dans le voisinage de z — 0o, par une formule asymptotiqne! de la forme 


où y est la constante d'EULER et B, le »-iéme nombre de BERNOULLI. Pour p= c 
on aurait une série divergente, mais puisqu'on a 


B,B 22 2 
195] < = ERA Ju Ls 2 


E» 6 4 ze | 
le développement en question est du type dit sémi-convergent. 

Je me suis demandé a plusieurs reprises s’il n’etait pas possible de modifier 
ce développement asymptotique afin qu’il füt valable aussi pour les petites valeurs 
complexes de z. Mais il me paraissait toujours difficile de donner une forme 
pratiquable au terme-reste dans le cas général, où L(z) devient infinie dans cha- 
que voisinage de z —o. La réponse que je sais donner maintenant à cette 
question, peut étre formulée ainsi: 

Pour les valeurs de z dans le voisinage de l'origine la fonction L(z) admet une 
équation fonctionnelle asymptotique de la forme 


L(z) — — 





N . \ [2 
où les signes + correspondent à R B =o. Quant au terme-reste O,, on a 


412? P V2(p + x)e£? 3 22530) 
(2z7)4p*? 





19,1<? Is £2 


en désignant comme à Vordinaire par 5 la fonction connue de RIEMANX. 
Il y a lieu d'en faire comparaison avec l'équation fonctionnelle exacte de 


à savoir 








* Voir p. ex. SCHLöMILCH, Compendium d. h. Analysis, Bd. H. pag. 238 et suiv. 
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dont j'ai tiré beaucoup de parti dans un travail récent! que j'aurai besoin de citer 


dans ce qui suit. 


Au résultat précédent un probléme important de la théorie des nombres 
aussi se rattache. On obtient en effet de L(z) à l'aide de l'intégrale 


atin 
I ez*L(z)dz ja>o 
27 0 Bem acon ease be 
aie TE 


la fonction arithmétique 


t (n) (a — n)* 
Là 


laquelle a été étudiée surtout par M. Voronoi. Dans deux grands mémoires? 
ce savant en a fait un examen approfondi, dont je me borne ici à citer le théo- 
rème suivant: 


»Pour &>1 la fonction arithmétique 7, = 


vr(n)(z— n)* peut s'écrire 
m n«zz 


3 k 


| & — pF dog t + 2; \dt + EN ar 7, 


i. = A 


où 


En y ajoutant le polynôme du degré k on aura précisément la somme des résidus 
de la fonction analytique de la variable s: 


get EDS) 
S(s +1)...(s+k)’ 


et d’après une lettre? que M. Lanpav a bien voulu m'écrire, je sais que l'étude 
de l'intéerale 





Sur quelques fonctions arithmétiques, Acta Mathematica, T. 37. 

Annales de l'École Normale, ser. 3, T. 21 (1904). 

du 31 Août 1914. Les recherches de M. Laxpau ont été publiées plus tard dans les Gót- 
tingische gelehrte Anzeigen, nos 7 et S (1915). 


L 
2 


3 
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atin 
I f «xt*?(s)ds 
zzi) S(s £1)... (64 E) 

a—ix 
lui a donné le moyen de retrouver par un calcul plus simple le résultat cité de 
M. Voronoi. Je prends ici l’occasion d'exprimer à M. Lanpau ma reconnais- 
sance vive de l'intérét qu'il a pris à mes recherches antérieures et des renseigne- 
ments précieux sur diverses questions, dont il m'a fourni. 

Maintenant il me semble assez intéressant qu'on peut obtenir aussi à l'aide de | 

l'équation asymplotique de L(z) le résultat précédent, du moins pour k 7 3. En effet, | 
lexpression de M. Voronoi, moins PF;, n'est autre chose que le résultat de 


atin 
PER. s. I ex ; ; pia 2771 70° 
l'opération —— | ()dz, exécutée sur les termes précédant + 2 A EM re 
271] zk+l 2 Zz 
a—i x 


l'équation en question. Quant à la fonction F;, elle est représentée par une 


série infinie de la forme 





E — JE 2 zr? 
2 Y) (— 1) 81a (Qa?na) + qga(42?nz) 


nz) + gea 
a (zn) 





E et n étant deux fonctions qui satisfont aux équations différentielles 
#3? LE 
es 
dx? ( p dro 
dr Nk 
le Zn (= aei ur — 
" de: de PAS 


Par mes recherches j’en ai obtenu une serie tout à fait analogue 


£ cprr(4an?nx) + e Ureaa(42 mna) 
alee mene ee 
47cm) 


oü 

xp", —(k—1)px-qx&-—0 

cU — (k— 1) + Wy = — the™ 

k m 1 

et cette série est aussi = O|a? :J. Or, il faut iei ajouter un terme-reste, dont 
l'ordre de grandeur ne dépasse pas x” ou x, selon que l'entier & est pair ou im- 
pair. Pour k>3 l'ordre du reste est donc inférieur à celui de la série. Si, au con- 
traire, k — 2 ou I, certes la série est encore valable, mais la discussion du reste 
exige d'autres méthodes. 
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Premiere Partie. 
L'équation fonctionnelle asymptotique de Liz). 


$ x. Transformation de la serie a 


o0 


I 
> en — 


n=1 


Partons de la formule d’EULER-MACLAURIN! 


p n p 
Ÿ F(n) = | F(v)dv + [F(p) + F(o)] + P,(0)LF'(p)— F'(0)] — | P,(v) F'(v)dv 
n=0 6 » P] 

où 


NI COS 27nv 
= rn? 


n=1 


P,(v) 


En y posant 


on aura 


F(+ 0)=F'(+0)=0, F(v) = —° + yo Ps BE , (Ivz| < 22) 


et par suite 


p 

p . 

— + Y — AS En. u al. F(p) —- + 
9 ' gos mM mem = Ln 2 | 
n=1 n= x 
Qr LB )) — =] = (v) F"(v)dv = * log ( — eP?) + I lim log ——* 4 
2 : I2 | 2 REC zZ: ~~ I — e- 
Ü 
Il 5 
SD d an | 1 
P+ SFO) + || f reme 
0 


ce qui nous donne pour p — c 





! WigriNGER: Acta Mathematica, T. 26, p. 259. 
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oc 
Or; l'intégrale | | F"(v)|dv étant convergente, on a 
" 
o 
D a \ 
C| Sp cos 2znv 


| m — 2n ] Fav = Y = ILICE 





er 
«| |?’ (v) | dv 





n* 270 
6 n=q+1 n=q+1 6 0 
d’où il suit 
ao co 
Uu ^5 I * 
P,(v) F"(v)dv = V. | F"(v) cos 2x nvdv 
| P.@)F"() Elle 
0 = "o 
et enfin, en observant que 
: oo o6 
3 j : 
| F" (v) cos 2ztnvdv = — an Acn? | F (v) cos 2zt nvdv 
D 0 
le résultat suivant 2 
2 oc 
SR Helos zx) Se N Fi d ( 
jur gr DR E Mn | v) cos 27 nvdv. 2) 
n=1 n=1: 


0 


Nous allons maintenant donner à la série figurant dans le membre droit de 


(2) une forme plus pratiquable, et pour cela nous caleulons d’abord la valeur de 
l'intégrale 


E 
| | — —*) eos atdt 
CET t 
0 


en y supposant a réel et » o. Elle peut done s’écrire 


p 


| fies e fmi mane = 


le=0 Te E 


£=0 t 


— lim [ice — a] f eier 
t-—0 T iC 


et — 1 


ee cua foe re 
et — 1 et 
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en employant la notation connue 


Or, on at 


lim [cite — log | —J» 


6=0 


et de plus, pour a<ı 


oo 30 à 
Te SOS at — N na “tdi — v NN u—1 F (> BIT 
di- > - > (— 1) IE (zu + 1)a?". 
et — I a 2u God — i 
é u=l - hi u=1 


Cette série représente la fonction 


4 


me Once) (eat) e a ee] 
T(1—a:) 2 


Zur) x T{ai)  I(—ai) 


comme il est bien connu, et nous avons ainsi 


^ I I : Ber - Ir EN 
| = L4) cosatdt=loga— 5 [E + FC an|- v. (3) 


ps 
2 


La série de puissances SAS (eu + I)a®" ne converge que pour a « r, mais 
u=1 

la formule (3) est valable pour toutes les valeurs réelles et positives dea. En 

substituant dans (3): t=zv et az— 4, où z aussi est supposé provisoirement 

réel et >o, nous avons finalement 


| F (v) cos ^o dv = E BL (4 réel et > o). (4) 


D 


Ici l'intégrale converge tant que R(z)>o, et la formule (4) reste vraie sous cette 
hypothése. Nous avons par là démontré la formule importante 





xus Yale rez (22). 
Digs rx z tie z | (2) 











1 Cf. Nretsen: Theorie des Integrallogarithmus (Leipzig 1906), §§ 3 et 8. 
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$ 2. Les fonctions J et 2. 
Considérons l'intégrale 





, 3 2 : ; : 
laquelle a toujours un sens, pourvu que le quotient D ne soit pas réel et néga- 


tif ou zéro. On aura alors (voir la figure!) 








"e tdt N [e 
t+2z 


A y, 


J— | 


En ayant soin de faire varier y seulement d’une telle maniére que le vecteur 
V., parallèle à Vo, ne passe point par l'origine, on voit done que J représentera 
la fonction analytique—e? lie”, rendue monodrome en pratiquant la coupure 
0...— © dans le plan de la variable z. La valeur de J(z) au point — § de l'axe 


réel négatif sera par conséquent 
J(—iZ)—-e3Gi,e sie 


selon que — 3 est considéré comme appartenant au bord supérieur ou inférieur 


> 


de la coupure. Ici j'ai adopté la notation de M. NrersEen! 


1) Loc. cit. § 1. 
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25 l'e-tdt 
lies = — v.p. | se 


TA 


Dans ce qui suit nous aurons surtout besoin de la propriété suivante de J (2): 


La fonction J(z) reste finie dans tout le plan, sauf pour z — o, et elle admet 


le développement asymplotique 


où 


En effet, l'identité 


| £,| « 


dee 


I (= TENTE 

Ley 
À PUES i" + (— rx)? 
u=0 


nous donne précisément ce développement avec 


Scit maintenant 


où cos > o. 


0 « 


Il s'ensuit 


2 





et par conséquent 


l > — (sr — v) pour - «Xa 
| TZ +0 » 


t+ [= + 251008 DE a 
y 9 9 


D gs 2P z 
t+ 
y 
0 
eme" 
ly= oe 


2 


py fuetvdt 


(6) 


Pour R(z)>o cela suffit, mais si A(z) «o, il faut encore supposer: 


y? 
2 js sin? (v — 0) 
C 
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RER: lp lp 


|| « 7? r| sin (v — 6) |g^*! cos?*1 9 1241 cos?*! 0|sin (v — 0) | 














En désignant par ? l'angle positif « ^, dont le sinus est égal à ——— IE , la fonc- 
p +2 2 
Dil 
: - : I p+ı\2 I 
tion sin u cos?*! y aura pour 4 — » son maximum — — > — 
Vp+2\P+2 V(p + 2)e 
et en faisant 
(f) — — pour o<v<” et —mxv«—^7 
=p: ag » en 
2 ms 2 = 
on aura toujours 
cos 0 > o, [sin (v — 0) | cos?*! 0 > sin ? cos 2*1 3 
d’où enfin 
[p Yr (p + 2)e 
| Rp | < fz] |^ : 
G3'q- tds 


Le résultat trouvé tout à l'heure nous permet d'établir des formules asymp- 


totiques analogues pour les fonctions 


Q (2) = F(z) + J (— 2)! (8) 


ao 
Y . 
et X92 (2maz), dont nous aurons besoin plus tard. On trouve en effet sans la 
m-—l 


moindre difficulté 


DAT V2(p + zit 
poeti, SRE ur Ae epe ERE GERE (9) 


Jz pet 


et finalement 








1 Il sera bon d'observer les formules suivantes 


lim Q(€ + in) = —[elie +e lie] + zie | 
n=0 : = 
" 4 z B ye>209,7z0 
lim 9(— € + in)=—[elie "te ei] F zie 
n=0 


Q(+ ai) = — 2 (sin «si« + cosacia), (« > 0). 
\ 4 V dy N 
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à 2 26(2u)|214—1 2 ORB! 

> 9(2mzz) elc uu =: > Sp(2miz) =— RER? +T,(z) 

m=1 u=1 Ex m-l u=1 * l ( 
IO 


2|2pV2(p + r)eb(2p +1) 
QI (zz |a orn ; 





$ 3. La relation entre q et 2. Application à L(). 
Il nous reste à montrer comment la fonction y de la formule (A) s'exprime 
à l’aide de 2. En nous servant du développement connu 


oo o oo 
a I 1 I 1 I 
plz) =logz + y — D =logz +7 3 = : Es 
p) I nz rw E * 4n 22 FIN 22 -ın er) 
n= n= 








5 . LI @ 
7t 1 md i IN I I 
+ N (— +) 
et 2 22 2 ZH 
n=1 
d’où 
[ tà vi 1 v (I I 
qz) + -=logz + y—— | E 
pe) e2T2— T 2 : 2 Uem min n—iz 
n= 
vt D T'(—ız 
= log z — — A E) 
2 za TER 
(12) 


J 

0% ai a wv /I it 
q (2) — == —— = lo y — (= — — | = 
E e?ı2z —_ 1 a wc 22 |. n + iz 


Les équations (12) se prêtent bien à l'application de la formule suivante,' valable 
pour R(u) >o 





! Laxperôr: Calcul des résidus (Paris 1905), pag. 87 et suiv. 
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A I ^ 2v dv 
F(u) NEC AD Vou), Apt) = v? + ure rq 
0 
On en tire 
p(z)= — SS + W(—iz) pour R (;) 20 
(13) 
» R C) «o 


ut 3 
PU) = + one + (iz) 


ce qu'on pourrait voir d'ailleurs d'une formule! établie par M. LiNpELOr d'une 
maniére différente. En écrivant maintenant 
o 
5 : NEZ dv 
I — wy (— = = €" 
Yu [ae 
Ü 





l'intégrale certes n'a pas de sens pour les valeurs réelles de z, mais dans (13) la 
fonction v s'approche évidemment d'une valeur finie et déterminée, quand z 


devient réelle. Du reste on aura pour R ) #0 


op 
2v 
— e-2=mdy = Qe me) 
— 2 


C oo 
'e—22mvgq y 
| — —J(+ 2maz), P: 
ù 0 


ce qui nous donne 
ao 
W (tz) = W(— iz) = > Q(2m x 2) 


m=1 


et par suite la relation cherchée entre p et 2 


q(z) = T LE 4 Sogn ir(;)2 o]. (14) 


m=1 
A laide de cette formule importante le développement (A) prendra une 


forme nouvelle. Car on a d’aprés (10) 





! Loe. eit.. n:0 10, p. 92. 
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oo eo sy} Le D 2u—1 > cm Dp S 59un—1 
2N N, j4a°mn at NA) Lene 2 wY 2n JB? 
Pd Z = EC be z ==> mo wie» 
" n-lm-l Pa n=1 u=1 Fr n=1 7 nl) el! 
ou 
azpV2@+ne(p+r) ,,, A 
191 < (2)? E E (15) 
et par là le résultat final 
y—logz ı . 27i. [47° Ÿ Bie | d 
a Ze — Jn ————— 6) SEDE B 
ENG) z EO 2 | = zujzu "ps (^[ = e) 





C'est l'équation fonctionnelle asymptotique de L(z) que j'avais signalé dans l'in- 
troduction. 


Avant de terminer ce paragraphe je voudrais dire un mot sur deux formules 
concernant la fonction Z(z), dont il est question dans l'ouvrage de M. G. 
TorELLI: Sulla totalità dei numeri primi fino ad un limite assegnato (Napoli 1901). 
Ces formules, qu'on retrouve pag. 188, s'écrivent en employant la variable z 
comme il suit 


€— sin zt dt 
I— 26€-cO0szl-- &-—7 eg? —1 





NS 
a 
| 
D | H 

IH 
| 
+ 
H 
09 
+ 
à] 
= 


—* 
8 


y — logz z 2 t 
Fe) SEE | (cot a | 2 
4 Cau goes 


La premiére de ces deux formules est vraie, mais seulement pour les valeurs 
réelles (et positives) de z, ce qui ne doit pas étonner du reste, la variable z ne 
pouvant pas quitter le domaine réel sans traverser une infinité de lignes singuli- 
eres de l'intégrale, à savoir les cercles 


Bruns OMR EEE UT ET, 2,3.) 


Dans la seconde équation, au contraire, l'intégrale n'a un sens que pour les 
valeurs de z situées hors de l'axe réel, mais dans ce cas l'équation m'est pas 
exacte. Supposons en effet que z ne soit pas réelle, et posons z = re”. On trouve alors 
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[ (cot — ‘| e I | > —— gt Y 2 = x: \ ag 
zung — nn. 44 73 — 4n eint — 1 
n=p+1 


et de plus (cf. pag. 208) 




















zt dt 2 I 2tdt 2. (270nV 
4 rj 
zi) —a4anm et ı 2 pg ann? est—i z^" z 
2? 
0 0 
d’où 
oo oo m 
4? 2 dt 2s) 20nt : Ÿ zt dt 
De le ne 
n= u n=p " 
0 
Or, on a 
421 rt 
272 — 4ren?| n°.x°sinc 





de sorte que 














ao oo 
\ 421 rt Net mé 
4 27? — 4n®n?| a*sin?v 4 mn? ~ 2? sin? v.p 
n=p+1 n=p+1 
et par suite 
oo z : oo 
N 4zt dt T ll tdt r I 
Ji 4 22? — Ann?) 7f —1| ^z?3sin?v.p] e7f—31  24z?sin?*v p 
* n=p+1 « 
ù ù 
done, en faisant p — co 
EN 2 dt 2wv ,[2ztni) 2w X 4z?mn 
(eo 22H ei nn a Yo ema ee 
2 zt| eat —1 zm z z z 
n-l n=1 m=1 


oe ee deir 


rA 
A x 
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Il faut donc, pour rendre exacte l'équation en question, ajouter au membre droit 


le terme fonctionnel + en): 


e 


Seconde partie. 


Application de L(z) à la théorie des nombres. 
atin 
"ez? dz 


$ x. Calcul de la partie réelle de lintégrate | T SUD 


a 


Il ne sera pas sans intérét d'examiner l'intégrale 


atin 
I e= 2D (z)dz 


= ( > 
231 PLANS CNE nr) 


a—i oo 


en faisant usage de l'équation fonctionnelle de L(z) trouvée auparavant. Comme 
il est bien connu, la valeur de cette intégrale n'est autre chose que la fonction 
arithmétique 


X t (n)(x — n)* 


Nox 


et on en obtient de cette maniére une représentation asymptotique, dont nous 
allons nous occuper dans ce qui suit. 
Quant à cela, il ne nous suffit plus de connaître l'intégrale 


a+io 


e&?dz  2miz" 
no rn 


a—i oo 


mais le signe double dans la formule (B) nécessite encore le calcul de 


a a—i oo 
atin 
$7 SR e : , ir ER 'et?dz . 
c'est-à-dire la partie réelle (multipliée par 2) de l'intégrale | ——-—  QBAiSOns ce 
- 


a 


calcul. En partant de la formule! 


! NIELSEN: $ 10. 
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year + jerazli,en= 


[E 


on trouvé en dérivant n fois par rapport à a 


v—azcz 
n 


ob 
*  eiztdt : d : 
-—(—mrytuate-99 Hier | —e vi, €. 


PE. na, 2 = 
(—1) |n. | (a + ity 
0 


d pr 


Or, nous avons 


EN 

d" > ^ fh 

= - 9—U pS es? D 

ee li, e" = (— 1)* \ lie N E) 
n-0 


de sorte que 





^ irtqt an / | 
faa eere omm SR) 
0 

et pour z — a 4 it 


a+io 


CALE an js N | | : | 
| antl m ie "Ea HUE - li, e?* + x ‘le (16) 
On en tire finalement 
atin a E 1 
et Zz ANGE M \ 
| E | pem = ae (ax) E —hi, en]. (17) 
ai o i 


$2. Représentation asymptotique de 


(n) (x — n). 
ea" 


Nous avons maintenant tout ce qu'il faut pour le calcul de l'intégrale 


atin A 
I e** L(z)dz 


27:1 zk+1 


v. 
a—t® 
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En observant que = 
a+in 
xv (cez? lomzdzy Baki ike) lon À 
27Ti gue |E | PG 1) i| 
a—i o xt 
: k +I 
on obtient pour DE m 
Y x(n) (x— n) ig log Der ENE Se) IH a aes uch 
5 — Vo x pe = 
|c = LE | U T(k+2)|  4|k e 2v2v|E- 1—2» 
—T m —— v=1 — 
a -i oo a atta 
) "|l ez 470° I "eT Op dz 2 
nie el s dde rcl ua ug 
a a—iw | aic 
Comme |9,|< H5|z[?, où Hy ne dépend pas de z, il s'ensuit 
atin +20 
I (e*0Opydz Heer mn dv 
27 i gkt1 27 ak—p 4 Lu 
ai Bye (Gee ee) 
Done, en posant 
E ı pour k pair 
"E ; 5 p p 
== p= 
% k—ı : : 
»  k impair 
> 
Hy € 
. 2D , * Neo R c S 
on voit que la valeur de l'intégrale sera, en sens absolu, inférieure à — — a? 
7t 
len e 
ou — x, selon que & est pair ou impair. Il faut pourtant supposer £7 3, 


puisque le nombre p doit être > o. 


\ 


Celà étant, passons à l'intégrale 


atta a 
f > erz 47 2 
mn er 
FE z 
a ais 


Par une démonstration identique à celle, dont je me suis servi à une autre 
occasion,! on trouve d'abord pour k>4 


+ Acta Mathematica: T. 37, § 4. 
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atin a e atin a 4a?n 
PE eS (na V j € z 
| = | Jenn Ja ro | GR AP dz — 
a ai T ‘a a—iw 
= o ) atin a ] 
uj ER ; e**dz 
= Yun) > pe (42cm) (| ee 
n=1 v=0 u 
a aan 
Lu v k+v+1 kt+y u 
ice -2 v ut = ax ers | pax 
(47? n) Bears É (ar li,e | (19) 


Après avoir fait a=—, on aura un résultat valable encore pour k > 1,! bien que 
pour k<3 on ne sache rien de l’ordre de grandeur du terme-reste. 


La série de (19) devient pour a = — 


V w (— 1)" (4z2n)'z*t À 
2 N 1 (n) > ety + = Lxx (eA cesa = lie) 


^ = 
n=1 y 
en posant pour abréger 
n—l 
4, 0» (20) 
u=0 
et cela peut encore s’écrire 
k+1 
N ; € i li ‘ | 2 Juculam Un 
2 2100 lan Wr41(42?nx) —li,e Fens k41 (47 ai] 
où 
x (— 1) Arm . 
Wi, (2) — Tui (21) 
v=0 LE +» 
I,(x) étant la fonction de BESsEL? 
2 ( ry z\k+2» 
RAD IE le) (22) 





! Voir l'appendice. 


? Pour ce qui concerne les fonctions de BesseL et de Neumann, on consultera p. ex. le 
grand traité de M. Nıersen: Handbuch der Theorie der Cylinderfunktionen (Leipzig 1904). 
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En écrivant : 


x? Ix(2 Vz) = Pr (2) 
la fonction q; satisfait à l'équation différentielle: 
cq, -— (k— 1)g'k + qu = o. 


Quant à V, on vérifie sans peine en observant la relation 4,41 = A, + In qu'elle 
est une intégrale de l'équation non homogene 


gw, — (k — x) Vg + Vy = — ake. 


Cela nous détermine à introduire une nouvelle fonction J; par la définition 


k 
x? I (2 ya) = vn (x) (23) 
d'oü 
eye wv (= 1)" Ante x k+2v 
Ix(x) = |" k+» B e 








La fonction J, satisfait alors à l’équation de BEssEL à membre droit différent de 
zero, savoir 


gkt2 c 


vU + x l'y + (x? — k?) I, = — Sen): (25) 


ak 
Par conséquent elle peut s’exprimer à l’aide des deux intégrales fondamentales 
de léquation homogene, /; et Y;, en désignant avec M. NrELsEN par Y; la 
fonction dite de NEUMANN 


A n : cac e esee Een) 
Sur ee Z 12, k + 1. + e 


(26) 


T(v + k+ 2] [d 
T(v +k +1) | 


kr. Mulb—v—r E Se 
B TEE X 


SA et 


Le déterminant 1x Y'; — l'y Y; étant nécessairement de la forme zn trouve im- 





2 


médiatemant la valeur dec — ^, ce qui nous fait voir que la fonction J; doit 
A 


être de la forme 
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I, = BI, + B'Yy + HU | Infdz— 1: | 


raide) (27) 


0 0 


D'ailleurs la constante B' ne peut étre que zéro, parce que Y; devient infinie 


r 


pour z— o, tandis que /;(0) =o. L'intégrale | Iufda est divisible par x°*+?; on 


ö 
a done: 
lim Y;a— | Iyfdx =o. 
z=0 x 
b 
D'autre part la valeur de /;z-* pour z— 0 est égale à E d'oü nous voyons 
que l'on a aussi 
lim Z;2—* | Y;fdx — o. 
z=0 
ù 
Il en résulte: 
4 Ax B 
a ftt 
inc Eier Zur 
c'est-à-dire: 
ki 
B — Ay — |. (28) 


Il suffit maintenant de se rappeler la propriété importante des fonctions 
I; et Y;, la valeur de x étant grande et positive, savoir 


Ir) = O Lu AE of ) 


pour reconnaitre que les intégrales [Tufda et | Y.fdx sont bornées et que la 


0 0 


er ; : n UR 
fonction J; est par conséquent aussi = O Gr J. Nous sommes ainsi parvenus au 
x 


résultat final 














I ^ g^ n LU + Alle: ack Y Bi atti 
)(a— n)* = e+ QE —_ + 
Ee ees tI rere) tale À oper 
3 oe 
BE (ne ; \ 
+ 2% ? > SS li Clg (4a Vnx) —elga(4aVnz)j + rx(x) 


kd 

où la série infinie — O (v2 *3) pour £7 r. Quant à 7;(v), on n'en sait rien dans 
le cas où £ «5, mais pour k>3 nous avons vu que rx(x) —O(a?) ou O(x), selon 
que £ est pair ou impair. 


Appendice. 


Il faut dire encore quelques mots pour expliquer comment on parvient 
jusqu’à la valeur 3 de la constante k. En effet, dans la série infinie de (C), 


oo 
LE . . r (n) [ER 9 e LI 
laquelle s’écrit aussi sous la forme: 2 In UU Lega (47 nz) — eura (4:0 na)) 


n=1 

on peut abaisser le nombre £ de 4 jusqu'à 1, la convergence restant toujours 

uniforme et absolue. Or, on a: q'jii(v)— qu(x), W'rxx1(x) = Wx(x) + ake—* de sorte 

que la dérivation donne naissance, outre la série correspondant à k, à un terme: 
egt 


— 2ea* L(4n?x), qui s'annule pour x=, puisque L(x) Sea) D’autre part 


SIR 
- 0, à cause de 


Ret = = . 2 
on trouve, en designant par ©, et ©, les valeurs de ©, pour R( 
la convergence uniforme et absolue des intégrales 


uc 
r 


E 
ho 


e**0,dz AR | e**O,dz 





„5 
u = 


— ir 
+ir [4 m = Jh a 
au) | "UT 
"er €), dz d Oh i: Dt I = [t 
— Jim : | = = y Som ENTE = ex), (2) Ar ex, (*) ai 
a s | FREU = P 
zi x 


Acta mathematica. 41. Imprimé le 28 novembre 1917. 
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I us 
i NC. (oit 
1 ei, (ir) 1 2 3 = [rV = 
—— — = ; AN feres + «ele, (^. 
pos pem 


Stockholm, Novembre 1914. 





UNTERSUCHUNGEN ZUR THEORIE DER FOLGEN ANALY- 
TISCHER FUNKTIONEN. 


VON 
E ROBERT JENTZSCH 
in BERLIN. 
Einleitung. 
Betrachtet man die Abschnitte P,(x)—=1+%+2+...+a, n—1,2,..., der 
Reihe: 1+x+2+...+x"+..., deren Konvergenzkreis [x|— r ist, so bemerkt 


man, dass jede Einheitswurzel ausser r Nullstelle eines Abschnittes P,(x) ist, 
so dass die Menge M der Nullstellen aller Polynome P,(x) auf dem Kreise |x|— 1 
überall dicht liegt, jeder Punkt des Konvergenzkreises also Häufungsstelle von 
Nullstellen der Abschnitte ist. Sei nun eine Potenzreihe: 


0, t+G,U+ 352? + --- d aac" +: 


mit dem endlichen Konvergenzradius R vorgelegt, so fragt es sich, ob eine ähn- 
liche Beziehung zwischen dem Konvergenzkreis |x|— R dieser Reihe und den 
Nullstellen ihrer Abschnitte P,(x) =a,+a,%+a,a°+---+a@,x" bestehe, wie bei 
der betrachteten speziellen Reihe. Diese Frage wird im Folgenden bejahend 
beantwortet, d. h. es gilt folgender Satz: 

Jeder Punkt des Konvergenzkreises einer Potenzreihe ist Häufungspunkt 
für Nullstellen ihrer Abschnitte. 

Betrachtet man also die Menge M der Nullstellen aller Abschnitte der Reihe 


Y aya" und bildet die Menge M' ihrer Häufungspunkte, so gehören zu M': 


v=0 

1. alle Nullstellen der durch die Reihe dargestellten analytischen Funktion, 
soweit sie im Innern des Konvergenzkreises liegen, und innerhalb desselben liegen 
auch keine anderen Punkte von W'; 

2. die ganze Peripherie des Konvergenzkreises. 

Das erstere ist bekannt und ganz einfach einzusehen,! das zweite ist bisher 





1 Vgl. Hurwırz, Über die Nullstellen der Besselschen Funktion. Math. Ann. Bd. 33. 1889. 
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nur in dem einfachen Falle, dass alle Koeffizienten a, reell und positiv sind und 
der Bedingung a,>a,>a,>:-: genügen, unter Benutzung eines algebraischen 
Satzes von KAkEyA von den Herren Linpwarr und Pórva! bewiesen worden. 
Die Tatsache, dass mindestens ein Punkt des Konvergenzkreises zu M' gehört, 
hat Herr F. LuxAcs unlängst bemerkt.? 

Der Satz von Hurwitz ist eine Folge der gleichmässigen Konvergenz der 
Potenzreihe in jedem im Innern des Konvergenzkreises gelegenen Gebiete. Sei 
zunächst x, eine »-fache Nullstelle der durch die Potenzreihe dargestellten Funk- 
tion f(x) und |®,|< À, so lässt sich um x, ein kleiner Kreis C: |z— z,| € o ab- 
grenzen, der ganz innerhalb des Konvergenzkreises liegt, sodass weder in ihm 
noch auf ihm f(x) eine weitere Nullstelle hat. Die von o verschiedene untere 
Grenze von |f(x)| auf der Peripherie dieses Kreises sei e. Dann ist: 


r afe 
= ae 


In € sei |f(x)|< M, |f(«)|< M. Es lässt sich dann für jedes noch so kleines 


Te : “4 
o< e ein Index n, so bestimmen, dass für » > n,: 


Dann ist: 























mf Pax) TQ] t (P'n(a) — f(x) f (2) + (f(x) — Ps) f () 
2n i] EX ele NE 1 x DEP) = 
e Ó 
| ed \* 
I oM | à 
Simo TE oo 
*oM? 


! Rendiconti di Palermo. T. 57. S. u. 
? Über eine Eigenschaft des Konvergenzkreises einer Potenzreihe. Archiv d. Math. u. 
Phys. 1914. 





: Bin (x) 


sodass von einem bestimmten n ab | > „da—=2niv ist, d. h. P, nC » Null- 
C 
stellen besitzt. Damit ist bewiesen, dass jede Nullstelle von f(x) Häufungsstelle 
von Nullstellen aller Abschnitte mit genügend hohem Index ist, wobei auch die 
Vielfachheit der Nullstellen berücksichtigt werden kann.! 
Ist umgekehrt für unendlich viele Abschnitte P, (z,) = Pn,(%) — — (9r 


n,<n,<--, und lima,—a, im Innern des Konvergenzkreises gelegen, so ist 


y -— o 


f(æ)—0; denn wäre |/(x,)| — s» o, so liesse sich um x, ein Kreis |x — x, |< o 


: DET : : 
abgrenzen, in welchem Ifi) — fis) wäre, ferner ein Index n, so bestimmen, 


dass | f(x) — P,(x)| = wäre für n>n,,|®—x,|<o, also: 
I 


€ 


| Pn(%) | = | P(x) (a) + f(x) Nam) > 0 


wäre in dem Kreise [æ—x,|<o, was dem Vorhandensein unendlich vieler Ab- 
schnitte mit Nullstellen in dem betrachteten Kreise widerspricht. — 

Der neue Satz enthält (bei weitem) alle bisher in dieser Hinsicht über 
die Abschnitte von Potenzreihen ausgesprochenen Sätze; er steht aber auch in 
Beziehung zu den allgemeineren Untersuchungen, die die Herren Mon'ret,® SEVE- 
RINI,’? CARATHEODORY und LanDAu* über Folgen eindeutiger analytischer Funk- 
tionen überhaupt angestellt haben. Es gilt nämlich darnach folgender Satz: ° 

Wenn eine Folge eindeutiger analytischer Funktionen, die sämtlich für 
|v| 4 & regulär und, in dem Kreise |x|« E von o und ı verschieden sind, in 
unendlich vielen Punkten dieses Kreises mit einem Häufungspunkt im Innern 
desselben konvergiert, so konvergiert diese Folge im Innern des Kreises |z| — R 
überall, und zwar in jedem kleineren Kreise || « R— + gleichmässig. 

Wendet man diesen Satz auf die Abschnitte der Potenzreihen an, so lässt 
sich leicht folgern, dass die Menge der Nullstellen und der Einsstellen der Ab- 
schnitte zusammengenommen die ganze Peripherie des Konvergenzkreises aus- 


füllen, während hier dasselbe von der Menge der Nullstellen allein bewiesen 
werden wird. 


* Vgl. auch unten Kap. II $ 3 Ende. 

* Leçons sur les séries de polynómes à une variable complexe. Paris 1910. Sur les points 
irréguliers des séries convergentes de fonctions analytiques. C. R., Paris, T. 145, p. 910—913 . 1907. 

^ Sulle successioni infinite di funzioni analitiche. Atti del IV? Congresso. Roma, Tl. 2, 
p. 183—193. 1909. 

* Beiträge zur Konvergenz von Funktionenfolgen. S. B. Berlin 1911, p. 587—613. 

* CARATHEODORY U. LANDAU, |. c. p. 598—600. 
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In dem allgemeineren Falle, bei Polynomreihen etwa, gilt jedoch der ana- 
loge Satz schon nicht mehr; es kann vorkommen, dass auf dem Rande des Ge- 
bietes gleichmässiger Konvergenz! einer Polynomfolge kein Häufungspunkt der 
o-Stellen der Polynome liegt; ein einfaches Beispiel hierfür s. u.; — dass die 
Häufungspunkte der o- und 1-Stellen der Polynome zusammengenommen ihn be- 
decken, erscheint daher als das beste in dieser Richtung zu erzielende Resultat. 
Nur einige spezielle, aber besonders wichtige, Klassen von Reihen haben die in 
Rede stehende Eigenschaft mit den Potenzreihen gemein. 

Vielmehr ist hier folgende Erwägung anzustellen. Es sei: 


f(x) = or + GE + vba + --- (7 =T, 2, 3,.--) 


die Entwickelung von f,(a) in der Umgebung des Nullpunktes, und lim f,(x) = f(x) 


in dem (notwendig einfach zusammenhängenden) Gebiete gleichmässiger Konver- 
genz G, das den Nullpunkt enthält. |z|— £ sei der grösste Kreis um o, der 
noch in G liegt. (Genauere Bestimmung s. u.) Dann kann man unendlich viele 
Polynomfolgen aus der Folge f, herausholen, indem man etwa setzt: 


f(x) = a v4 a, € Tasa 


und die Polynomfolge 1, (a), OSSD Be 331125 MIO Val Se SA te CAC ER ES 
Le 


trachtet; für diese ist dann zunächst ebenfalls: 
lim fi (a) — f(x) in G. 


Man findet nun folgenden allgemeinen Satz: 

Jeder Punkt des Kreises |z|— A ist Häufungspunkt für die Nullstellen 
einer Polynomfolge der beschriebenen Art, und auch unendlich vieler; oder es 
gibt eine (und also auch unendlich viele) Polynomfolgen der beschriebenen Art, 
für die alle Punkte von |z| — À Häufungspunkte der Nullstellen sind. 

Sucht man also für jede derartige Polynomfolge (»,z) die Häufungspunkte 
ihrer Nullstellen, so gehören zu ihnen, wenn alle möglichen Folgen (»,z) in Be- 
tracht gezogen werden: 

1. die Nullstellen von f(x), die innerhalb |x|— 7 liegen, und innerhalb 
dieses Kreises liegen keine anderen Häufungspunkte; 


! Oder eines derselben. 
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2. die ganze Peripherie des Kreises [x|— R, des grössten um o möglichen, 
im Gebiete gleichmässiger Konvengenz gelegenen Kreises. 

Die Begründung der beiden ausgesprochenen Sätze bildet den Hauptinhalt 
der folgenden Arbeit. Beim Beweise derselben spielt der Satz von VrTALI! über 
Konvergenz von Funktionenfolgen die Hauptrolle; ich gebe daher in Kapitel I 
unter Benutzung einer bekannten, von Herrn Professor SCHWARZ angegebenen 
Ungleichheitsbedingung einen sehr einfachen Beweis für ihn an. Kapitel II han- 
delt von den Abschnitten der Potenzreihen; es werden ausser dem erwähnten 
Hauptsatz ($ 1) einige, in gewisser Hinsicht schärfere Bedingungen für die Null- 
stellen der Abschnitte hergeleitet ($ 2, $ 3), ferner Anwendungen auf spezielle 
Fälle gemacht ($ 2). In Kapitel III werden zunächst einige allgemeinere Klassen 
von Funktionenfolgen angegeben, für die der für Potenzreihen gültige Satz gleich- 
falls gilt ($ 1), dann folgen ganz allgemeine Bemerkungen über Funktionenfolgen 
und ihre gleichmässige Konvergenz; in $ 3 beweise ich den Hauptsatz nebst eini- 
gen Zusätzen und Verschürfungen und gebe in $ 4 einige Ausführungen über die 
Beziehung des Hauptsatzes zu einigen, neuerdings in Verallgemeinerung LAGUER- 
RE'scher Untersuchungen von den Herren Pórva, LINDWART und mir aufgestellen 
Sätzen über Polynomfolgen. 


ERSTES KAPITEL. 
Der Satz von Vitali. 


Herr VrrALI hat folgenden Satz über Folgen analytischer Funktionen aus- 
gesprochen und bewiesen:* 


Ist f, (x), f, (x), ... eine Folge eindeutiger analytischer Funktionen, die in einem, 
im Endlichen gelegenen, Gebiete @ sämtlich regulär sind und dem absoluten Be- 
trage nach unterhalb einer gemeinsamen Schranke M liegen, konvergiert ferner 
die Folge in unendlich vielen Punkten dieses Gebietes mit einem im Innern 


Sopra le serie di funzione analitiche; Annali di Matematica (3), T. 10. — Herr E. LANpav 
hat in seine vor Kurzem erschienene Schrift: Darstellung und Begründung einiger neuerer 
Ergebnisse der Funktionentheorie, Berlin 1916, den Beweis des Hauptsatzes über Potenzreihen 


aufgenommen, wobei er jedoch statt des Virati’schen Satzes den Hapamarp'schen Dreikreise- 
satz heranzieht (vgl. l. c. S. 14 und S. 80—83). 
? Siehe oben. 
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dieses Gebietes gelegenen Häufungspunkt, so konvergiert die Folge f,(v) in jedem, 
ganz im Innern von @ gelegenen Gebiete G, gleichmässig gegen eine daselbst 
reguläre analytische Funktion f(x). 

Dieser Satz stellt eine Verailgemeinerung dar eines zuerst von STIELTJES! auf- 
gestellten, bei welchem die Konvergenz der Folge in einem beliebig kleinen Ge- 
biete G, innerhalb G vorausgesetzt wird. Der in der Einleitung erwähnte Satz 
von CARATHÉODORY und Lanpav folgt aus dem Satz von VrrALI unter Benut- 
zung einer bei den elementaren Beweisen des Picarp’schen Satzes erhältlichen 
Abschützung. 

Es ist keine Beschränkung der Allgemeinheit, G als Kreis vorauszusetzen 
und G, als kleineren, konzentrischen Kreis, und den Mittelpunkt als den Hàu- 
fungspunkt der Konvergenzpunkte anzunehmen; denn man kann, wie bei der 
analytisehen Fortsetzung, jedes Gebiet G, (bzw. G) durch endlich viele (bzw. ab- 
zählbar unendlich viele) Kreise erschöpfen, in denen die gleichmässige Konver- 
genz durch das für das Kreisgebiet bewiesene Theorem sichergestellt wird. 

Wir setzen also speziell voraus: 

1. (2), v —1,2,... sind eindeutig und regulär für |x| € R; 

May eM für |z| € KR; 
3. lim f,(x,) existiert. für unendlich viele Punkte x;(«— 1,2,...), wobei 


V = 0 


|v.| <R und lim a, — o ist, und beweisen dann: 


“=D 


I2 


lim ee) 

VIEN 

existiert gleichmässig für alle Punkte |»| € A — (c 0), und f(x) ist daher eine 
eindeutige reguläre Funktion dortselbst. 

Für den Satz von VrrALI sind schon recht einfache Beweise gegeben wor- 
den, von CanaTHÉODORY und Lanpav® und neuestens von Herrn E. LinDELOF;* 
um aber betreffs dieses für die folgende Arbeit fundamentalen Satzes nicht anders 
wohin verweisen zu müssen, sei es erlaubt, einen vielleicht noch kürzeren Beweis 
hier anzuführen. 

Beweis. 1. Es sei: 


f, (x) — Go,» tan» Fast +. (v=1,2,...) für |z| € R, 
dann ist: 


! Sur la théorie des fractions continues. Annales de Toulouse 1894. 
a COSA: 
* Bulletin de la socitété mathématique de France 1914. 
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I^ (x) — f.(0)| € |f. (o) | + If» (0)| < 2 M. 
Nach einem Lemma von Herrn Professor SCHWARZ ! ist daher, da f,(x) — f,(0) 


für æ—o verschwindet: 


lf-(x)—fr(0) |< ar; ETT cues 


Es ist mithin: 


| fr(o) res 1 Em) |< | fn (0) — In (Xa) | sl: i ao) — fu 4 m) | 


La 


uis Armes ac DES | 4M | | Ir I) — fn + m(Ta) |- 


Da aber lima,=o ist und die Funktionenfolge für x, konvergiert, so be- 


a=oa 
sagt diese Abschätzung schon, dass auch lim f,(o) = lim ao, existiert; wir setzen: 
7-0 = x 
lim ao,» - do. 


n) = 00 


2. Auch lim f,1(x) =lim - existiert für &.(2.=-0), da nach x. 


von v= D 
lim ao,» =a existiert; es ist aber auch, wegen [f,(x)|< M für |x| € 2: 


vo x 


f(x) = Ao 
X 


M 
[ES 


also ist: 


M R—« FO. xe 
Ifa) | — [es t asm tds E +] = für |z| x R—e; 


mithin existiert nach demselben Schluss wie bei r. auch lim a,,, — a,.? 


v=o 


So fahren wir fort, Schritt vor Schritt, die beiden Schlussweisen abwechseln 


lassend, und finden die Existenz der limites: 


nee (EOS) 
"MIR : Mas Es : 
Da |a;,, | <= ist, so ist auch la.I< =, die Reihe 


! Gesammelte Abhandlungen. Bd. II, S. 109. 
* Dieser zweite Schritt ist hier einem Punkte im Beweise des Herrn Lixpezôr ähnlich. 
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0, POLE AT + >--+ ane +> 


stellt also eine für |z| € À reguläre analytische Funktion dar. 
3. Es ist endlich für |x| < R—e: 


oo 
Narr 


If (x) — f (z)| € |a, — ao, v + : : : + (am — Gm, v)" | + 








d Na... 





m+1 m +1 
oder: 
i=m 
TAS : M R 
1/(2) —f,(2) |< 2,10; —a;, M |e +2- pare MM 
2) 


Aus dieser Abschätzung geht aber unmittelbar die gleichmässige Konvergenz 
von lim f,(x) gegen f(x) für |v| € R—e hervor, denn man kann m zunächst so 


y e 


oss wählen, dass 2.08 —9"  .:«9 wird, und sodann » > »(5 

gross wählen, dass 2 M - Rm “pg Wird, und sodann v2» (0,m) so gross, 
NIE : : ö r—(R-— e.) 

dass |a, — ao, |, |a; — 41,» |. - . . |a — a», | s&mtlich kleiner sind als 2 i (Uc gm 





denn dann wird: 
| f(x) — f. (x) |< 


tir v 7 »(0, m) — v(0), da m nur von à abhängt, für alle |z| € R—e, w. z. b. w. 


ZWEITES KAPITEL. 
Über die Abschnitte der Potenzreihen. 
8 r. 


Beweis des Hauptsatzes. 


Es sei die Potenzreihe a, 4- a, x 4- a,a* +----+@,%" +---(a,--0) vorgelegt, mit 
endlichem (von o und c verschiedenen) Konvergenzradius À. Es ist dann 
nach Cavcnv: 


I 
e ATE Bl 
R n m la, | 
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Die Voraussetzung a,--o stellt keine Beschränkung der Allgemeinheit dar 
da, wenn a, =a, =---=a,_1—0, a ==0 ware, einfach die Reihe 


Ay + Ay 410+ ::: 


betrachtet werden dürfte, wobei nur die »-fache Nullstelle o der Abschnitte ver- 
nachlässigt wäre. Der n-te Abschnitt: 


Pa(2)= a +02 + + nx” 

habe die Nullstellen 21,5, 22,4, ... &n,n; es sei [21,n|<|22,n]<---<|%n,n]. Eventuell 
tritt hier ein- oder mehrfach die Nullstelle o» auf. 

Wir behaupten sodann den in der Einleitung angegebenen Satz über diese 
Nullstellen, den wir auch so aussprechen 

In jedem beliebig kleinen um einen Punkt der Peripherie des Konvergenz- 
kreises x, — K-e'^ -beschriebenen Kreise |z— z,| € « haben unendlich viele Ab- 
schnitte P,(x) je mindestens eine Nullstelle. 

Beweis. Anderenfalls hätte von einem gewissen n, ab kein P, (x) eine Null- 
stelle in |w—a,|<e. Sei daher 5 ein innerhalb des Konvergenzkreises |z| « £ 


und innerhalb des Kreises |e—x,|<- gelegener Punkt, in dem f(x), die 


Ilo 


durch die Potenzreihe in |x| « À dargestellte Funktion nicht verschwindet, und 
P4(E) —r,-c^", so kann man von den Funktionen "V P,(x)(n 7m, je einen 
Zweig als eindeutige Funktion in dem Kreise |z — z,| « bestimmen durch die 
Festsetzung: 


On 
n ) ve TU cent iy 
| Na Vra:e n = Qn:€ ^n 


wobei: 


zu setzen ist. 
Ferner ist: 





“lin 


als) ia Eu 
[Pala] Sa lr ze + ra 


Da aber die Häufungsstellen der Nullstellen der P,(x), soweit sie im Innern 
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des Konvergenzkreises liegen, Nullstellen der Funktion f(x) sind, und deren 
kleinste Nullstelle, da a, -o ist, von o verschieden ist, so lässt sich für die 
Nullstellen aller P,(x), von einem gewissen n ab, und wegen a,--o sogar für 
alle n, eine von o verschiedene untere Schranke angeben; es sei etwa: 


rer | 0 (c, beliebig), 


mithin: 
| Ba (c )Is la: («+ Ea) E 


In dem Kreise |x — x,|<e ist aber |z| - R+<, daher: 


VB - "VIRES V fr + #4) 


so dass die für |x — x,]< eindeutigen, regulären Funktionen "V P, (x) (n > n), 
wie sie oben definiert wurden, in diesem Gebiet unter einer gemeinsamen oberen 
Schranke liegen. 


Ferner existiert lim "V P,(£)— lim ose *" und ist gleich 1. Denn es ist 


n= o n = 0 


® Mi 5 i 3 . = . 
lim P,(i)— lim r,-e'"" vorhanden und nicht gleich o, da & so ausgesucht ist, 


n - oo n = 


: ps : 3 "= : In 
also lim r, —r--o, mithin lim e,= lim "Vr, — r, und lim v, = lim * em Legt 


fi 00 n=O neo n=O n= ao 
man nun die durch Wahl des Hauptwertes für x — £ eindeutig definierten Funk- 
. DT - ES ^ "td z 
tionen "V P,(z) zu Grunde, so lässt sich um & ein ganz in |z| € R und |x— z,| « 


gelegener Kreis abgrenzen, in welchem lim "V P,(x) gleichmässig vorhanden und 


n=» 
gleich r ist, wie dies aus der gleichmässigen Konvergenz von P, (x) in demselben 
leicht gefolgert werden kann. 

Es ist also jetzt bewiesen: 

r. In dem Kreise |y — 2,| € & sind die Funktionen "V P, (x) (n > n,) eindeutig 
zu bestimmen, 

2. ebenda existiert eine gemeinsame obere Schranke für den absoluten Be- 
trag dieser Funktionen, 


3. in einem innerhalb dieses Kreises gelegenen kleineren Kreise ist lim "V P, (x) 


n= 
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gleichmässig vorhanden und gleich 1, wenn man die Zweige der Wurzeln nach 


7 : = a6 20 - : ets . 
I. passend auswählt; ein Teil dieses Kreises liegt in |e— x,|< _; da sein Zen- 


trum § dort liegt. 
Daraus folgt nach dem Satz von STIELTJES—VITALI: Es ist: 


lim "V P, (a) 


: tsm ; : : FR € 
gleichmässig vorhanden in dem ganz in |x — x,|< e gelegenen Kreise [x — x,|< — 


und der limes gleich einer daselbst regulären analytischen Funktion f(x). Diese 
muss hier aber r sein, da sie in unendlich vielen (den durch 3. bestimmen) Punk- 
ten im Innern ihres Regularitätsbereiches diesen Wert hat, welche Punkte auch 
nicht isoliert liegen, sondern sogar ein Gebiet ausfüllen. 


Damit ist bewiesen: es ist gleichmässig für |y —2,| - ' : 
2 
lim "V P,(x) — x 
n = o 


oder, es lässt sich ein » — »(0) so angeben, dass für » ^ »(0) und |a—a,|<—: 
= 2 


| Pn(x)|< (x + 6)” 
ist, und ebenso: 
| Pha) EG +0)" *! 
also: 


[a541: 27 *! | — Pari) — P, (x) | € 2-(x 4-0) 1. 


Es sei deus gewählt und |z| -- Ra. was möglich ist, dann ist für alle 


n > n(d) = n(e): 





e\ln+l ge Vl 
lan +1]: R+°] sar ^ ; 


Folglich: 


rie 
4R 


US Ah Wt 
lim Voss | 
id & 
IO R+ 

2 
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Es ist aber: 
: n+lpy/y_ I 
V n + E ; 
ae 
die Bedingung 
Ye 
LME 
R= € 
ar 2 
oder: 
1 : - es 
2R—''4R 


ist aber bei endlichem À für kein c--o erfüllt, so dass wir zu einem Wider- 
spruch gelangt sind. 

Der letzte Schritt des Beweisverfahrens entspricht, wie man leicht sieht, 
folgender allgemeinen Aussage: in keinem Punkte ausserhalb des Konvergenz- 
kreises ist der lim. sup. der Folge | P, (2) |, V| P.(x)|...."V| P, (x) |, ... kleiner oder 
gleich r. 


$ 2. 
Ergünzungen und Anwendungen. 


Mit Vorstehendem ist der Beweis des Hauptsatzes erledigt. Man kann ihm 
noch folgende Formen geben: 

1. Aus den Abschnitten P,,... P,,... lásst sich stets eine (unendliche) Folge 
herausheben, so dass alle diese Abschnitte in beliebig vorgeschriebener Nàhe 
einer vorgeschriebenen Stelle des Konvergenzkreises eine Nullstelle haben. 

2. Zeichnet man die Nullstellen sämtlicher Abschnitte P,(x) in der Ebene 
auf und bestimmt zu dieser Menge M die Menge M' ihrer Häufungspunkte, so 
liegen in jedem Kreise |z| <R—: nur endlich viele Punkte von M', in jedem 
Kreise |x|< R+.e unendlich viele; nämlich die ganze Peripherie |x| = R. 

Diese zweite Aussage vervollständigen wir durch nachstehende Betrachtung. 
Mit ®(n) bezeichne man die Anzahl der Nullstellen von P,(z) innerhalb des 
Kreises |x| — R+e, dann gilt: 

D(n) 


Satz 2. Es ist für beliebig kleines & lim zer 1o oder es gibt unendlich 


n = o 
viele Abschnitte P,(x), welche mehr als n(r—6) von ihren z Wurzeln in dem 
Kreise |v| € R+<« haben, wobei d eine beliebig kleine positive Grösse ist. 


w€——" 
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Beweis. In dem Kreise |z| — R— &, hat f(x) nur endlich viele Wurzeln, da 
fix) eine für |v| < R reguläre Funktion ist. Wir bezeichnen diese mit x,, x,,...%,, 
so dass: 


o«[z slo 5: XI] 


ist. In dem Kreise |x|< R— s, konvergiert die Potenzreihe gleichmässig gegen 
f(x), es lässt sich also ein Index n(d) so bestimmen, dass für » > »(0) die Wur- 
zeln %1,n,---%y,n von P,(x) um weniger als à von 2,,...x, abweichen, und 
[241,»]>R—«e,— ist. Es ist daher: 


denn @(n) von den Wurzeln von P,„(x) sind kleiner als R+e, von denen » um 
weniger als à von |x, |, . . . |z, | abweichen, also grösser sind als ||x, | — 9|, der Rest 


ist grösser als R— «&, — 0. Wählen wir Ó kleiner als ls I so ist mithin: 


| «| 


vi IR ( R= € — §)2™)— IR (R ES €)" — (n) 
| an| 2 | 
v Din) 
1 — 
l2 l R+s) 7 
CAC EN ese ( = JE 


1 


Din) | mn 


(R— «,— 0) n n 


Da v eine endliche Zahl ist für jedes positive &,, so ist mithin: 
1 v (n) 
: > = R+e 
lim | à; |” <- .lim | ive PRES = ) nu 
5 " Ó 


oder, wenn wir noch &, + 0 — 0, setzen und bedenken, dass es möglich sei, ebenso 
wie & und Ó einzeln, auch &, + 0 beliebig klein zu machen: 


1 lim Din) 
lim [a |" <— 45 | RENE 
lull ie maleic. mE 
— M(n 5; 
Ist also lim - ( jos @< I, so wäre: 
E NU 


s ET t c I fossa d 
Jim Val BS pre (Roo, 


für alle beliebig kleinen 0,, also auch, da links eine von 0, unabhängige Grösse steht: 
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X I 


< 


Ri=«a=(R+e)i-e’ 
was für &>o,«@<r einen Widerspruch enthält. Daher ist für jedes & > 0: 


lim 969. 


=F, Wwe Bg low ne 
ELIO 


Fine unmittelbare Folgerung dieses Satzes lautet: Häufungsstellen der ersten, 
der zweiten, ... der »-ten, ... Nullstellen von P,(x) (n — 1,2,...) liegen innerhalb 
jedes Kreises |z| — R-+., also auf der Peripherie des Konvergenzkreises oder 
innerhalb desselben. Als »-te Nullstelle von P,(x) ist hierbei x, , bezeichnet, 
wenn man die Nullstellen von P,(x) in eine Reihe nach wachsendem absoluten 
Betrag geordnet hat. Denn hätten nur die »-ten Nullstellen einen Häufungspunkt 
der angegebenen Lage, aber nicht mehr die (1 +1)-ten, so wäre von einem ge- 


: —— Din —— y A 
wissen n ab: ®in)<v, also lim OME Te — — 0, was dem bewiesenen Satze 


n= a ı n= o6 
widerspricht. Herr F. Luräcs! hatte, auf entsprechendem Wege, nur gefunden 


D 
Aue 1. Dies 


@(n)>1, von einem gewissen n ab, statt des genauen Satzes lim - 


n= oo 
ist nämlich das genaueste hier zu erzielende Resultat, denn es lassen sich Reihen 
Din) | 


angeben, für welche lim - gr Dazu betrachte man etwa zunächst die Reihe 
n= an 
vo 
Y . . 
Y'a. Die Abschnitte: 
»=0 
P(t) eee oe 


wo »!<n<(r +41)! ist, haben im Endlichen »! Wurzeln, so dass etwa für die 


E ET Crag) 


Abschnitte P,, 1 @(n)<(7—1)! ist, also lim Sr — o. Es ist leicht, 


wegen der Stetigkeit der Wurzeln algebraischer Gleichungen, Reihen zu kon- 

struieren, deren Koeffizienten sämtlich nicht verschwinden, und die die gleiche 

Eigentümlichkeit zeigen. 
Es braucht kaum bemerkt zu werden, dass statt der Nullstellen der P,(x) 

auch die Nullstellen von P,(x) — a zugrunde gelegt werden können; oder da f(x) 

und f(x) im selben Kreise um o regulär sind, auch die Nullstellen von P',(x) usw. | 
Anwendungen der vorstehenden Sätze ergeben sich leicht, wenn man spezi- 

elle Fälle betrachtet. Es gelten z. B. folgende Sätze: 


auc 
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i. Sind die Nullstellen der Abschnitte einer Potenzreihe von einem gewissen 
n ab sümtlieh reel, so konvergiert die Potenzreihe entweder nirgends oder in der 
ganzen Ebene, denn die Menge M' besteht hier nur aus Punkten auf der Achse 
des Reellen, erfüllt also keinen im Endlichen gelegenen Kreis. Dieser Satz steht 
in Beziehung zu einem Theorem von LaGUERRE und ist von Herrn PÉTROVITCH 
(im Falle positiver Wurzeln) besonders hervorgehoben worden. 

2. Liegen die Nullstellen der Abschnitte sämtlich in einer Halbebene, so 
konvergiert die Potenzreihe nirgends oder in der ganzen Ebene, und ähnliche 
Sütze mehr. 

Es genügt auch, diese Voraussetzung nur für unendlich viele Abschnitte zu 
machen; wie durch eine algebraische Betrachtung dieser Fall auf den folgenden 
zurückgeführt werden kónne, kann man aus den Andeutungen am Ende von 
Kapitel III dieser Arbeit entnehmen; doch ist zu bemerken, dass, um das Resul- 
tat zu erlangen, die Anwendung des Satzes von Pórvya4 und Lrypwart natürlich 
rascher zum Ziel führt (siehe unten). 

3. Genügen die Nullstellen der Abschnitte einer Bedingung der Form 


van 
2 E fe S: : 
> E < M für alle n und feste positive Grössen p und M, so konvergiert 
a 
bh ECC 


fi 
die Potenzreihe nirgends oder in der ganzen Ebene. 
Denn in jedem Kreise |x|< À hat P,(x) höchstens » — M-R? Nullstellen. 


x . Qin E cag : - 
Es wäre also lim I =o, wenn ®(n) für den Kreis || — À gebildet wird, so 


TENE 
dass der Konvergenzradius grösser als À sein müsste. 

Dass in den gennanten Fällen die dargestellten ganzen transzendenten Funk- 
tionen, falls wir R — o ausschliessen, von endlichem Geschlecht sind, und die Be- 
stimmung desselben hat Herr Potya zuerst, in Verallgemeinerung LAGUERRE’scher 
Untersuchungen, für Fall 2. sowie allgemeinere Fälle ausgeführt. Diese Tatsachen 
sind bei weitem in seinen Sätzen über Polynomfolgen enthalten, wenn man sie 
speziell auf die Abschnitte der Potenzreihen bezieht (vgl. auch unten). Es darf 
hier vielleicht bemerkt werden, dass die Arbeiten von PoLyA mir die Veran- 
lassung zur Bescháftigung mit den hier behandelten Fragen gaben.? 


* Lacuerre, Sur les fonctions du genre zéro et du genre un. Oeuvres I. p. 174—177. 

? Vgl. zu diesen ganzen Anwendungen folgende Arbeiten, die sich allerdings zumeist nur, 
bzw. auch, auf Polynomreihen beziehen: Pörya, Über Annäherung durch Polynome, deren sämt- 
liche Wurzeln in einen Winkelraum fallen. Gött. Nachr. 1913; derselbe, Über Annäherung durch 
Polynome mit lauter reellen Wurzeln. Rend. Palermo T. 36. 1913; Pénya und Lixpwanr, Uber 
einen Zusammenhang zwischen der Konvergenz von Polynomfolgen und der Verteilung ihrer 
Wurzeln, Rend. Pal. T. 37, 1914; Jexrzscn, Sur l'extension d'un théorème de LAGUERRE, Comptes 
Rendus 1914, t. 158; E. Lixpwanr, Über eine Methode von Lacverre zur Bestimmung des Ge- 
schlechts einer ganzen Funktion. Göttingen 1914. 
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$ 3. 
Betrachtung eines speziellen Falles. 


Wir betrachten noch einen speziellen Fall, in dem die Funktion @(n) sich 
genauer bestimmen lässt, nämlich den Fall, dass nur ein einfacher Pol auf dem 
Konvergenzkreise |x|— À liegt. Es kann dann gesetzt werden: a, +a,x +a,2° + 


+] 
d. Y » se 
Het Ana mb, 4 Dm bd bn re E. XUI > b,x2” einen grösseren 


im (2-20 


o 


5 
Konvergenzradius R, als Dean hat. Es ist dann: 
0 


P,(x) =a, +a,% +: asa" =b,+b,24+---+ bye" 


+@a@lI+ zd ap aco ar ES = Qn (x) +- R, (x) 
\ T T 


x\2+i 
m. 
—b. bat---+bna® +a-- um : 


Tis 
Ga 


Es sei Rk, > R+2e. Dann ist in dem Kreise |x] < 7? 4- 2e die durch yo ar 
v0 


dargestellte Funktion regulär, es gibt daher eine obere Schranke M für jeden 
Abschnitt De von Do falls man x auf den Kreis |x|< A++ beschränkt. 


y=0 0 


Daher ist für |x|— E 4 «: 


| $e «M. 


0 


Es ist aber für gehörig grosses n: 


[yin R+é nil R+e n+ 
|) pata! a R | 3 e R m 
x RE Sen Tr 

| OA R HE ET 


beliebig gross, so dass von einem gewissen n ab: 


also auch: 





ist. 

Daher hat nach einem allgemeinen Satz der Funktionentheorie Q,(x) + 
+ R,(x) = P„(x) ebenso viele Nullstellen innerhalb |z| € R+e wie R,(x). R,(x) 
hat aber » Nullstellen, so dass von einem gewissen n ab für |a|< R+e: D(n)=n 
ist. Damit ist bewiesen: 

Satz 3. Liegt auf dem Konvergenzkreise einer Potenzreihe nur ein ein- 
facher Pol der durch die Reihe dargestellten Funktion, so hat jeder Abschnitt 
der Reihe von einem gewissen Index an alle seine Wurzeln innerhalb des Kreises 
Ixl—R+e. (e beliebig klein, positiv.) 

Dies gilt schon für den Fall zweier einfachen Pole auf dem Konvergenz- 


; : É Foi EE I I 
kreise nicht mehr, wie das Beispiel —|—— + ——_} = ——, = De lehrt, denn 
2\ tx IT I— 2 E 


hier ist (2n) — 2n, aber O(2n — 1) —2n — 2. 
Es hat im Allgemeinen keineswegs jede unendliche Folge von Abschnitten 
an der ganzen Peripherie des Konvergenzkreises Häufungsstellen von Nullstellen. 


a 
Es lassen sich z. B, wie ich an anderer Stelle zeigen werde, Potenzreihen Dar 


v=0 

mit dem Konvergenzradius 1 konstruieren, von denen bestimmte Abschnittsfolgen 
in jedem endlichen inneren Gebiete der Halbebene R(x) > — ı gleichmässig konver- 
gieren, sonach am ganzen Konvergenzkreis nur vereinzelte Häufungsstellen von 
Nullstellen haben können, nämlich die Nullstellen der durch die Potenzreihe 
für |»| € x dargestellten, durch die Abschnittsfolge für R(x) > — 1 fortgesetzten 
analytischen Funktion (ausser x — — 1). Diese Tatsache verdient vielleicht des- 
wegen hervorgehoben zu werden, weil, wie nach dem in der Einleitung dieser 
Arbeit angegebenen Beweise leicht ersichtlich ist, die von Hurwırz bemerkte 
Tatsache auch gültig bleibt, wenn man nicht alle, sondern nur unendlich viele 
Abschnitte der Potenzreihe in Betracht zieht. 
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DRITTES KAPITEL. 


Über Folgen von analytischen Funktionen. 


Ser 
Einige spezielle Folgen. 


Die in Kapitel II $ 1 für Potenzreihen werwendete Beweismethode lässt sich 
auf einige Typen von Reihen ausdehnen, von denen hier zwei besonders wichtige 
erwähnt seien: 

1. Die Entwickelungen nach Fager’schen Polynomen. Diese bilden die 
natürliche, aus der Theorie der konformen Abbildung hervorgehenden Verall- 
gemeinerungen der Potenzreihen. Jedem einfach zusammenhängenden, von einer 
analytischen Kurve berandeten Gebiete @ lässt sich nach FaBEr eine Folge von 
Polynomen P,(x).... P,(x),... so zuordnen, dass jede in @ reguläre analytische 
Funktion F(x) sich auf eine bestimmte Weise in eine in jedem inneren Teilge- 


biete von G gleichmässig konvergente Reihe d'a, P. (a) entwickeln lässt, die 


nirgends ausserhalb @ konvergiert. Dann gilt folgender Satz: die Nullstellen der 


Polynome EAC) CHE) haben zu Häufungsstellen im Innern von @ alle 


v0 
Nullstellen von F(x) und nur diese, sowie den ganzen Rand von G. Der Beweis 
und gewisse Verschürfungen des Satzes sind, wenn man die FABER schen Formeln 
zugrunde legt, wie vorhin auszuführen. 


x 
5 5 . v = A, 
2. Die Dirıcater'schen Reihen. Betrachtet man etwa eine Reihe Da „und 
z 


ym 


sei o, die Abszisse der Konvergenzgeraden derselben, so liegen auf dieser Gera- 
" 

den die Nullstellen der Abschnitte > = = Q,(s) überall dicht. Der Beweis ergibt 
1 


sich nach denselben Prinzipien wie der in Kapitel II § 1 geführte unter Benut- 


log Qu(s) 5 


zung der Funktionen lee à Stelle der dort benutzten "V P,(x). Dieses 


zweite Resultat hat mir Herr K. Knorr, dem ich meinen Beweis für Potenz- 
reihen vorgetragen hatte, gütigst mitgeteilt. 
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$ 2. 
Allgemeine Betrachtungen über Funktionenfolgen. 


In dem allgemeinen Falle der Folgen analytischer Funktionen liegt alles 
viel komplizierter als bei den Potenzreihen. Denn: 

1. braucht das Gebiet gleichmässiger Konvergenz kein Kreis zu sein, 

2. kann es aus mehreren getrennten Stücken bestehen, 

3. braucht auf dem Rande eines Gebietes gleichmässiger Konvergenz kein 
singulärer Punkt der Grenzfunktion f zu liegen. 

Jedoch sind die einzelnen Gebiete gleichmässiger Konvergenz einfach zu- 
sammenhangend.’ Daher sind hier dem Beweise des Hauptsatzes einige elemen- 


tarere Betrachtungen vorauszuschicken. 


Es sei: 
fv (x) = ao,» + Min +: + An yO" te 
und lim f, (2) = f(x) =a, +a,a+---+a,a"+--- gleichmässig für |x| < À — « (e belie- 


big klein) aber nicht für einen Kreis [x[<R+e (c beliebig klein), «o. In 
diesem Falle bezeichnen wir den Kreis |[x|= À als den grössten Kreis gleich- 
mässiger Konvergenz K um o der Folge f,(x), wobei natürlich die Regularität 
der Funktionen f, für |x| € À vorausgesetzt ist. Der Konvergenzradius der Reihe 


iio eds Da x” sei o,; es soll also sein: 


Att) 
Breed tie 
Qv» = 


I 


0 sei die untere Grenze der o,. o sei der Konvergenzradius der Reihe 


V T CM 
aya". Nach den gemachten Voraussetzungen ist jedenfalls auch o ^ Rk. Es 
0 


sind dann folgende Fälle möglich: 
I. 0 >R; o» R. Beispiel: 


f(x) = tree ae (neo umet ETES 
f(x) —o 
OE Q— D, TEM 


* Vgl. MoxrEL, Leçons sur les séries de polynómes. Paris 1910. 
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2.0=R; o» R. Bespiel: 
Me ih Ele 


ne, 


f(x) =o. 





We, to. ar, 


3. 0 — RA; o—.R. Beispiel: 


a)=ıtatar+ ta 3 4 20 aatis PTT 
f(z) =r+a+a2+---+a7-l+ar4--- u 





a p+ 
(Be) hehe ae 5 





0 0,0 TA =e. 





Diese verschiedenen Fälle treten mithin schon bei den trivialsten Beispielen 


Sei also |x]=R der grösste Kreis gleichmässiger Konvergenz der Folge 
f,(æ). so lässt sich ein » — v(d) angeben, so dass: 


auf. 


| f(x) — f(x) |< ist für » > v(d) und |z|  &— a, 
oder: 
CE ae 
(R—e,)” 


lan — an,» |< 


Ist es umgekehrt möglich, ein » = »(0) für jedes à zu bestimmen, so dass: 


) "Y 
|a» —a»,»| X vg m. ist für y > (à), 
1 


so ist, falls /(x) und f,(x) alle für |x| « R+e, regulär sind: 
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|f) — Ls lan an, Les ‘Att. 


0 


ao. = für » > (8); lal<R+e<R+e, 


also die Folge der f,(z) für [æ|< R+e,(e, beliebig <e,) gleichmässig konvergent. 

Mit jeder Folge von Funktionen f,(v) sind nun unendlich viele andere 
Folgen verbunden, von denen wir besonders die Polynomfolgen hervorheben. 
Wir bilden: 


P*(%) = ay» + à1,»t +: a4 a*. 


Jeder Folge von Zahlenpaaren (»,, xj), (1/2, 52), .. (vn, Xn), ..., Won, << gS 
und z, £z, £--:, ordnen wir dann die »(», z)-Folge» Bi: Dt ..zu. Wir beweisen 
dann folgenden Satz: 

Jede (»,x)-Folge konvergiert mindestens für [æ|< E— (c beliebig, & > 0) 
gleichmässig, und es gibt mindestens eine (v,x)-Folge, die für kein Gebiet 
|| € R-+< gleichmässig konvergiert (und damit auch unendlich viele). 

Es ist klar, dass, wenn eine (v, ~)-Folge gleichmässig für ein beliebig kleines 
Gebiet um o konvergiert, ihr limes wegen lima,,,— a, mit f(x) daselbst über- 


einstimmt. 
Beweis. 1. Es ist für » > v,(0): 
0 
la, nv] = € n 
a) 
daher 
f(x) — P7 (x) — 2 (a; a) + Saya > |] e m 
0 A=z+1 


leicht abzuschätzen. Da f(x) für |v| « R regulär ist, ist es möglich, ein n(d) so 
zu wählen, dass: 


mL 


f(x) — D'ayx X0 für [x|<R—e und m > n(0) 
0 








ist, für ein bestimmtes von o verschiedenes ¢. 
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Wegen z, <%,<%,<--- kann man den Index 4 von z; so gross wählen, dass 
x, >n(6) wird für » 2 »,(0). Für 7 > v,(0); y,(0) ist daher: 


€ 


R—: 


2 
I/(x) — Pils $3-— 2d = (RE) 0020; 
0 Lo | 
2 
Damit ist aber die gleichmässige Konvergenz in | »| - À — + gewährleistet. 

2. Ist o—R, so braucht der zweite Teil des Satzes keinen längeren Beweis, 
da dann offenbar keine (7, ~)-Folge in einem Kreise |#|< R -- gleichmässig kon- 
vergiert. 

Im allgemeinen verfährt man so. Nach der Bestimmung von A kann man 
zu jedem & für gewisse à unendlich viele v finden, v, <r,<r,<:--, für die die 


Bedingung: 
(1) lan — an,»| > 


für je mindestens ein » erfüllt ist. Es gibt also Folgen: 


nen (0/010) rer (9, € v, € v4 <:::) 
für die 


ED 
(Reyna 


E 


An, — a "I 
| na Nas%a | 


ist. 0 <0d(e), für jedes : > o, das man vorher gewählt hat. 

Dies folgt aus den früheren Bemerkungen. Es müssen hier aber unend- 
lich viele verschiedene n vorkommen, denn sonst wäre für unendlich viele » und 
ein festgehaltenes n: 

: Ó 
[an —an.».| > er 
während doch lim | an On em ist. 


"a 
(t — o0 


Daher kann man aus der Folge der Paare (v.,n.) eine andere auswählen, 
(va, ta), SO dass Ya+1 > Ya; Za+ı >4a ist. Wir behaupten, dass die zugehörige 
(v,z)-Folge nicht gleichmässig für |z| « R+. gegen die in [x |< AR + «,(e, >e) re- 
guläre Funktion f(x) konvergiert. Denn dann wäre: 


& ) 
| f@) — Pye (|: = für y > »(d) und |x|< R+e; also: 
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0 


[an — an fir 9»>»(6), N=0,1,2,..., Xa — M 


»"c 


2 
IS ae om. 
also speziell 
Ô 
2 
[ane — Amaral SCRE ys 
was der vorhin getroffenen Bestimmung der na, v, widerspricht. 

Damit ist aber nur folgendes bewiesen: Ist R,,. der zu einer (v, x)-Folge 
gehörige Radius des grössten Kreises gleichmässiger Konvergenz, so gibt es 
(v,x)Folgen für jedes e>o, so dass R,,<R+e ist; denn die Auswahl der 
(v, z)-Folge hing von s ab. Jetzt wähle man, um den Beweis zu vollenden, eine 
Folge gegen o abnehmender e: ¢,>¢,>¢,--- lim e; — o. und bestimme zu jedem 


n = 


von ihnen eine (v, x)-Folge, für die Re R+ &„ ist. Durch ein passendes Inein- 


anderordnen dieser Folgen kann man dann eine solche erhalten für die R,,, < RK”, 


ist für jedes », also < À, da aber nach ı. R,,,> R ist, ist für diese Folge: 
Jii c mm des 


Da ein ähnlicher Einordnungsprozess später nochmals auftritt ($ 3, Ende), 
sei hier dessen Ausführung übergangen. 
Damit ist der Hilfssatz bewiesen. Es ist gezeigt: Für jede (v, x)-Folge ist: 


d Jis c 
und es gibt eine Folge, 
2. für die E, , = R ist. 
Betrachten wir etwa die Folge f,(x), wo: ,(@aJ)=ı t+x+22+.. ++ 


a 





zu Cae y te Son ist, Lim! f, (a Ef (ac) 


V = CoS 


fiir |z| <- 


I 
= also 


R-- während z. B. für die Folge (v, »): 


P*(x)=1+a@+---+2", RáQ—1 


ist, jedoch für die Folge (v, 2»): 
PY’ (@) — rt at. Ha forth. qth... pv gr Ry,29=— — hi ist. 


Acta mathematica. 41. Imprimé le 30 novembre 1917. 


e 
m 
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Es seien noch folgende Bemerkungen über die Konvergenzbedingungen bei- 
gefügt. Der Konvergenzradius von f,(x) ist gegeben durch: 


m ea 


v n= 0 


© 


der von f(x) durch: 


an ZA 
0 


n= 2 


es ist ferner: 


Sind also die Gleichungen lim a,,, — a, bekannt, d. h. konvergieren im Punkte 


vo © 


o die Folgen f,(0); f'»(0);:-- gegen endliche Zahlen, so sind die Bedingungen 
0o>0,0'>o notwendig, jedoch nicht hinreichend für die gleichmässige Konver- 
genz in einem noch so kleinen Gebiete um o. Dies lehrt folgendes Beispiel: 
f(x) =(v- x)"; f(x) —=0. Hier ist og,— ©, 9 — ©, p— o, aber R=o. Die not- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen also dafür, dass ein Punkt o, in dem 








lim fex —0,1,2,...) sämtlich existieren, Mittelpunkt eines Kreises gleichmässi- 


vun 
ger Konvergenz sei, lauten: 

12 00 0, 00: 

2. Es gibt eine Grösse R derart, dass [as — 2.» s ist, für v > »(0), für 
jedes » und beliebig vorgegebenes 0. Umgekehrt ist ein Punkt o, für dem 
lim a, „= a, vorhanden ist, o» 0, 97 o ist, dann und nur dann nicht Mittelpunkt 
eines Kreises gleichmässiger Konvergenz, wenn es zu jedem R--o Werte 0 gibt 
derart, dass: 


D) 
lan —an,»|> p 


ist, für unendlich viele Paare (n,»), unter denen solche mit beliebig grossem » 
(und folglich n)! vorkommen. Aus dieser Bedingung lässt sich noch das 0 weg- 
schaffen. Denn sei für ein R--o(R «9, R<o) und alle », und alle » > v: 


x WI 
| an mes axes Rr 


* Vgl. S. 240 unten. 
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so ist: 
X I AT 
| f(x) — f(a) [|S lan = An,»|-| =|" zs E j TEN ES E Rm fur E < R 
0 DB 
m m "1 x 178 
< lao Mel + À) 2 für |z| «7- 


2 
0 


c 


- 2 TI ER 
Wählen wir also m so gross, dass B <- wird, darauf v so gross, dass: 


2 


I zZ Ó 
(2 P len an lg 


wird für »—0,1,2,... m, so wird für v » v(m) — v(0) und 
I 
y 2», und |z| x - E; 


Ó 


1/3 — 4) «34 2 — 9, 


2 


so dass man folgenden Satz aussprechen darf: Ist lim a4,, — a4, 0» 0, 070, 


V = © 
so ist o dann und nur dann kein Mittelpunkt eines Kreises gleichmässiger Kon- 
vergenz, wenn es unendlich viele Paare (n, v), lim n — o, lim v — c für jedes 
R>o gibt, so dass für diese: 
I 


[as — Any | > Rn 


ist. Man kann offenbar diese Betrachtungen benutzen, um Bedingungen fir 
die Grösse des R abzuleiten, dies sei hier übergangen, da sich weiter unten ein 
deutlicheres Kriterium fiir R ergibt. Diese ganz elementaren Uberlegungen sollten 
vor allem den Zusammenhang der Konvergenz einer Funktionenfolge mit der 
Konvergenz der durch sie bestimmten Polynomfolgen erläutern. 


§ 3. 
Beweis des Hauptsatzes. 


Ist R der Konvergenzradius gleichmässiger Konvergenz, so ist es nicht 
nötig, dass die Nullstellen von f,(x) auf dem Kreise |x|= A auch nur eine 
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Häufungsstelle haben; auch auf dem ganzen Rande des um o gelegenen Gebietes 
G gleichmässiger Konvergenz braucht keine solche zu liegen. Dies geht schon 
aus dem Beispiel a, 2°, x°,... hervor; freilich ist hier f(x) — 0; jedoch lässt sich 
diese Erscheinung auch an Beispielen, wo f(x) const. ist, nachweisen. Es sei: 


fa) 


1T 








Hier ist o, — o, 0 — o0, o0 — ri, &— 1. (Fall 4, oben.) Hier hat keine der Funk- 
tionen f, überhaupt eine Nullstelle, von einer Häufung derselben auf dem Rande 
des Konvergenzgebietes (gleichmässiger Konvergenz) |v|— 1 kann also keine 
Rede sein. Es ist leicht, hieraus auch Beispiele von Polynomfolgen mit nicht 
konstanter Grenzfunktion zu konstruieren, bei denen gleichfalls nicht am Rande 
von @, geschweige denn auf |z|— E, eine Häufungsstelle von Nullstellen der 
Polynome liegt. 

Dagegen beweisen wir folgenden Satz: 

Mindestens eine (v, z)-Folge hat jeden Punkt von |x|— R als Häufungsstelle 
ihrer Nullstellen, und dann auch unendlich viele; — sofern sich die Grenzfunk- 
tion nicht auf o reduziert. 

Beweis. Entweder ist o — /? oder o>R. r. Im ersten Falle gibt es nach 


dem Haupsatze des Kapitels II eine Folge von Abschnitten von f(x) — Lan, 
0 


deren Nullstellen jeden Punkt von |x|— E zur Häufungsstelle haben. Diese 
Abschnitte sind sicher unter sämtlichen enthalten. Wir wählen jetzt », so gross, 
dass sich die Wurzel von P?— a,--a,x von der Wurzel von p —28,,,10,,,7 um 
höchstens r unterscheidet; sodann »,7 », so gross, dass die beiden Wurzeln von 


: 3 E 
P§=a,+a,x+a,2* sich von denen von P',=4a,, 92, ,,% +a, „a um hóchstens 


ir : 
— dem absoluten Betrage nach unterscheiden usw. Man kann so verfahren, da 
2 


lim an» = a, ist, es sich jedesmal nur um endlich viele Koeffizienten handelt 


und unter Benutzung des Satzes, dass die Wurzeln einer algebraischen Gleichung 
stetig von den Koeffizienten abhängen. Es ist dann klar, dass sich die Null- 


stellen von P^ an denselben Stellen häufen werden wie die von P^, d. h. längs 
Va 


des ganzen Kreises |v| — EF. Damit ist der erste Fall erledigt. 2. Ist o>R, 
aber o' = R, so kann man noch ähnlich einfach verfahren. Die Abschnitte von 


Untersuchungen zur Theorie der Folgen analytischer Funktionen. 245 


f(x) haben als Häufungspunkte ihrer Nullstellen alle Punkte der Peripherie 
|x|—o,. Wir wählen einen Abschnitt von f,(z): Pi'(x), der eine Nullstelle hat, 


die sich von z = o, um weniger als ı unterscheidet, sodann Pj (2), der eine Nullstelle 


DE : I i : NE n 
hat, die sich von x= o, um weniger als 2 unterscheidet (x, > ,), sodann P;' mit einer 


Nullstelle in der Nähe = von = —g,, Pj mit einer Nullstelle in der Nähe à 
2 
25i I Ant 
von z—9,:e? , P mit einer Nullstelle in der Nähe a von z—0, e? usw.; 
immer höhere Einheitswurzeln werden benutzt und dabei die Regel x41 %, 
beachtet. Man sieht leicht ein, dass man auch hier wegen lim o, — A, und weil 


die Einheitswurzeln auf der Kreisperipherie überall dicht liegen, eine Polynom- 
folge der gewünschten Art erhält. 

3. Es bleibt der Fall 0 >R,o>R zu erledigen, der anders zu behandeln 
ist. In diesem Falle gibt es nicht für jedes 0 ein v(Ó), so dass für alle v > v (0) 


und alle a: 


|a, — an» 


ist, für ein beliebiges, aber fest gewähltes «. Es gibt also für jedes @ nach § 2 
unendlich viele Paare 
(TNA) (ne) ee QU ns CRT CN, CE, für die: 


| @n— an eee 
2 (R+e)" 
ist, 0 <d(e), & beliebig klein, aber fest. 
Wählen wir also die Folge (a, v.) — (n4, Va), so ist für diese: 


Ó 


[os — Ara ral > 


Xg, ,g, 


Q 


3 2 ni : R 
Nun sollo>R sein, es ist also möglich von vornherein ¢ =‘ — eg =Rt2e zu 


setzen. Nun folgt 


Ô 


leur]? (et am nal 





2 ni I t : 
Es ist aber lim *V |a;| = a also von einem gewissen ~ ab: 


4= © 
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= rer ^. 4 Da 
|a«]o Tl +>%(E). 


Mithin: 

















demnach für z, (0), d. h. « gehörig gross gewählt: 





Ó I 
| tara > 2 (Ht) 
oder auch 
0, c |a | 2(R + £)*a 
0,» =: 
Ara ta d 0 








Der Ausdruck auf der linken Seite stellt das Produkt dar aller Wurzeln von 
ao, + at = fut (x). 


Die Zahl derselben innerhalb |z|— R+2e bezeichnen wir mit ®(va,%a); die 


kleinste mit 2, Ks ist dann (vgl. Kap. II § 2): 


a? "a* 





Go. s 2 ’ 
mt va | S a) 4 (R + 2) «— P(*a,*a) 
Oy va | 
daher: 
S (vq %a) (va ,“a) a a 
s TMECKIET *a [2 ]|*a 
[armel "o cU 78 Jess ^ S) aar. 


Nehmen wir der Einfachheit wegen an, dass a,--o sei, so folgt hieraus ohne 
as - s O( Han te) : 4 : 
weiteres, dass lim ————^---0o sein kann; denn dann ergäbe sich links R+2e, 


a= © La 
rechts Re als limes. 
Damit ist bewiesen: im Falle ! >R,o>R lässt sich für jedes &» o eine 
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Folge (v., x.) angeben, so dass, wenn ®(v.,x.) die Anzahl der Nullstellen von Ts 


Qva, Xa : 
innerhalb | z| — R + bedeutet, lim va» xa) ==0 ist. 


a=» Ya 
(D (077905057) 
Dass sogar lim vas tal 


E a 
ähnlich wie oben Kap. II $ 2 ohne neue Schwierigkeit. 

Dieser Satz enthält natürlich noch nicht den Hauptsatz für o' > R, o> R, 
er gewährleistet nur eine Häufungsstelle auf dem Kreise. Dagegen ist zu be- 
merken, dass zum Beweise desselben nur o > R, nicht o' > R benutzt worden ist, 
und wenn wir die Betrachtungen für o = A oben mit denen von Kap. IJ § 2 


— r ist, erwähnen wir ohne Beweis; es ergibt sich 


kombinieren, so ergibt sich der allgemeine Satz: 

Ist |v| — R der grösste Kreis gleichmässiger Konvergenz um o einer Folge 
f(x), und & eine beliebig kleine positive Grösse, so lässt sich eine (v, x)-Folge 
angeben, für die lim Diva, zu) _ I ist, wobei ® sich auf den Kreis |x| — R+e 


a = 00 La 
bezieht. 
Dieser Satz ist für die Anwendungen wichtig.! Speziell besagt er: Es gibt 


eine (v,x)-Folge, dass sowohl die ersten wie die zweiten usw. Wurzeln von f}“, 
a 


wenn man die Wurzeln der Grösse nach ordnet, auf |x| = R eine Häufungsstelle 
besitzen. 

Um den Beweis des Hauptsatzes. zu Ende zu führen, verfahren wir wie 
folgt. Es sei x, — Rei" ein Punkt auf |z| — À, der für keine (», x)-Folge ein 
Häufungspunkt von Nullstellen sei. Dann lässt sich um ihn ein Kreis X be- 
schreiben, so dass innerhalb keine der Funktionen /; von gewissen », und x, ab 


Nullstellen besitzen. Es gibt aber eine (», x)-Folge, für die: 


la me | ae % 


ist, bei festem à und «. Dies s denken wir uns so gewählt, dass ein Stück von 


! In der vorstehenden Überlegung ist folgender Satz enthalten: Bestimmt man für jede 
»,z)Folge den lim "V[a, „ |= 
a=o “a, @ px,v 
der kleinsten unter den drei Zahlen p,p!,p!. Man kann diesem Satz eine allgemeinere Form 
geben, wenn man beachtet, dass dz, va val der Wert der za-ten Ableitung von f», im Punkte 


und ist p" die untere Grenze aller ox,v, so ist R gleich 





© ist, und statt des Kreises |z| 2 À um den Nullpunkt den entsprechenden um einen beliebigen 


Punkt £ der Ebene aus va! x bestimmt; es ist damit die Verallgemeinerung der 
z-i 


Cavenv'schen Formel für den Konyergenzradius einer Potenzreihe für allgemeine Funktionen- 
folgen geleistet. 
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dem Kreise |x|— R+3e noch im Innern von K verläuft, und o> R+3e ist. 
Nun ist es, ähnlich wie in Kap. II $ 1, möglich, für jede der Funktionen ME. 
2>%, >», einen Zweig so zu bestimmen, dass auf diese dann der Satz von 
STIELTJES Anwendung findet; es folgt dann, wie a. a. O., dass jede Folge von 
diesen Funktionen Wa Z 2 4, Y >, die einer (v, z)-Folge entspricht, in jedem 
ganz im Innern von K gelegenen Gebiete gleichmässig gegen ı konvergiert. Wir 
fassen speziell die Folgen (x;,»;,) und (x,— 1,7) ins Auge; es ist dann, wie 
eben gezeigt: 


"ep ee XI-c& 


me 








für a > «(&) 


und zwar in jedem ganz im Innern von K gelegenen Gebiete, also auch für 
Punkte vom absoluten Betrage R+3e. Dann ist auch: 


Erle . ann «2(r-Fs)* für ««(s), in K. 
a ‘a, Va 


"a 


Es ist aber lim "«V las, | « 


I 
d x o 0 


; also für «> a(d,): 


la. | Q^ ES (1 ar dore 


oder: 





z 
TUE S 
ee zen 


Andrerseits ist: 





I 
ae tor x ds 
[area] € 2 (1 + eye (R + 38)*a 


Jar, — au, va] € ((I + 0,)*« + 2(x + e)“a)} 


EIER 
(E + 3e)*a 
für «> «(9,) 

a > ale). 


Da nun aber 


[a — ay val >a 3 et 
a a, (R x &)*a 
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ist, bei festem à und e, so müsste sein: 


(R Pus SR ae (x + Ja + 2 (x + &)*e5. 
Wir wählen nun etwa 
dh ey 
so ergäbe sich: 
Ru en Euer E 


oder: 


Oar (+ 23 AUTRE A (OS) 
RER E = ; 0, e fest. 
> a>a(e,) 
Das ist aber ausgeschlossen. 

Damit ist bewiesen: Für jeden Punkt des Kreises |x| — À lässt sich eine 
(v,z)-Folge finden, deren Nullstellen ihn zum Häufungspunkt haben. 

Jetzt beachte man, dass, um eine Folge der im Hauptsatz vorgesehenen 
Beschaffenheit zu erhalten, es offenbar genügt, nur zu verlangen, dass ihre Null- 
stellen alle Punkte x — R-«, zu Häufungspunkten hätten, wo c, eine beliebige 
Einheitswurzel sei. Diese aber sind abzählbar, sie seien, irgendwie mit (x), (2), 
...(n),... bezeichnet. Es gibt nun nach dem Bewiesenen eine (v, z)-Folge (v, z),, 
die unter ihrer Nullstellen beliebig nahe bei (r) belegene besitzt usw. Diese 
(»,2).-Folgen denke man sich nun so ausgewählt, dass auch jede unendliche 
Teilfolge von (r,z), den Punkt («) als Häufungsstelle ihrer Nullstellen besitzt. 
Dann bilde man eine neue Folge aus allen diesen zusammen, welche mit jeder 
von ihnen eine unendliche Teilfolge gemeinsam hat. Das &eschieht etwa nach 
folgender Regel. Man nehme 1. (v,,x,),; 2. aus (v, x), das erste Indexpaar für 
das y r,,,, #>%,,, ist; 3. aus (v, x), das nächste nunmehr mögliche, das also 
genügend grosse Indices besitzt; 4. wieder das nächstpassende aus (»,7),; 5. aus 
(7, %),; 6. aus (v, z),; 7. aus (v, z),; 8. aus (v, z),; 9. aus (v, z), usw. Man wendet 
also ein ähnliches Verfahren an wie G. Cantor beim Nachweise transzendenter 
Zahlen. Diese neue Folge hat dann alle gewünschten Eigenschaften, w. z. b. w. 


©» 
bo 
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$ 4. 
Anwendungen. 


In diesem allgemeineren Falle ist der Hauptsatz nicht von so unmittelbarer 
Anwendbarkeit wie im zweiten Kapitel. Er deckt jedoch den Grund auf, warum 
eine Folge wie 


jac * na — He, cn Eo NOTE 


nur im Einheitskreise konvergiert, als in der Verteilung der Nullstellen der Ab- 
schnitte gegeben und erledigt somit theoretisch vollständig die gestellte Frage. 
Für die Anwendung kommt er jedoch vor allem deshalb nicht leicht in Betracht, 
weil über die Nullstellen der Abschnitte einer Funktion, z. B. einer ganzen 
transzendenten Funktion oder auch eines Polynoms wenig bekannt ist. Nur die 
einfachsten Fälle lassen sich sofort erledigen. So, wenn eine Folge der von 
Herrn PETRoVITcH betrachteten ganzen transzendenten Funktionen, deren Ab- 
schnitte lauter positive (oder reelle) Wurzeln haben, in einem beliebig kleinen 
Kreise konvergiert, so konvergiert diese Folge immer; und eben dasselbe gilt 
für Funktionen, deren Abschnitte lauter Wurzeln in einer Halbebene haben, wie 
sie Herr PöLyA behandelt hat und in ähnlichen Fällen. 

Dagegen ist der Satz, den die Herren PörLya und Linpwarv, und sodann, 
unabhängig von ihnen, Verfasser über Polynomreihen aufgestellt haben,! nicht 
ohne weiteres den vorstehenden Betrachtungen zugänglich. Dieser Satz lautet: 

I |” 
E « M, wo» 
| 


und M feste positive Zahlen sind und x, „ die Wurzeln von P,(x) bedeuten und 


Ist für eine Folge von Polynomen gleichzeitig die Summe > 





konvergiert diese Reihe in einem beliebig kleinen Gebiete, so konvergiert sie 
immer (und stellt eine Funktion von endlichem Geschlecht 9 <p dar). Die Vor- 
aussetzung über die Konvergenz in einem beliebig kleinen Gebiete kann (nach 
VrrALI) durch die andere ersetzt werden, dass Konvergenz in unendlich vielen 
Punkten mit einem Häufungspunkt im Endlichen statthabe. Um diesen Satz, 
dessen direkter Beweis nicht sonderlich umständlich ist, mit dem in Vorstehen- 
den entwickelten Tatsachen in Zusammenhang zu hringen, bedarf es einer länge- 
ren Überlegung, deren Resultat zwar eigentlich ins Gebiet der Algebra gehört, 
aber wie es scheint (ausser im Falle p — 1) durch die Methoden der Theorie der 
ganzen transzendenten Funktionen, allerdings die einfachsten, leichter gewonnen 


' Vgl. die 8. 233 angegebenen Arbeiten. 
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wird.‘ Die dazu nötigen Hilfsmittel sind sämtlich in der Dissertation des Herrn 
Lixpwarr enthalten, der sie jedoch unter einem ganz anderen Gesichtspunkte 
verwendet. Es möge genügen, den wichtigsten hierhergehörigen Satz ohne Beweis 
anzuführen, der den erwähnten Satz mit den hier entwickelten verknüpft. 

Ist a, a, 4- --- da 13? —1+-.: + a42" — 0 eine algebraische Gleichung mit den 


2 NM wr] xr |? : E : 
Wurzeln 2,,2,,--:r,, und für diese XE | <M, so sind für alle Abschnitte 
Ly 


pma Ect Op ioe aut Un 
N= Dy Be FR 
- là : m v] r [pte ee 
(und überhaupt für alle Abschnitte), die Summen 2 , wo x,,, die Wur- 
SE | €v,« 
zeln von P,(x)— 0 bedeuten, unterhalb einer nur von e, a,, ... ap— i1, M (nicht 


VON dp,...@n,n) abhängigen Grösse A gelegen, für jedes s > o. 


1 Vgl. namentlich Kapitel III der Dissertation von Lixpwanr; in $ 2 wird daselbst auch 
ein algebraiseher Beweis des wichtigsten hier in Betracht kommenden Hilfssatzes cegeben. 
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Einleitung. 


In meiner Inaugural-Dissertation: »Untersuchungen zur Theorie der Folgen 
analytischer Funktionen»! habe ich folgenden Satz ausgesprochen und bewiesen: 

Jeder Punkt des Konvergenzkreises einer Potenzreihe ist Häufungspunkt 
für Nullstellen ihrer Abschnitte. 


eo 


Liegen daher die Nullstellen der Abschnitte einer Potenzreihe Dax sämt- 


0 
lich auf einer im Endlichen verlaufenden, den Anfangspunkt o einfach umschlies- 
senden Kurve C, so erfüllen sie entweder die Kurve nicht dicht; dann reduziert 


sich die Potenzreihe auf ein Polynom; oder jeder Punkt der Kurve ist Häufungs- 


! Berlin 1914. 
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punkt der Nullstellen und dann ist die Kurve ein Kreis, der Konvergenzkreis 
der Reihe. 

Im ersten Falle hat nämlich nach dem erwähnten Satze die Reibe zunächst 
den Konvergenzradius ©, und die durch sie dargestellte ganze Funktion f(x) nur 
endlich viele Nullstellen x, auf C; die Nullstellen der Abschnitte mithin nur end- 
lich viele Häufungsstellen, nämlich diese Nullstellen von f(x), deren Zahl, unter 
Berücksichtigung der Vielfachheit N sei. Wäre daher f(x) kein Polynom, so hät- 
ten in der Nähe mindestens eines Punktes x, unendlich viele Abschnitte mehr 
als N Wurzeln, /(x) müsste daher von höherer als N-ter Ordnung verschwinden, 

Im zweiten Falle hat die Reihe endlichen Konvergenzradius R und |x|= R 
ist ganz von Nullstellen der Abschnitte, bezw. deren Häufungsstellen bedeckt, 
dieser Kreis muss also ein Teil von C sein; weil C aber den Nullpunkt einfach 
umschlingt, muss C mit diesem Kreise identisch sein. 

Es ergibt sich die Aufgabe, alle Potenzreihen zu bestimmen. deren Abschnitte 
sämtliche Wurzeln auf dem Konvergenzkreise haben. Wählen wir À — r, so zeigt 
sich, dass im wesentlichen die Reihe 


DELTA +: 


die einzige ist, die sich dieser Eigenschaft erfreut; lässt man Nullstellen der Ab- 
schnitte ausser auf |v|— r auch im Unendlichen zu, so wird man, im wesent- 
lichen, auf die Reihen: 


T+aba gtk +. aav... (v—r,2,...) 


wo k eine ganze Zahl bedeutet, geführt. Wir zeigen dies in $ ı durch eine ele- 
mentare algebraische Betrachtung. 

Ausser in den bezeichneten Fällen gibt es also Nullstellen, die nicht auf dem 
Konvergenzkreis liegen. Es kann vorkommen, dass sie sämtlich innerhalb oder 
sämtlich ausserhalb desselben liegen; im allgemeinen werden sie sich auch im Un- 
endlichen häufen ($ 1 Ende). 

Nun sind durch jede Potenzreihe unendlich viele Abschnittsfolgen gegeben, 
deren jede gleichfalls innerhalb des Konvergenzkreises gleichmässig konvergiert. 
Es ist von Interesse, auch die Nullstellen der Abschnitte einer bestimmten un- 
endlichen Folge ins Auge zu fassen. Es kann aber vorkommen, dass die Null- 
stellen einer solchen Folge sich nur im Unendlichen häufen, während die Potenz- 
reihe einen endlichen Konvergenzradius hat. Trotzdem lassen sich manche Be- 
ziehungen angeben zwischen den Nullstellen der Abschnitte einer Folge und denen 


gewisser anderen unendlichen Folgen. Betrachten wir etwa einen Winkelraum aus o: 


bo 
on 
ct 
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und liegen die Häufungspunkte der in ihm belegenen Nullstellen der Folge 
(ns Vo, ... 2%, ...) im Unendlichen, so gilt dasselbe für alle »vorangehenden» 
Folgen (7,—m, 1.—m, ... vy —m, ...), wo m eine ganze Zahl bedeutet. Diese 
und ähnliche Sätze enthält $ 2. 

Man könnte nun vermuten, dass wenigstens die o und ı Stellen der Ab- 
schnitte jeder unendlichen Folge auf dem ganzen Konvergenzkreis dicht gelegene 
Häufungsstellen haben, das trifft aber aus dem folgenden merkwürdigen Grunde 
nicht zu: Es kann vorkommen, dass gewisse unendliche Abschnittsfolgen auch 
ausserhalb des Konvergenzkreises noch gleichmässig konvergieren, — und so die 
analytische Fortsetzung der durch die Reihe dargestellten Funktion ausserhalb 
des Kreises liefern. Diese, wie es scheint, bisher gar nicht beachtete Tatsache, 
wird im II. Abschnitt $ 2, 3 durch Beispiele deutlich gemacht, die wir auf ganz 
elementarem Wege, allerdings mit Benutzung des Virarrschen Satzes, gewinnen. 

Potenzreihen mit dem Konvergenzradius 0, von denen gewisse unendliche 
Absehnittsfolgen in einem den Nullpunkt nicht enthaltenen Gebiete konvergieren, 
hat unlängst Herr Kakzya! konstruiert; wir stellen seine Methode, ein wenig 
kürzer, in II, $ 1, dar, und gewinnen durch eine leichte Verallgemeinerung fol- 
genden Satz, der aufs deutlichste zeigt, dass es sich bei diesen Potenzreihen mit 
dem Konvergenzradius o und bei den sodann behandelten mit endlichem Kon- 
vergenzkreis um wesentlich verschiedene Verhältnisse handelt. 

Sind endlich oder abzählbar unendlich viele, den Nullpunkt nicht enthaltende 
Gebiete G,, @,, ... und in diesen je endlich (oder abzählbar unendlich viele) 
reguläre Funktionen f, ... fim. fo, ... fom, ... gegeben, so lassen sich Potenzreihen 
(mit im allgemeinen verschwindendem Konvergenzradius) angeben, von denen 
gewisse unendliche Abschnittsfolgen in @, (gleichmässig in jedem in @, gelegenen 
inneren Gebiete) gegen f,; konvergieren (v=1, 2, ..., k—1, 2, ... vy). 


23 “> 


I. Abschnitt: Uber die Nullstellen der Abschnitte von Potenzreihen. 


$ 1. Elementare algebraische Betrachtungen. 


Die Potenzreihe 1 + x + x? +...4+ 2% +... hat die Eigentümlichkeit, dass 
die Nullstellen ihrer sämtlichen Abschnitte auf dem Einheitskreise liegen; es fragt 


* Kakeya, On some applications of a Theorem about polynomial sequences. The To- 
höku Mathematical Journal, Vol. 5, Nr 1, 2. Cf. die im selben Heft enthaltene Note von 
J. Pau. (1914.) 
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sich, ob noch andere Potenzreihen ausser den durch eine Substitution x! = ex 
aus der angegebenen hervorgehenden dieselbe Eigenschaft besitzen. Um nachzu- 
weisen, dass diese Frage zu verneinen ist, kann man sich einer ganz elementaren 
algebraischen Betrachtung bedienen, die vielleicht auch sonst nicht ganz ohne 
Interesse ist. 

Sei P(x)=a,+a,2+qa,%+:--+a„x*" ein Polynom n-ten Grades, so lässt 
sich dessen absoluter Betrag auf dem Einheitskreise bekanntlich schreiben: 


n 


| Pn (2) |? = (a, + a4 X +--:+ 022%) (a+ ar dosis das 
I 
JP onse A 
xv 


I E 
c ay Fa, cec Ant") (a, Cts a, gr + eee + an) 
an 


E 3 Der qa 
= x” Je (x) 5 (05 (x) = x" Ron (ac) 3 


Wenn nun die Nullstelle x, einer Gleichung: 

(2) 122) =e 

auf dem Einheitskreise liegt, so hat die Gleichung 2n-ten Grades: 
(3) Ron (x) — lelar=o 


ebenfalls die Wurzel x, in mindestens demselben Vielfachheitsgrade auf dem Ein- 
heitskreise. 

Daraus folgt: Falls sich (3) nicht auf eine Identität reduziert, gibt es höch- 
stens 2n Punkte auf dem Einheitskreise, für die das Polynom P, (a) gleichen ab- 
soluten Betrag hat. (3) ist aber nur dann eine Identität, wenn a, — a, — --- — 
— An — 0 ist; P,(x) also aus dem einen Gliede a, z"; |a„|= |«| besteht. 

Es ist auch klar, wie sich diese (bekannten) Überlegungen, statt für den 
Einheitskreis für Kurven durchführen lassen, die durch eine Gleichung x = Q(x) 
oder, wenn man die einfachsten Sätze über Elimination benutzt, durch eine Glei- 
chung Q(x,x) =o gegeben sind, wo die Q rationale Funktionen bedeuten. 

Aus dem Vorstehenden folgt speziell, dass es höchstens 2 Zahlen «, 9 von 
gleichem absolutem Betrage geben kann, sodass P,(x) — « und P,(vx)— 9 sämt- 
liche Nullstellen auf den Einheitskreise haben. Es soll gezeigt werden, dass es 
im allgemeinen auch nicht zwei derartige Zahlen geben kann; es soll also bewie- 
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sen werden: Hat eine Gleichung P,(x) =« alle Wurzeln auf dem Einheitskreise, 
so hat jede andere Gleichung P, (x) — 8; «--g, |«|=|?| mindestens eine Wurzel, 
die nicht auf dem Einheitskreise liegt, sofern nicht P, (x) sich auf a, 2” reduziert, 
las] — lel — 181. 

Auch dieser Satz ist fast trivial; gibt es nämlich 2 Zahlen «a; 9; «-- f, 
l«|—121, sodass (P, (x) —«) (Ps (x) — 8) = o alle Wurzeln auf dem Einheitskreise 
hat, so ist: 


Ja, —«| 2 |a, — 8| — [as] 


und 
» 3 I I 
||P, (x) — a, |? — (a, € + a; x? +---+ a, x7) a, ds nn ncm 
I 
= (a, + a4 +--+ as an) (a, a? c + an) nn 


für |z| — r, und daher hätte die Gleichung (2»— 2)-ten Grades 


(a, Toa€ ded a) (a, an Sn An 1 Ur an) = rl! — © 


2n Wurzeln auf dem Einheitskreise, was ausgeschlossen ist, sofern sie sich nicht 
auf die Identität reduziert. Damit ist der Beweis fertig. 
Anwendungen. Es sei eine Potenzreihe 


(rs CAT et an vl UE 


vorgelegt, deren sämtliche Abschnitte all ihre Nullstellen auf dem Einheitskreise 
haben; man darf annehmen a, — a, — 1. Es soll gezeigt werden, dass dann auch 
än =1 ist. Dies sei für » € y bewiesen, die Gleichung: 


To to? oe ee da ett — 0 
hat dann all ihre Nullstellen auf dem Einheitskreise, ebenso: 


an a Rn Bee mob dy = 0 


aber auch: 
lt a +--+ e+ I =o. 


Da |a,41| — x ist, genügt die Anwendung des zuletzt ausgesprochenen Satzes, um 
einzusehen, dass a,44 — 1 sein muss. 

Etwas allgemeiner ist folgende Frage: Welche Potenzreihen haben als Null- 
stellen ihrer Abschnitte nur auf dem Einheitskreis und im Unendlichen gelegene 
Punkte? Es sei: 
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eine solche; wir behaupten, es ist dann a, — o für n--k.»; ax., —1, wo k eine 
beliebige positive Zahl bedeute. Dies sei bewiesen für k <m, die Potenzreihe 


laute also: 
ICD LOU en a NE 


Der Abschnitt: 1+ a%+22"+---+a™"+a,2* hat alle Nullstellen auf dem Ein- 
heitskreis, ebenso das Polynom: 


CEE mien ie à den NEN 


Daher ist |a;|— ri und a; reell, da sonst das Polynom P; (x) + a; ebenfalls alle 
Nullstellen auf dem Einheitskreise, P; also in 24 Punkten auf dem Einheits- 
kreise den gleichen absoluten Betrag ı hätte. 

Es sei jetzt o eine primitive »-te Einheitswurzel; seien z,, &,, ... die Wur- 
zeln von P;(x)——a;, so sind ox,, o%,, ... die Wurzeln von P; (x) — — a; o^, 


also Stellen, wo P;(x) gleichfalls den absoluten Betrag ı hat, die sämtlich auf 
dem Einheitskreise liegen. Nach unserem Hilfssatz muss also sein: a; — a; . o* 


De 
e —1; 


es ist also À durch » teilbar, 4 — nv». 
Das Polynom: ı+x+2°+---+a” +a,2"=P(x), wo a; = + x, hat gleich- 


falls alle Nullstellen auf dem Einheitskreise, mit x, ist auch x, = = Nullstelle 


v, 

von gleichem Vielfachheitsgrad. P(r) verschwindet nicht, P (— 1) höchstens von 
erster Ordnung, denn sonst müsste P(I)—=o sein, was für » > m ausgeschlossen 
ist. Mithin ist P(x) eine reziproke Gleichung n = m +1; a; — i. W. z. b. w. 

Herr Prof. FRoBENIvs hat erheblich einfachere Beweise der beiden eben dar- 
gelegten Sätze bemerkt, welche ich, mit seiner gütigen Erlaubnis, hier einfüge. 
Prof. FRoBENIUS schliesst folgendermassen: liegen die Nullstellen von P(x) = 
=a,+a,% 4 a,2? +---+a,x" alle auf dem Einheitskreise, so ist: 


P (x) =a„ (x — x) (© —x,) ... (x —), 


P(x)=a,(1—-x2x)(1—xx,)... (I—xa,), weil x, = E ist, 
mithin: ey = ar P. \; ) 
a, An eol 
folglich: "ee uus 
á 
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Hat also eine Gleichung 1 4 x + a +... + al + asa" = 0 alle Wurzeln auf dem 
Einheitskreise, so folgt sofort a, ~o und dann a,— r. Hat ferner eine Gleichung 
1 + a" + 20 +... E an + qxaf —o ale Wurzeln auf dem Einheitskreise, so folgt 
entsprechend 


ay —1 = Ak —2 =: —=Ux-v#1—=0 


und daher ist k=(n + 1) v. Ferner ist: 


also, weil a, —a,—az—)—1 ist, aa—=ı. W.z.b. w. 

Hat die durch die Reihe dargestellte Funktion auf dem Einheitskreise nur 
einen Pol, so liegen keine Häufungsstellen der Nullstellen ausserhalb des Einheits- 
kreises. (Diss. S. 21—23.)! 

Es ist aber auch leicht, weitergehende Klassen von Reihen anzugeben, bei 
denen alle Nullstellen der Abschnitte innerhalb (bezw. ausserhalb) des Konver- 
genzkreises liegen. 

Nach einem bekannten algebraischen Satze von Kaxnya liegen nämlich die 
Nullstellen eines Polynoms: 


ta elta, a On À, 
dessen Koeffizienten sämtlich reell sind und der Bedingung: 
O< a LA LT Can 


genügen, sämtlich innerhalb des Einheitskreises. Eine Potenzreihe mit dem Kon- 
vergenzradius ı hat also alle Nullstellen ihrer Abschnitte innerhalb, bezw. ausser- 
halb des Konvergenzkreises, wenn ihrer Koeffizienten alle positiv sind und der 
Bedingung a„-ı <a, bezw. a„-ı>qa,„ genügen.” Hierher gehört z. D. die Potenz- 
entwickelung von — log (1 — 2). 


! Der dort angegebene Beweis lässt sich leicht auf folgende Behauptung ausdehnen: Hat 
f(x) = Xava" auf dem Einheitskreise nur Pole, ist also f(x) = R(x)+ Xbvav, wo R(x) eine ratio- 
nale Funktion ist und Xb»z" einen grösseren Konvergenzradius hat wie ‘ava’, so hat für 
gehörig grosse n der n-ten Abschnitt der Reihe Ÿ ayx in jedem Kreis [x|= R+e (e bel. klein) 
ebenso viele Wurzeln wie der entsprechende Abschnitt der Entwickelung von R(æ). 

? Es sind das diejenigen speziellen Reihen, für die die Herren Pórva und Lixpwarr den 
eingangs erwähnten allgemeinen Satz meiner Diss. zuerst bewiesen haben. 
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Aus einem Satze des folgenden $ 2 geht hervor, dass die Nullstellen einer 
unendlichen Folge von Abschnitten für sich die ganze Peripherie | z| 2 1 mit Häu- 
fungspunkten erfüllen, wenn die Nullstellen alle innerhalb des Einheitskreises 
liegen, also speziell bei den zuletzt erwähnten Reihen. 


$ 2. Über die Nullstellen der Abschnittsfolgen. 


Es lassen sich immer ganze transzendente Funktionen ohne Nullstellen an- 
geben, deren Potenzreihe beliebig vorgegebene Anfangskoeffizienten hat. Denn 


oo 
. . 4 . . 
es sejen etwa in Dar Ay, A... An, |a,|--0, vorgegeben, gesucht wird eine ganze 
0 


Funktion g(x) = ibs a”, sodass ego — a,x” wird. Die Koeffizienten b,, b,,...b,, 
0 0 
sind dann durch die Gleichungen 


gb — Qs 


(x) b,eb— a,, 


b, e^ + D (b,, ... 5, _1) — a5 


bestimmt; 6,41, ... bleiben willkürlich. Sei danach ein Polynom n,-ten Grades 
P,,(x) gegeben, das keine Nullstellen <1 hat, so lässt sich demnach eine ganze 
Funktion ohne Nullstellen mit den Anfangsgliedern P,,(x) + a+! bilden; daher 
auch ein Polynom P„(n,>n, +1), das für |z| € 2 keine Nullstellen hat; dann 
benutzt man JP, + x”2+! und bildet fortlaufend entsprechende ganze Funktionen 
und Polynome. Die so erhaltene Potenzreihe, deren Abschnitte P,, Pn, ... 
keine Häufungsstelle von Nullstellen im Endlichen besitzen, hat jedenfalls einen 
Konvergenzradius < 1, der aber vielleicht o ist. 

Um das zu vermeiden, verfahren wir etwa folgendermassen. Die Form der 
Gleichungen (1) zeigt, dass bei positiven 6, die dann gleichfalls positiven a, mono- 


2 


ton mit den b, wachsen. Betrachtet man nun etwa e”*2, so sind die Koeffizi- 


enten der entsprechenden Potenzreihe sämtlich positiv und <1, denn es ist: 


ar ta. 290 
RADIO —=1+æ+a+... für |x|«r, 
man gehe bis zu a,,2", so dass I+x+2°+---+qa,2” keine Nullstellen <2 


a gnetl 
hat. In der Entwickelung der Funktion e^* » * +1 gilt über die Koeffizienten 
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das Gleiche, aber der Koeffizient von 2+! ist grösser als erat während die 


Koeffizienten bis a,,2 dieselben bleiben. Man sieht, wie die Methode weiter 
verläuft. Man kann schrittweise eine Indexfolge n,, n,, ... konstruieren, sodass 


a ame+l gnstl 
in der Entwiekelung der Funktion e” * 2 * n+ı * m+1 * "Abschnitte auftreten, de- 


ren Nullstellen bezw. ausserhalb der Kreise [æ|—2, 3, ... um den Nullpunkt 
liegen, und der Konvergenzradius dieser Reihe ist r.! 
Es sei nun eine beliebige Potenzreihe gegeben: 


Gig + 01 2 G2" aaa s (lina = fan |=) 
Eine unendliche Folge ihrer Abschnitte bezeichnen wir mit (v, »,, ...), verstehen 
darunter also die Folge der Abschnitte: 


P,,(&) = a, + a, % + ax + --- day, & (Isi 2a.) 


Durch das eben beregte Beispiel ist also gezeigt: die Nullstellen einer Abschnitts- 
folge brauchen keinen Häufungspunkt im Endlichen zu haben, auch wenn der 
Konvergenzkreis ein endlicher ist. 

Dennoch bestehen zwischen den verschiedenen unendlichen Folgen (die im 
Innern des Konvergenzkreises sämtlich gleichmässig gegen dieselbe Funktion kon- 
vergieren) jedenfalls gewisse Zusammenhünge. Einige davon, die sich auf Funk- 
tionen von endlichem Geschlecht beziehen, gehen aus den Sätzen von Pórva 
über Polynomreihen, sowie aus den am Schluss meiner Dissertation angedeuteten 
algebraischen Sützen hervor, sie sind aber sehr speziell. 

Nehmen wir nun an, dass die Folge (»,, v,, ... v;. ...) in dem unendlichen 
Winkelraum: æ—re? o «r«o, o<®<2« keine Häufungsstelle von Nullstellen, 
die im Endlichen gelegen ist, habe, so lassen sich unter dieser Voraussetzung fol- 
gende Sätze beweisen: 


I. Es ist lim # Vja,,| — o. 





2. Auch jede der Folgen (v,—l, v, —1, v,—1,... vy —l, ...), wo I eine 
ganze Zahl bedeutet, hat dieselbe Eigenschaft. 





. . ^ ... — * I . . «| L - 
! Die Funktionen fy(xr)= et 9 ^^ * y, lim f(x) EE habe ich schon Diss. S. 32 in ähn- 


ven 
lichem Zusammenhange betrachtet, bin aber damals nicht bis zu diesem Resultat gelangt. Man 
kann es einrichten, dass |v|2 1 natürliche Grenze wird, indem man noch nm» > n»-ı+v wählt 


dann wird nämlich lim ny— nv—1 = © (Satz von Hapamarp—Fagry). 
yo 
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Zum Beweise benutzen wir folgenden Hilfssatz der Diss. (S. 14—16).! Falls 
P,,, Py, .-. Pu... auf einem Bogen des Konvergenzkreises keine Häufungsstellen 


von Nullstellen haben, ist lim "^V P,, (x) bei passender Fixierung der Funktions- 
kao 


zweige, gleichmässig in jedem Gebiete gleich 1, das mit einem endlichen Stück 
an diesen Bogen stösst und in dem keine Häufungspunkte von Nullstellen dieser 
Abschnitte im Innern oder auf dem Rande liegen. Daraus folgt in unserem Falle: 


Es ist: lim PO gleichmässig für jedes endliche im Winkelraum 


ko 


gelegene innere Gebiet. Für x—re!^ ist aber: 


Py, (zx) = ar, (= 25, 1) (2 Lug, 2)---(z— Xy, ‚vg ) 


| P4, (x) | > | av, | (r sin «)”* 


: , 
Vi VI P,, (x)] >rsina "# Vas, | : 


Da « endlich --o ist, r aber beliebig gross gewählt werden darf, der lim '* VP, (x) 
k=» 

jedoch ı ist, folgt die Behauptung ı. Beh. 2. ist eine Folge der gleichmässigen 

Konvergenz. Habe nämlich die Folge (v, —1, v,— 1, ... v; — 1, ...) eine Häu- 


- 


fungsstelle £ von Nullpunkten innerhalb des Winkelraumes, und seien die ent- 
cs SSOISUEAUet. 


Uri 


sprechenden Nullstellen §,, £,, ... 


lint EV PEE 


k- 


oder 


lim "la, | [$e] — x, 
kc 
[Ej ap en 
ko 


was nach ı ausgeschlossen ist. Durch Fortsetzung dieses Schlusses folgt 2. 
Betrachtet man jetzt eine unendliche Folge, die Häufungsstellen von Null- 
stellen in dem Winkelraum im Endlichen besitzt: (u,, ts, ... 15, ...), und solche 
gibt es, so geht aus 2. hervor, dass auch für die »nach rechts benachbarten» 
Folgen (u, +7, u, +1, ...) (l ganz, positiv) dasselbe zutrifft. Betrachtet man die 
rechte benachbarte Folge einer »-Folge, so hat diese in dem Winkelraum nur 


‘ Er ist dort nicht besonders formuliert, doch ist sein Beweis dort vollständig entwickelt. 
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ere ; 
Var, sil [£l ge- 


à 
Häufungspunkte £ von Nullstellen, die der Bedingung lim 
nügen,! und ähnlicher Sätze liessen sich noch mehrere anführen. 

Bei alledem ist durchaus massgebend, dass in der Menge der (nicht abzähl- 
bar unendlich vielen) Folgen durch die Beziehung: eine Folge soll vor einer an- 
deren vorangehen, wenn für sie selbst oder die durch Wiederholung von Ab- 
schnitten aus ihr hervorgehenden Folgen der Grad des k-ten Abschnitts der er- 
sten kleiner ist als der des k-ten Abschnitts der zweiten die Menge nicht geord- 
net wird. 

Nun liegt es nahe, gemäss dem nach den Untersuchungen von Lanpav und 
CaRATHÉODORY? gültigen Satz, die o- und r-Stellen der Abschnitte einer Folge zu 
betrachten. Hier aber stösst man auf die merkwürdige Tatsache, dass dieser 
Satz hier nicht anwendbar ist, weil gewisse Abschnittsfolgen auch ausserbalb des 
Konvergenzkreises konvergieren kónnen. 

Im zweiten Abschnitt dieser Arbeit behandeln wir diese Erscheinung, indem 
wir sehr weit reichende Beispiele direkt konstruieren. Der Weg, etwa Potenzreihen 
mit dem Konvergenzradius ı zu bilden, von denen unendlich viele Abschnitte 
etwa für R(x)>o keine o- und r-Stellen haben, unter Benutzung der Bedingungen 
für den Variabilitätsbereich der Koeffizienten solcher Abschnitte, scheint schwer 
gangbar zu sein; andererseits werfen unsere Beispiele ein gewisses Licht auf diese 
Ungleichheitsbedingungen.? 


IL Abschnitt: Über die Konvergenz der Abschnittsfolgen von Potenzreihen. 


$ xr. Über die Abschnitte von Potenzreihen mit dem Konvergenzradius o. 


Wir schicken der hier eigentlich wichtigen Frage über Potenzreihen mit end- 
lichem Konvergenzradius Einiges über solche mit dem Konvergenzradius o vor- 
auf, da dieser unlängst Gegenstand einer interessanten Arbeit von S. KAkEyA 
gewesen sind, deren Inhalt wir, ihn verallgemeinernd, kurz, wie folgt, darlegen. 

Es sei ein den Nullpunkt nicht enthaltendes, endliches, ganz in |x|< À gele- 
genes Gebiet G gegeben und in ihm eine analytische Funktion f(x); G werde 





! (vk-- 1) sei die Teilfolge von (v; 4- 1), die den betreffenden Punkt liefert. 


° Beiträge zur Konvergenz von Funktionenfolgen. S. B. Berlin 1911. P. 587—613. 

* Vergl. dafür ausser den Arbeiten von CARATHEODORY, ToErLıTZ, J. Schur und FroBexius be- 
sonders die unlüngst erschienene Arbeit von G. Pick: Über die Beschrünkungen analytischer 
Funktionen, welche durch vorgegebene Funktionswerte bewirkt werden. Math. Ann. Bd. 77. 
(1915). 
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durch G,, G,,... so approximiert, dass @„+ı G, enthält, und jeder Punkt von @ 


in einem G, vorkommt. Es sei P,, ein Polynom, so dass: 


|f(2) — Pn, (2)| <1 für G, ist. 

















Ferner: 
f(z) = Pn (2) I i-us 
2 PAT 2m für G,, 
f (z) — Pa (2) — Pa (2) 2 +1 P I a 
| | | Quatre — icr: <3 Rubra A 





usw. Solche Polynome gibt es, da z=o nicht in @ liegt. Die Potenzreihe 
Py, + 241 P,, zt? P, +... hat dann die Eigenschaft, dass eine gewisse ihrer 
Abschnittsfolgen für jedes innere Gebiet von @ gleichmässig gegen f(z) konvergiert. 


Es ist nämlich z. B. für G;: 


f= Pax, 


T: 
ert steer Pal 


- it 
|f—Pn— 2"! In RER Pn|< 3 u. s. f. 


Augenscheinlich kommt man bei dieser Konstruktion auf Potenzreihen mit dem 
Konvergenzradius o, falls man annimmt, dass der Nullpunkt auf der Grenze von 
G liegt und ein singulärer Punkt für f ist. In anderen Fällen wird man nichts 


über den Konvergenzradius aussagen kónnen.! 


Es seien jetzt abzählbar unendlich viele im Endlichen liegende, den Null- 


punkt nicht enthaltende Gebiete und Funktionen darin gegeben? 
Gy: fus fies +++ fins +++ i ganz in |e|<R, gelegen, 
Galles conan da ganz ini] een srelesen 
usw. Man sucht P,, so, dass: 


|f — Pr <2 ist in Gs 


sodann PVP -.--:0dasse 











! Die Konstruktion bei Kareya ist ein klein wenig anders, sodass er immer den Kon- 


vergenzradius o erhält. 


? Die Funktionen seien auch auf den Rändern noch regulär, sonst müsste man die Gebiete 


auch erst, wie oben, approximieren. 
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16 


fos Sd ere qp. I zm 
3 qUnibnstl 2; 


anıtna+? 
z 


—Pn|< 


I I 


g'utnitns+s 4 [o nine mee In gi 


MIT P. = g'u +1 P. „ — zutn+2 p n 
|: m n» n « 


usw.; nach dem bekannten Diagonalverfahren Gebiete und Funktionen abwech- 
seln lassend und immer wieder von vorne beginnend erhält man eine Potenzreihe, 
die jede der Funktionen in dem entsprechenden Gebiet mit einen bestimmten 
Abschnittsfolge gleichmässig approximiert. Damit ist der Satz, der am Ende der 
Einleitung angegeben ist, bewiesen.! 


$ 2. Über die Konvergenz von Abschnittsfolgen von Potenzreihen mit endlichem 
Konvergenzkreise ausserhalb desselben. 


Wir gehen nunmehr dazu über, die angekündigten Beispiele zu entwickeln. 
Sie sind so gehalten, dass selbst eine zahlenmässige Konstruktion solcher Reihen 
möglich wäre. 

Die absoluten Beträge der Funktionen 


Mao ee) CEE) 


liegen in dem aus dem Halbkreis |x|< 1, W(x)<o und dem Streifen W (x) > o, 
|3(x)| r zusammengesetzten Gebiete C, unterhalb 1. Wird x u + iv gesetzt, 
so ist nämlich zunächst für |v| € x: 


UG] | eere TES CENTS als 


für |v|<1, v» o ist 
v " 


| f^ (&) | = (u? 4 vy e— v(u+1) < (u? de 1}? e— v(u+1) 


< (u ES 16) a = v(u +1) ZT. 
Setzt man: 


, —9 a (0) 2» 9) rs 
M) eine: Cea gae quede ie 2, 


so sind alle Koeffizienten dieser Potenzreihe kleiner als r. 
Ich betrachte jetzt ein Gebiet G, gebildet aus dem erwähnten Halbkreis 
und einem endlichen Stücke des Streifens, etwa den Rechteck o < Rx) € ro, 


* Vgl. P. MoxrEL, Leçons sur les series de polynomes à une variable complexe, Paris 1910, 
für eine ähnliche Verallgemeinerung. 


Acta mathematica. 41. Imprimé le 7 décembre 1917. 54 
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|S(a)[<1. Es sei P, ein Abschnitt der Potenzreihe für f,(x) von der Be- 
schaffenheit, dass: 


EC 
I Pal < I] 
sei in G. Ebenda ist dann, da @ ein Teil von @, ist: 
I 
Ped () 
P,, habe den Grad »,; da die f, ganze transzendente Funktionen sind, ist die Be- 


stimmung der P,, usw. möglich, ein wie grosser Teil des Streifens auch gewählt 
werde. Ferner sei P,, so bestimmt, dass: 


Tall T 
(7) fnii— Pr| < C) ist in G. 
Y, 3 

Dann ist ebenda: 


ras Br Gj: 


y, sei der Grad von P,,. Dann sucht man P, so, dass: 





(; | fan — Pi) < (=) ist in G, usw. 
Vy 4 


Betrachtet man jetzt die Reihe P,,+P,.+P,,+--:, so ist das eine Potenzreihe 
Y5 x’, denn es ist 7, >», + ı gemäss dem Vorhergehenden, da die Entwickelung 
y=1 
von f,+1 mit der Potenz «+! erst beginnt. 
Die Koeffizienten dieser Reihe Ye sind dem absoluten Betrage nach alle 
1 


kleiner als ı; der Konvergenzradius also mindestens ı. Ferner ist der Koeffizient 


[x \? mS : 
von x: e—1, der von g™*!: (*) e—(™+)), der von a?**!; (7) e—02+)), allgemein: 
1 2 


.+1) I 
by, +1 — e a y 
k 
1 , 1 
: vo +1 3 WER: vy +1 I 
lim |5,; +1] — e-1 lim | ES 
kx Y k=o Mr. € 
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: I E c Nis d ; 
Also lim "V| 5, | > ab der Konvergenzradius ist also höchstens e, er liegt 


n=co 
zwischen r und e. Das Gebiet G reicht also sicher über den Konvergenzkreis 
hinaus. Aber in @ ist: 


2 


E 


nete race f (fe GP GI GI 


2 


IPIE). 


IEEE ser +| 


D | H 


" 
+ 
—— 
El | H 
er 

te 


Daher allgemein: 


[PD PLU PSI a(x x (2) + BE E «27 
für jedes k; die Folge der Abschnitte P,,, P,, Pıs, -.. der Potenzreihe ist dem- 
nach in G gleichmässig konvergent. Denn die absoluten Beträge aller dieser 
Abschnitte liegen in G unterhalb einer. gemeinsamen Schranke und die Folge kon- 
vergiert ferner in dem Teile von G, der zum Konvergenzkreise gehórt, sodass der 
Satz von STIELTJES—VrTALI zur Anwendung kommen kann. 


$ 3. Ein weiteres Beispiel. 


Noch weiter führt eine etwas andere Methode. Man kann darnach nämlich 
Potenzreihen mit endlichem, von o verschiedenen Konvergenzradius herstellen, 
von denen eine bestimmte Folge von Abschnitten in jedem beschränkten inneren 
Teile eines bis ins Unendliche reichenden Gebietes, etwa einer Halbebene, gleich- 
mässig konvergiert. 


Die ganze transzendente Funktion: 


T— CE 


f, (x) = (r4 ei 


bleibt für (x) 


wickelung sei: 


— 1 dem absoluten Werte nach unter = Ihre Potenzent- 


f(x) =, + atat + aha? +... aD an +... 
(e +1)? x 


Die ganze Funktion: 
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fn (x) = f. (x) + [x =) (e + 1*"] (f (z))" 


hat die Potenzentwickelung: 


HA 
(1) a? + gil) an 
In (x = us +a a? +---+al x 
nm 
(n) n +1 ES 
t puni nai ip ciun 


sie stimmt also in den ersten n Koeffizienten mit der von f, (x) überein, während 
sich der von a” leicht angeben lässt. 
Es sei nun eine Folge von positiven ganzen Zahlen »,, v,, ... so gewählt, 
I 
dass b, = QUE b, = 2 b, m (b, + Do) ... bi. =? (b, Sr b, dn by +1)"% ge- 
setzt, die unendliche Reihe 5b, + b, + b, ----- konvergiert und ihre Summe kleiner 
als r ist. Eine solche Wahl ist augenscheinlich auf unendlich viele Arten möglich. 


Ferner werden in der Ebene der Variabelen x — u + iv die Gebiete 


GE: — TS SED = THSSGIES FEE 
Ge SSW Se ADS 
Gn: — I<u<en; —n<v<s+ın 


betrachtet; jeder Punkt der Halbebene w > — ı ist, von einem gewissen », ab, in 
allen Gebieten G,(» > n,) enthalten; G, enthält G;, falls » > k ist. 
Da f,(x) eine ganze Funktion ist, kann man ein n > v, so bestimmen, dass 


I 
(D < s 
I) ja‘! (ea ign ist und 
x NER e 
2) Une re DE. qi | <G, ist in Ge 


Für dieses n ist dann: 


1) AE ) 9 1f. (x ) | [x — at? (e + 1? ^T] fo (ope < 


tall] sible pe 
T ES etıl —ecr 2 (a eU 


2) = + aa? aw qua 
N— 


CEST <b, t, in G,. 
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Jetzt geht man von f,(x) aus, bestimmt »' so, dass m» > v, ist und ferner: 





I 
lat) |< 
n (e+ TE 
sowie 
2 DE j 
i dy. pal os Fh) cedet] e 
LA esci rit AE (e+ x)" at? x" b. 
Stan. 
Wir haben dann: 
T Lf) (= Ma (2) + a — a (en (fe (a < By + Bs +, 
in der Halbebene W (x) > — r, 
2 1) 4.2 1 1 x" LE 
2) TEES aD? pss air ants (e+ ry + Hat ant] «by +b, +b, 
in G.. 


Der Koeffizient von a in der Potenzentwickelung der ganzen Funktion f(x) 


In dieser Weise fahren wir fort und gelangen zu einer Potenzreihe: 


I 
+ qi a? +... Lab ar 
(EE Ue CRUE mm tai 
ax" 
ee | (n) ml ode 7551 aU—1 
us (e + 1)?" UF Oe xis : ant 3 
guo 


US ai 
(ea iy" 


2 


deren Konvergenzradius höchstens (e + 1)? und mindestens 1 ist. Das Letztere 
folgt daraus, dass alle Koeffizienten absolut kleiner als 1 sind, da die Funktio- 
nen, deren Entwickelung sie entstammen, in der Halbebene (x) > — 1, also auch 
im Einheitskreise, dem absoluten Betrage nach unter 1 liegen. 

x 
(e +1) 
a Pr, Pare cette zwar bezw. in den Gebieten G,, 


Ferner liegen die absoluten Beträge der Abschnitte P,-, = Sa vee qe 


G,, @,, ... Nach dem SrrEpTJES— VrrALI'schen Satze ist dadurch die Konvergenz 
der Abschnittsfolge P, 5, Py—1,... in der ganzen Halbebene, in jedem der Ge- 
biete @, gleichmässig gesichert. 
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Fügt man (etwa) noch das Glied 3.2" —3 zu der Potenzreihe hinzu, so blei- 
ben die Verhältnisse im allgemeinen ungeändert; keiner der Abschnitte P, (v=n—1, 
n'—ı, n!—1,...) hat aber in dem entsprechenden Gebiete G, eine Null- oder 
Einsstelle. Die Null- und Einsstellen der Abschnitte dieser Folge häufen sich also 
nirgends in der Halbebene (x) >— r. Es liegen jedoch unendlich viele von den 
Nullstellen der betrachteten Abschnittsfolge in der Halbebene, denn sonst lägen 
sie, bis auf endlich viele in der Halbebene (x) < — r, sodass nach einem Satze 
über Polynomreihen! die Folge in der ganzen Ebene konvergierte, d. h. eine 
ganze transzendente Funktion vorliegen müsste. 


1 Vgl. Pónxa, Über Annäherung durch Polynome, deren sämtliche Wurzeln in einen Winkel- 
raum fallen. Gött. Nachr. 1915. 








ÜBER EINIGE LÖSUNGEN DER FUNKTIONALGLEICHUNG 
p(x). p(y) — v (xy). 
Von 


ALEXANDER OSTROWSKI 


in MARBURG a. D. L. 


1. Einleitung. In dieser Abhandlung sollen die Lösungen der Funktional- 
gleichung 
p(x) p(y) = q (cy) (1) 
mit der Nebenbedingung 


q (x y) €q (au) * v (vy) (IT) 


untersucht werden, wo die Funktion y nur reeller Werte fähig ist, die Argu- 
mente c,y,...aber sämtliche Elemente eines beliebig vorgegebenen Körpers ! 
durchlaufen. 

Untersucht man zuerst das System (I), (II) im Körper À der rationalen 
Zahlen, so können sämtliche Lösungen des Systems leicht hingeschrieben werden. 
Es ist dann, abgesehen von einigen trivialen Lösungen, entweder 


p(x) — [aps 
wo der Parameter o sich in den Grenzen o «o € 1 ändern kann, oder 
q (x) cet (a (p,2) 


wo der Parameter C eine beliebige positive Zahl <1 ist, «(p,x) aber die Ord- 
nung der rationalen Zahl a in bezug auf eine beliebige aber feste Primzahl p ist, 


d. h. die ganze Zahl von der Eigenschaft, dass in der reduzierten Form 


© 
pi Pr) 
weder im Zähler noch im Nenner p enthält. 


! Zum Körperbegriff vgl. Sreirrz, Algebraische Theorie der Körper, Crelles Journal, D. 157. 
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Im Falle aber, wo die Argumente von ry alle Elemente eines beliebigen Kör- 
pers K durchlaufen, werden wir besonders auf den archimedischen Fall eingehen. 
Dieser Fall ist dadurch charakterisiert, dass für wenigstens eine in K enthaltene 
ganze rationale Zahl « p(«)>ı ist. In diesem Fall ist X einem Unterkörper 
des Körpers aller gewöhnlicher komplexer Zahlen isomorph. Entspricht bei dieser 
isomorphen Beziehung jedem Element x von K eine Zahl x’, so gibt es dann 


eine solehe positive Zahl o < 1, dass allgemein 
r 0 
Pp (x) — |«' [t 


ist. Durch diese Angaben ist der archimedische Fall vollständig erledigt. Für 
den dann allein noch übrig bleibenden wnarchimedischen Fall gilt anstatt der 


Ungleichung (IT) die schärfere 
q (xc y)€ Max (p (x), q (y), 


durch welche die Aufstellung sämtlicher unarchimedischer Lösungen von (I) und 
(II) auf die Aufstellung sämtlicher Primdivisoren in beliebigen Körpern zurückge- 
führt ist. Da die Durcbführung dieser letzten Aufgabe ganz verschiedene Hilfs- 
mittel erfordert und um die vorliegende Abhandlung nicht zu gross werden zu 
lassen, werden wir auf die bezüglichen Untersuchungen bei einer anderen Ge- 
legenheit eingehen. 

Das System (I), (II) hat zum ersten Mal Herr KürscHAk! behandelt. Die 
Frage nach sümtlichen Lósungen dieses Systems hat er jedoch nicht berührt. 
Seine Arbeit beschäftigt sich mit dem Nachweis der Existenz gewisser Lö- 
sungen von (I), (II) in speziellen (besonders algebraischen) Erweiterungen vor- 
gegebener Körper, worauf wir später (in den Nummern 5, 6) eingehen. 

2. Vorbemerkungen. Von den trivialen Fällen, in welchen (x) für alle x 
durchweg o oder durchweg ı ist, sehen wir in der Folge ab. Dann folgt aus 
(D, dass stets p(o)=0, p(a) #0 für az o ist. 

Der Fall, wo g(x) negativer Werte fähig ist, ist leicht zu erledigen. Ist 
für ein a p(a)<o, so folgt aus (II) und (I) 


a 


qt y)—q(a)q sg = y(a)y(-) tg (a) y?) — p(x) + p(y). 


Durch Vergleichung mit (II) folgt, dass in (II) in diesem Fall stets das Gleich- 
heitszeichen gilt. Dann wird aber durch (I) und (II) eine isomorphe Beziehung 
des Körpers K, dessen Elemente die Argumente ®,y,...durchlaufen, auf einen 
Teilkörper 2 des Körpers aller reeller Zahlen hergestellt. Wir erhalten den Satz: 


* Crelles Journal, B. 142, S. 211—253. 
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Lässt sich jedem Element a eines Körpers K eine reelle Zahl p(a) so zuordnen, dass 


q (a)q (b) —q(ab) (1 q (a -- b) € q (a) - (5b) (IT) 


ist, und ist p(a) für wenigstens ein a negativ, so ist K mit einem Unterkórper des 
Körpers der gewöhnlichen reellen Zahlen isomorph und diese isomorphe Beziehung 
wird durch die Funktion q (a) vermittelt. In (II) gilt dann stets das Gleichheitszeichen. 

Wir nehmen daher in der Folge immer an, dass y (x) negativer Werte nicht fähig 
ist. Wir werden dann (a) einfacher durch |a, bezeichnen und die Bewertungs- 
funktion nennen. Es ist nach (I) offenbar stets —a — a. Die einfachste Be- 
wertungsfunktion ist diejenige, für welche |o, — o, a — x für alle a=o. Sieht 
man vorläufig von dieser ab, so ist |a für wenigstens ein a von o und ı verschieden. 
In diesem Falle sprechen wir mit Herrn KÜRScHÄK von einer Bewertung. Ordnen 
wir in diesem Falle jedem Element @ von X die Zahl a zu, so soll diese Zahl die 
Bewertung von a heissen, diese Zuordnung eine Bewertung des Körpers K, der Körper 
K, wenn seine Elemente als mit ihren Bewertungen behaftet betrachtet werden, ein 
bewerteter Körper." Da der Fall, wo a nur die Werte o und ı haben kann, sich als 
srenzfall anderer erweisen wird, werden wir in diesem Falle von halbbewerteten Kör- 
pern sprechen. Endliche Körper? können nur halbbewertet, nicht aber bewertet 
sein, da alle ihre Elemente gewissen Gleichungen von der Form a?' —z— 0o genügen. 

3. Unarchimedische Bewertungen. Hat die Bewertungsfunktion anstatt (II) 
die schärfere Eigenschaft 


a+b|< Max (lal, |5]), (II) 


so nennen wir sowohl die so bewerteten Körper als auch diese Bewertung selbst 
unarchimedisch. Aus (IU) folgt für jede ganze rationale Zahl », wenn man sie 
als die Summe ihrer Einheiten ansieht, n <1. Diese Eigenschaft ist für den 
unarchimedischen Fall charakteristisch. Es gilt der Satz: Ist bei irgend einer Be- 
wertung des Körpers K für jede ganze rationale Zahl n n <1, so ist diese Bewer- 
tung unarchimedisch. In der Tat folgt aus o< 5 <a unter der obigen An- 
nahme die Abschätzung: 


a+bdr—|\(a+bir|<|jajr + In. |a|\"—1 6] +... + bl? < (n+ x)llal (1) 


Wäre nun j|a+6 > a , so würde aus (r) folgen, wenn man beide Seiten durch 
a+b” dividiert und » ins Unendliche wachsen lässt: 


IS lim [(n + I) | = B r- 0. 





S. 211 


De 


" KünSCHÁK, a. a. O : 
* Darunter verstehen wir Körper mit endlich vielen Elementen. S. Sreixer, a. a. O., S. 245 ff. 





2 
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Die Relation (II' kann noch weiter verschärft werden. Ist la! >1b|, so ist 
a+b|=|a|. Denn aus (IT) folgt |a| —|(a +5) —5| «x Max (|a 4 5|, |b1). 

Die unarchimedischen Bewertungen des Körpers R aller rationaler Zahlen 
lassen sieh nun leicht aufstellen. Es ist offenbar für wenigstens eine Primzahl 
p\p\=e<ı. Wäre nun auch für eine andere Primzahl q |q| « 1, so wäre es 
möglich für jedes positive ganze n solche ganze Zahlen a,,b„ zu finden, dass 


An p" + b, q^ — 1 


ist. Gehen wir jedoch hier zu den Bewertungen über und lassen » unendlich 
werden, so kommt 
r < Max (la, || p], 05] - gm) Sas) pl + | On| - |g |< lim (pl + lg) =o. 
n —- 
Also ist die Bewertung jeder zu p teilerfremden ganzen Zahl gleich 1. Daraus 


folgt weiter, wenn wir unter der Ordnung einer rationalen Zabl a in bezug auf 

: ; : QA 

eine Primzahl p die Zahl o von der Eigenschaft verstehen, dass — in der redu- 
pe 


zierten Form weder im Zähler noch im Nenner p enthält: 
a\=|p|\=c®, 


wo o die Ordnung von a in bezug auf p ist. 

Die Wahl der positiven Zahl e<r ist offenbar ganz belanglos. Jeder Prim- 
zahl p entspricht ein besonderer Typus unarchimedischer Bewertungen von R. 

Auch allgemeiner kann man jeder unarchimedischen Bewertung eines belie- 
bigen Körpers X einen Primdivisor » zuordnen, indem man festsetzt, dass ein 
Element « von K genau durch die Potenz von » mit dem Exponenten lg a 
teilbar ist. Dann ist, nach (I) und (II), wenn a und 6 durch die «-te bzw. P-te 
Potenz von p genau teilbar sind, ab genau durch die Potenz «+ teilbar, a 4- b 
wenigstens durch die «-te, wenn «</ ist, genau durch die «-te, wenn « «€ ist. 
Die so definierten Divisoren lassen sich nun ebenso behandeln, wie die Primdivi- 
soren in der H gxsEr'schen Idealtheorie; es lassen sich auf sie nicht nur die HENSEL- 
schen Resultate übertragen, was in einem gewissen Masse bereits in den allgemeinen 
KürscHAx’schen Ergebnissen enthalten ist, sondern auch die wichtigen Sätze von 
G. Dumas! über die Anwendungen des Newron’schen Diagramms. 

4. Archimedische Bewertungen von R. Wir wenden uns nun zu den archime- 
dischen Bewertungen von À, dem Körper der rationalen Zahlen. Sie sind damit 


1G. Dumas, Sur quelques cas de réductibilité ete., Journal de Liouville, (6) 2, 1906; Sur 
les fonctions à charactère algébrique ete., Thèse, Paris, 1904. 
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charakterisiert, dass für wenigstens eine ganze Zahl n nm >r ist. Ist uns nun 
eine bestimmte archimedische Bewertung von R gegeben, so nennen wir für jede 
ganze rationale von 0 verschiedene Zahl a die reelle aus der Gleichung 


a| — |a [9 ( 


bo 
— 


bestimmte Zahl o(a) den Exponent von a. Da für jede ganze Zahl a  |a| ist, 
so ist o(a)<ı. Für diejenige ganze Zahl n, deren Bewertung >1 ist, ist o(n) 
positiv. Es ist endlich leicht einzusehen, dass für zwei beliebige von o verschie- 
dene ganze rationale Zahlen a und 5 stets 


o (a) € o(ab) € o(b) für o(a) <e(b); o(a) =e (ab) = o(b) für o(a) = o(5) (3) 


ist. Daraus folgt für jedes ganze p o(p) —o(p°)—... 

Es sei nun o die gewiss positive obere Grenze der Zahlen o(a). Wir be- 
haupten, dass für jedes ganze rationale a stets o (a) — o ist. 

In der Tat lässt sich o jedenfalls als Grenzwert einer nicht abnehmenden 
Folge von Zahlen 


o(a,), o(a;). ... (4) 


darstellen. Aus (3) sieht man, dass die Zahlen a; als Primzahlen oder Primzahl- 
potenzen angenommen werdeu kónnen. Wir kónnen weiter annehmen, dass für 
jedes 7 o(a;) nieht kleiner ist, als die Exponenten sämtlicher positiver ganzer 
Zahlen, die kleiner als a; sind, denn sonst kónnen wir nach (3) a; durch eine 
geeignete Primzahl oder Primzahlpotenz ersetzen und, indem wir dieselbe Ope- 
ration bei allen a; sukzessive vornehmen, die Folge (4) in gewünschter Weise um- 
formen. Indem wir aus (4) gewisse a; ganz fortlassen, können wir noch erreichen, 
dass auch die Zahlen a; eine wachsende Folge bilden. Dieses Verfahren führt 
nur dann nicht immer zum Ziel, wenn es eine Primzahl p gibt, für welche o(p) =o. 
ist. In diesem letzten Fall kónnen wir jedoch für (4) direkt die Reihe 


e(p), e(p*), e(p), ... 
nehmen. 

Es genügt offenbar zu beweisen, dass für jede Primzahl q o(q)—o ist. Neh- 
men wir nun an, dass für eine Primzahl q o(g) «o ist. Wir können dann voraus- 
setzen, dass in (4) alle o(a;)>o(g) sind, indem wir alle a;, die dieser Bedingung 
nicht genügen, fortlassen. Dann sind, unseren Voraussetzungen über die Folge 
(4) zufolge, sämtliche a; zu q relativ prim. 


Wir bezeichnen jetzt den kleinsten positiven Rest von a; modulo q durch 
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k;, den ganzzahligen Quotienten a lurch A;, den Exponenten o(a;) durch 
0, Qi —@(g) durch 0;, o —o(g) — Limo; durch 7. Aus (I) und (II) folgt nun 
q|-| Ai) =) ai— kj! > \\a;|— | ki) >|) ai) —q, (5) 


da k; <|ki|<q ist. Nun folgt aus A;<a; nach unseren Annahmen über (4), 





dass o(4,)<o;, d. h. A; <A;% ist. Setzen wir dies und |g) — q*i—?i in (5) ein, 
so kommt, nach Multiplikation mit gi: | 


a^i > (a; — k;)*i = q*i Ari> (a; — q) q?i = (ai — g) qi. 


Lassen wir hier 7 nach Division durch a; unendlich werden, so kommt 


2 q ] 
> — * 9j. 
ml aD 


i= 


Nun ist Lim a;— c, Limo; die positive Zahl o, Limd;— 7. Setzen wir dies 


1-00 $— o i=o 


ein, so kommt: 
ger 


Dies steht aber damit im Widerspruch, dass /—=o—.o(g) nach unserer Annahme 
positiv ist. Damit ist unsere Behauptung bewiesen. Jetzt sieht man aber leicht, 
dass auch für jede rationale Zahl a a —|af? ist. Die Zahl o werden wir den 
Index der archimedischen Bewertung von R nennen. Ist umgekehrt eine posi- 
tive Zahl o<ı willkürlich gewählt, so kann die Funktion Ja]? als Bewertungs- 
funktion von R genommen werden und führt auf eine archimedische Bewertung 


von R. — Setzen wir aber o gleich o, so erhalten wir den halbbewerteten Kör- 
per À, der sich also als ein Grenzfall des archimedisch bewerteten Körpers R : 1 
erweist. 


Fassen wir nun die bisherigen Ergebnisse, sofern sie sich auf R beziehen, 
zusammen, so kommen wir zu dem Satz: 
Das System der Funktionalbedingungen 


px)p(y) = p{xy) (I) p(&+y)<p(a)+p(y) (A), 


wo die Argumente x,y sämtliche rationale Zahlen durchlaufen, die Funktion q (x) 
aber nur reelle Werte annimmt, hat nur folgende Lösungen 


I) a) p(x)=o; b) p(x)=1; c) P(o)=o; p(x)=1, (xzo); 


2) pla)=r, 





-1 


-I 
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) po) - pap, 


Eo) 


wo der positive Parameter o nicht grösser als r, sonst aber beliebig ist: 
4) qo (x) = cao», 


wo der positive Parameter c kleiner als zr ist, e (p,x) aber die Ordnung von x in 
bezug auf eine beliebige Primzahl p bezeichnet. Jeder Wahl von c und p entspricht 
eine Funktion p(x) vom Typus 4. 

5. Perfekte Körper. Jeder archimedisch bewertete Körper K besitzt den mit 
irgend einem Index o archimedisch bewerteten Körper R aller rationaler Zahlen 
als Unterkórper. Um nun zu einer Charakteriserung aller archimedisch bewer- 
teter Körper zu gelangen, müssen wir zuerst auf einige KürscHAr’schen Sätze 
über besondere Erweiterungen bewerteter Körper eingehen. 

Wir nennen ein Element A eines bewerteten Körpers K den Limes einer 
Folge a; (¢=1,2,...) der Elemente von K, wenn Lim|a„—A|=o ist. Eine 


n=w 


Folge a; (— 1,2,...) der Elemente von K nennen wir eine Fundamentalreihe, 
wenn Lim @a„+:— 4, =o ist bei frei veränderlichem, ganze positive Werte durch- 


n=w 
laufendem £. Besitzt eine Folge a; (i—1,2,...) den Limes 4 (was wir durch 
Lim an =A ausdrücken), so ist diese Folge, wie aus (II) leicht folet, eine Funda- 


n=n 

mentalreihe. Und zwar kann, wie sich ebenfalls aus (II) leicht ergibt, eine 
Fundamentalreihe nur einen einzigen Limes haben. Mam sieht endlich leicht ein, 
dass aus Lim a;— 4 auch Lim|a;|—)| A) folgt. 


Ss i-o 

Ist in X der Limes jeder aus X entnommenen Fundamentalreihe enthalten, 
so heisst À perfekt. Wie schon das Beispiel des Körpers aller rationaler Zahlen 
bei seiner gewöhnlichen Bewertung durch absolute Beträge zeigt, ist nicht jeder 
bewertete Körper perfekt. 

Fassen wir nun die Gesamtheit aller X entnommenen Fundamentalreihen ins 
Auge und nennen wir zwei solche Reihen A=(...,a;,...) und B=(...,b,,...) 
äquivalent, wenn Lim a;— 0b; =o ist, so bildet diese Gesamtheit einen Körper 


pais 
K, wenn wir zwei äquivalente Fundamentalreihen als gleich ansehen und unter 
der Summe bzw. dem Produkt von A=(...,@,...) und 4'—(...,a';,...) die 
Fundamentalreihe (...,a;+a':,...) bzw. (...,a;a';,...) verstehen. Bewerten 
wir noch jede Fundamentalreihe 4 —(...,a;,...) durch | A) = Lim ‚a; | (dass die 


letzte Folge konvergiert, folgt leicht aus (II)) so wird dann K ein bewerteter 
Kórper, von dem man nun leicht beweisen kann, dass er perfekt ist. K heisst der 
derivierte Kórper von K. 
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Nennen wir zwei isomorphe bewertete Körper analytisch isomorph, wenn die 
entsprechenden Elemente dieselben Bewertungen haben, so können wir weiter den 
Satz aussprechen, dass K einen mit A analytisch isomorphen Unterkörper be- 
sitzt. Und zwar besteht dieser Unterkörper aus allen Fundamentalreiben von 
der Form (a,a,a,a,...) und allen mit ihnen äquivalenten Fundamentalreihen, 
wo a sämtliche Elemente von K durchläuft. Weiter folgt aus der Bildungsweise 
von K, dass wenn der bewertete Körper K ein Unterkörper eines perfekten Kör- 
pers Æ ist, K eine Eweiterung von X als Unterkörper besitzt, die mit dem de- 
rivierten Körper K von K analytisch isomorph ist. — In diesem Sinne kann 
man den derivierten Körper K von K als die kleinste perfekte Erweiterung von 
K betrachten. 

Ist der bewertete Körper K ein Unterkörper eines bewerteten Körpers K', 
so ist offenbar der derivierte Körper K von K ein Unterkörper des derivierten 
Körpers K' von K'.! 

6. Erweiterungen 2-ten Grades. Wir werden in der Folge noch den Hilfs- 
satz brauchen: 

Es sei W ein perfekter bewerteter Körper und Z eine derartige Erweiterung 
von W, dass jedes in Z aber nicht in W vorhandene Element « einer in W irredu- 
ziblen Gleichung 2-ten Grades mit Koeffizienten aus W 


a +b2+c=o (6) 


genügt. Ordnet man jedem solchen Element « die positive Zahl Vic und jedem in 
W enthaltenen Element von Z seine ursprüngliche Bewertung zu, so erhält man eine 
Bewertung des Körpers Z. 

Diese Bewertung ist die einzige Bewertung von Z, bei der die Elemente von W 
ihre ursprünglichen Bewertungen behalten. 

Dass die definierte Zuordnung die Forderung (1) erfüllt, folgt aus den ein- 
fachsten algebraischen Tatsachen ohne Weiteres. Schwieriger ist der Nachweis, 
das die Ungleichung (II) oder die damit äquivalente 


! 


r--c| sre (7) 


erfüllt ist. Es genügt anzunehmen, dass « der in W irreduziblen Gleichung (6) 
genügt. Dann ist (7) mit |r— 6 t c|'* € 1--|c|* oder |x —5 t c| € x--2|c|^-tle 
äquivalent. Da aber die letzte Ungleichung nach (II) aus b <2 ec": folgt, so 
brauchen wir nur zu beweisen, dass, wenn 6 *—4 c >o ist, die Gleichung (6) 
in W eine Wurzel besitzt, also nicht irreduzibel ist. 


! Für die ausführlichere Darstellung des Inhalts dieser Nummer vergleiche man KürscHäR, 


a. a. O., S. 214—216, 222—228 
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Definieren wir unter der Annahme |b|?>4|c| die unendliche Folge der Ele- 
mente v, aus W:v,—2, v, ——b,... durch die Rekursionsformel 


Un = bin _ı 6Un—2, (8) 
so lässt sich dann für jedes n » o die Relation nachweisen 


2| v4 | > b|. Un—1|- (9) 


Da sie für n=1 gilt, wegen 2|v,|— 2|5| 7 |2|.|b| (da ja |2| €2 ist), so kann 
man sie für »—1 als bewiesen annehmen. Dann folgt aus (8) wegen b5/?*^4/c: 


Mc 


22 2 bon — 241€] «| Un 2) —= (59,1 s 2 UE 


— 531 b. Un—2 1> b|. n—1 ls 


d. h. (9). Aus (9) kann nun gefolgert werden, dass die Folge der Elemente aus W 


Un 
on Ung m otto WR tede (ro) 
Un —1 
eine Fundamentalreihe ist. — Die Voraussetzung, unter welcher (ro) gebildet wer- 


den kann, nämlich dass für n>o kein v, =o ist, ist immer für |5| o erfüllt, 
denn nach (9) folgt aus v, — o, dass auch alle vorhergehende v verschwinden, dies 
ist aber für v,— — b nicht der Fall. Ist aber |5|- 0, so ist wegen |5|* ? 4|c| 
auch |c|— o, dann reduziert sich aber (6) auf xz? — o, ist also jedenfalls reduzibel. 
— Aus (8) und (9) folgt 

ws | I | sp bl 


n —1| v. 


2|c| M 
« = 
n—l|* a = b < 2 i ar) 


2 
Un—2 


wo M eine feste positive Zahl ist. Weiter folgt aus (8) da alle w von 0 verschieden sind, 


1 1 || Wn +-¢—1 — Wn—1| 
Wn+t — Wn = —E |, E lis Un +t Wn| = |C€|i- rues eel 
10 net —1 Wn—1 |Wn+t—-1|.| Wn-ı 
oder, wenn wir die positive Zahl n , <ı durch g bezeichnen, 


Qe le 


Una Un |= qi == 
Wn+t —1 2 |tn—1 


2 


Wn+t—1— Wn-1|, 


oder, wenn wir (9) und (rr) berücksichtigen, 
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Wn+t — Wn|| € qni — 08 | S qd? | Wn4t—2 — Wn—2)| S Loi — Wp |< 


xq? (| we} Et |) <Q? aT. 
Lassen wir hier nun » unendlich werden, so folgt aus qg<ı 


Tam: |205 42 — Wn || — 05 

n= ao 
w. z. b. w. Der im perfekten Körper W enthaltene Limes von (10) ist aber we- 
gen (8) und (ro) eine Wurzel von (6), und (6) ist in W reduzibel. Damit ist der 
erste Teil unseres Hilfssatzes bewiesen. — Dieser Teil ist ein spezieller Fall des 
allgemeinen KünscHÁK'sehen Satzes über algebraische Erweiterungen perfekter 
Körper. Auch der hier gegebene Beweis steht mit dem KürscHär’schen insofern 
im Zusammenhang, als die vom Herrn KürscHAK benutzte Hapamarp’sclie Un- 
tersuchung eine Verallgemeinerung des BERNOULLI’schen Wurzelapproximations- 
verfahrens ist, während unser Beweis eine Ausbildung desselben Verfahrens dar- 
stellt. Es wird sich übrigens weiter ergeben, dass die in unserem Hilfssatz be- 
trachteten algebraischen Erweiterungen perfekter Körper die einzig möglichen 
im archimedischen Fall sind, so dass damit in diesem Fall auch der allgemeine 
KürscHäAr’sche Satz erledigt ist. Im unarchimedischen Fall aber lassen sich 
zum Beweise des KürscHAK’schen Satzes viel elementarere, von HENSEL herrüh- 
rende Methoden anwenden !. 

Um den zweiten Teil? unseres Hilfssatzes zu beweisen, nehmen wir an, es 
sei bei einer der in Frage kommenden Bewertungen von Z « = c\'°, wo « eine 
Wurzel der in W irreduzibeln Gleichung (6). Ist dann « die andere Wurzel, 
so ist |}@ =\e) wegen |«|.|«|—|c|. Es sei etwa l«l>læl. Dann hat die Folge 


der in W enthaltenen Elemente 


a\” 
i Sr | | 
QUE a 


t 
1 L 


Lou re 
für no « zum Limes, « wäre also im perfekten Körper W enthalten, während 


( [ri 
a 


€ 
I E 


die Gleichung (6) ja als irreduzibel angenommen ist. 

7. Der Vollständigkeitssatz. Ist der Körper R aller rationaler Zahlen archime- 
disch mit dem Index o bewertet, und ist a;(i — 1,2...) irgend eine ihm entnommene 
Fundamentalreihe, so bleibt a;(¢ = 1,2 ...) auch dann eine Fundamentalreihe, wenn 


1 Vgl. KÜRSCHAK, a. a. O., S. 218. 
* der sich auch auf den allgemeinen von Künscnák a. a. O. behandelten Fall ausdehnen lässt. 
Vgl. A. Osrrowsk1, Uber sogenannte perfekte Körper, Crelles Journal, B. 147. 
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R mit irgend einem anderen zulässigen Wert von garchimedisch bewertet wird, denn 


aus Lim |a „+:—a,|?=o folgt Lim [a54.;— a5|* — o und umgekehrt (0<g<r;0o<g'<r). 


"mE n 
Betrachten wir also den Kórper W aller reeller Zahlen, der den derivierten Kór- 
per von À bei o — x darstellt, und ordnen wir jeder Zahl a von W die positive 
Zahl |a|? zu, so wird der sich so ergebende bewertete Körper W, als der deri- 
vierte Körper von R bei der Bewertung mit dem Index o betrachtet werden 
können. Im Körper W gibt es nur irreduzible Funktionen zweiten Grades von ei- 
ner Unbestimmten und es genügt eine Wurzel einer von ihnen, etwa von «*+1, 
zu adjungieren, um den Körper Z aller komplexen Zahlen zu erhalten, in dem 
es schon keine nichtlineare irreduzible Funktionen von einer Unbestimmten mehr 
gibt. Ordnet man jeder Zahl « von Z die positive Zahl |«|? zu, so stellt der 
so entstehende bewertete Körper Z, zugleich einen perfekten Körper dar, weil 
Z, es ist. Von Z, gilt nun der wichtige Satz: der Vollständigkeitssatz. Es 
gibt keinen archimedisch bewerteten Körper K, der einen Körper Z, zum Unterkör- 
per hat, chne mit ihm identisch zu sein. 

Nehmen wir in der Tat an, es gebe eine bewertete Erweiterung K von Z,, 
und es sei æ ein in K aber nicht in Z, enthaltenes Element. Es sei die untere 
Grenze der Zahlen |x— «|, wo « alle Grössen von Z, durchläuft, gleich m. Dann 
gibt es eine Grösse A aus Z,, so dass |v— 4, — m ist. Denn sonst müsste es 
eine Folge der komplexen Zahlen c; (i = 1, 2, .. .) geben, so dass Lim |«—a,|=m 


n=0 
ist. Die komplexen Zahlen «; müssten aber dann eine Häufungsstelle A haben 
mit |x— 4|— m, denn die absoluten Beträge der Zahlen «; sind begrenzt, we- 
gen |c;|€|z|4|vx—c;. Das Element x— 4 von K, das wir durch y bezeich- 
nen, hat dann die Eigenschaft, dass für alle Grössen « aus Z, |y—a|>|y|= m ist. 

Wir schalten nun den Beweis folgender Tatsache ein: Hat ein nicht in Z, 
enthaltenes Element z von K die Eigenschaft, dass für alle Elemente « von Z, 
z— al>|z| ist, so ist |z—|- |z| für alle Elemente « von Zp, für welche | «| < 
«|z| ist. Denn es sei a ein Element von Z, mit |a| «|2| und e, —1,&;, .. ., & 
die sämtlichen n-ten Einheitswurzeln für eine beliebige natürliche Zahl ». Durch 


Multiplikation der Relationen |z— s&ja| 2|z| (292,3, ..., n) erhalten wir 
nm. an | 
e zm I >|» n—l 
Zap m 


Daraus folgt 
2 —-a\.\zm = | 2” — a” | <\le ntiq nm 


Dies ergibt aber nach Division durch 2” fiir n — c 
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el 


: a |\* 
- < Lim |ı + | | EIS 
z noo 2 
| 


Aus |z—a|< z| und |z2—a|>|z| folgt aber |z2— a| — zl, w. z. b. w. 

Ist also für ein Element « von Z, o € «| «m — y|, so ist y —a| ==]. 
Andererseits besitzt auch y —« die Eigenschaft, dass für kein Element a von Z, 
y—«-—a|€|y—«|- m sein kann. Also ist, immer wegen |«| «m, |y—«— al = 
—lyl, |y—2ze|=|y|. Daher besitzt auch y —2« jene Eigenschaft, dass für 
kein Element a von Z, |y —2«—a|«|y —2«|- m sein kann. Daraus folgt 
wieder |y —3«,— m u. s. w. So kommen wir zum Resultat, dass für jede natür- 
liche Zahl » |y—m«|-|y|-m ist. Dies ist aber unmöglich. Denn aus (II) 
folet dann 

2M — |y —n«| + iy! 2 |ma|—m? |a), 


wo die rechte Seite mit n unendlich gross wird, während 2 m konstant ist, w. z. b. w. 

8. Beliebige archimedische Bewertungen. Es sei nun K ein beliebiger archi- 
medisch bewerteter Körper und o der Index der Bewertung des in ihm 
enthaltenen bewerteten Körpers R. Dann enthält der derivierte Körper K 
von A den bewerteten Körper W, (oder einen zu ihm analytisch isomor- 
phen). Enthält nun K eine Wurzel ; der Gleichung 2°+ı1=o, so ist in 
K eine bewertete algebraische Erweiterung von W, (oder von einem zu W, 
analytisch isomorphen Unterkórper von X) enthalten, welche nach dem zwei- 
ten Teil des Hilfssatzes in 6. mit Z, analytisch isomorph ist. Ist aber 2° +1 in 
K irreduzibel, so adjungieren wir zu K eine Wurzel von +? + 1 und bewerten 
den so entstandenen Kórper K nach dem Hilfssatz von 6. Dann muss K einen 
mit Z, analytisch isomorphen Unterkórper Z, enthalten. Nach dem Vollstündig- 
keitssatz füllt aber K mit Z, zusammen. Denn sonst kónnten wir aus K, indem 
wir in ihm alle Elemente von Z, durch die entsprechenden von Z, ersetzen und 
eine entsprechende Modifikation in seinen Kompositionsgleichungen ausführen, 
eine bewertete Erweiterung von Z, erhalten. Also ist K mit einem Unterkörper von 
Z, analytisch isomorph. Ist umgekehrt K mit einem Unterkórper von Z isomorph, 
und ordnen wir jedem Element von K die Bewertung zu, die das ihm entsprechende 
Element in Z, hat, so entsteht eine archimedische Bewertung von X. Wir wollen auf 
diesen Zusammenhang zwischen den archimedischen Bewertungen von K und den iso- 
morphen Beziehungen von K und den Unterkórpern von Z näher eingehen. Eine 
isomorphe Beziehung Ww zwischen X und einem Unterkörper von Z sei eine Per- 
mutation von K in Z genannt. Das dabei einem Element a von K entsprechende 
Element W(a) von Z sei das Bild von a genannt. Zwei Permutationen U und wv 
von K in Z seien konjugiert komplex genannt, wenn die Bilder (a) und w (a) 
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für jedes a aus K konjugiert komplex sind. Endlich nennen wir eine Permuta- 
tion Ww von K in Z reell, wenn die Bilder sämtlicher Elemente von X reell sind. 

Aus jeder Permutation # von K in Z kann man nun nach dem Obigen eine 
archimedische Bewertung von K herleiten durch die Festsetzung a) —|w(a)|°. 
Ergeben auf diese Weise zwei Permutationen und #’ von K in Z eine und 
dieselbe Bewertung von K, so muss für alle a aus K |wW(a) |? — |" (a)|®, | (a) |= 
— |w/(a)| sein. Sind hier v und W' zwei werschiedene Permutationen, und ist etwa 
für ein a aus K W(a) — « + Pi> W(a)=y+6di=a + Bi, so muss für jede rationale 
Zahl m |m + « + 8i| —|m 4- y + di| sein, woraus « — 7, 9 — —6 folgt. Ist für 
ein beliebiges anderes Element 6 von K w(b) —w + bi, u/ (b) — r + 9 i, so folgt für 
zwei beliebige rationale Zahlen m und n |m v'(a) + n v (b) | = | m V" (a) + m v" (b)], 
(ma + nw) 4 (m--nb) —(ma-nrf?-(—mj--n93).  Berüeksiehtigen wir 
noch, dass jedenfalls w=r, b — + 9 und dass wegen w (a) + W (a) B zo ist, so 
folgt endlich b=— 9, d. h. die Permutationen t/ und W sind konjugiert komplex. 

Zusammenfassend erhalten wir folgende Sätze, durch welche die Theorie der 
archimedischen Bewertungen erledigt wird: 

Jede archimedische Bewertung eines Körpers K, bei welcher der in K enthaltene 
Unterkörper R aller reeller Zahlen mit einem Index o bewertet wird, entsteht aus 
einer Permutation V! von K in den Körper Z aller komplexer Zahlen, indem für je- 
des Element a von K festgesetzt wird: 


|| — v (a) le, 


und umgekehrt entsteht auf diese Weise aus jeder Permutation von K in Z eine 
archimedische Bewertung von K. Zwei verschiedene Permutationen von K in Z er- 
geben dann und nur dann eine und dieselbe Bewertung von K, wenn sie konjugiert 
komplex sind. Die Anzahl (bzw. die Mächtigkeit) aller solcher Bewertungen von K 
ist gleich der Anzahl (bzw. der Mächtigkeit) seiner reellen und der Paare seiner kon- 
jugiert komplexen Permutationen in Z. 

Ist z. B. K =R(a), wo « eine algebraische Zahl ist, so ist die Anzahl aller 
einem bestimmten Index o entsprechenden Bewertungen von K der Anzahl der 
reellen und der Paare konjugiert komplexer Wurzeln der in Rirreduziblen Gleichung, 
der « genügt, gleich. Jeder archimedischen Bewertung von K entspricht eine 
mit jener irreduziblen Gleichung verträgliche Festsetzung des absoluten Betrages 
von « und von allen aus « rational ableitbaren Zahlen. 

Die spezielle Wahl von o ist offenbar unwesentlich, denn jede algebraische 
und Limes-Relation zwischen den Elementen von K, die für irgend ein o gilt, 
bleibt gültig auch für jedes andere zulässige o. Aus unseren Resultaten ergibt 
sich daher die Folgerung: 
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‚Jeder archimedisch bewertete Körper lässl sich auf einen Unterkörper des Kör- 
pers aller komplexen Zahlen so abbilden, dass dabei sowohl alle algebraischen als auch 
alle Limesrelationen bestehen bleiben. 

Nennen wir nach STEINITZ einen Körper algebraisch abgeschlossen, wenn in 
ihm jede algebraische Gleichung mit einer Unbekannten eine Lösung hat, so folgt 
insbesondere aus dem Vollständigkeitssatz: 

Jeder archimedisch bewertete perfekte und algebraisch abgeschlossene Körper 
lässt sich auf den Körper aller komplexer Zahlen so abbilden, dass dabei sowohl alle 
algebraischen als auch alle Limesrelationen bestehen bleiben. 

Damit ist eine merkwürdige Charakterisierung des Körpers aller komplexer 
Zahlen gewonnen. 

Marburg a. d. L. April 1916. 








ESSAI SUR LES FONCTIONS ® DU QUATRIEME DEGRÉ. 


Par 
PAUL APPELL 


à Panis. 


Deuxième partie. 


XIV. Sur un problème préliminaire d’algebre. Dans la premiere partie de 

ce travail, j'ai considéré des fonctions du type général suivant. Soient z,,2;,.. 

.%, des variables complexes et » une constante donnée dont la partie réelle 

est négative. Les fonctions considérées sont des fonctions uniformes P, holo- 

morphes ou méromorphes, de x,, %,,...%n, qui admettent, par rapport à chaque 
variable, la période 27 et qui vérifient, en outre, la relation 


(as) PR db ER sch Gye ian oot Eon) Cao nM ca S vh CAA 


où « est un entier positif, négatif ou nul. En ajoutant une variable de plus 
1541, on peut toujors ramener le cas général au cas où « est nul; il suffit 
en effet de poser 


(rer sumus © 0.0 eso dope) ne og HET) 


pour que cette fonction admette la période 277 aussi par rapport à x54: et vé- 
rifie la relation 


(36) GE es (o em ee. an NEA) 


Pour le développement de cette théorie et en particulier pour l'étude de la 
transformation, il importe de résoudre la question suivante, dans laquelle w est 
une constante quelconque différente de zéro: 

Former toutes les fonctions uniformes f de n variables complexes x,, x 
vérifiant la relation unique 


accor yea 


(37) f(x, ap (Dn tty t= 2D Bra motion Go clo ZO RENDER — Na TE) 
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Nous résoudrons cette question à l’aide d’un changement de variables. Po- 
sons, pour abréger, 


- GE 5 x. (2, —0o 
X, — 1 X, — IST = ) 5 
(e naci y 
ro EXE =o) r2)-..[r,—(n—2x)w] 
pv I.2....T. 0” i 


Si l'on désigne en général par la notation 
EEE) 
la différence 
PGO NT aoc ep se Eos) =U (GR de oco» 6255 
les fonctions X, sont des fonctions de x, telles que 
T=AR,, NEE Xe erh D EB 


Conservons alors la variable x, et introduisons, à la place de 2,,%,,...,%n, 
d'autres variables y;,y,,..., y» définies par les relations 


E eme 
$5; —Y1 + 0X5, 

(38) a 
Ta = Yi + ys Xi ya Xo oX,, 





Ty — Yn +Yn—1X, + Yn_2X, + cca + Yn—pdp + SE sr 3/3-Xn —2 FOX N. 


On obtient les nouvelles variables, en fonction des anciennes, en résolvant 
ces équations par rapport à y;, 43,.-.,Yn- On peut alors calculer 4y;, 4y,,. 
.., Fyn; toutes ces quantités sont nulles; c'est ce que nous allons vérifier direc- 
tement sur les équations (38). En effet, la deuxiéme des relations (38) donne 


AT, = Ay, + odX;; 
mais on a 


Ef — AX, = X,, 
on a donc, d'après la premiere des relations (38), 


AY3 = 0. 
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La troisième des relations (38) donne alors 


Aa, = 1y,+ 4,4 X&, oz Xs 


mais on a 


on a done 
Lo = Ay + Y: + UX>, 
ce qui, d'après la relation précédente [deuxième des relations (38)], donne 
AY; = 0. 


La quatrième des relations (38), traitée de la même façon, donne, en vertu 
de la précédente, 


AY, = 0. 


En général, ayant établi que /y,,...,/yp—i sont nuls, on tire de la jc 
des relations (38), 


An Up Up il At Yp 2 Me, I... tf, A Ap 9 1 OA Dips 
mais on a 
Im ENT, [Ko Nes been Auen Nee 
on a donc 
£y—i- yp t Yr—1 + w-eXı +... + Xp-3 + o Xp, 


ce qui, d’après la (p—r)""* des relations (38) montre que Ay, — o. On arrive 
ainsi, de proche en proche, à ./y, — o. 


En résumé, la substitution qui remplace 


par 
Gece, ae) cieg WERDE LOSS 


laisse invariables les quantités 


Yo, Was 5 Ym- 
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Soit alors 


(39) IE 05 Sota): 


une fonction uniforme de 2,, æ,, ..., an. Par l'effet du changement de variables 
(38), elle devient une fonction uniforme 


(40) fx» Y2> 35 - -- Yn] 
de %,, Yo,---,Yn, et la relation (37) devient 
(41) f[*, TION Y laren » Yn] LE rate Vase » Yn]. 


La fonction (4o) admet donc, par rapport à x,, la période o. Inversement, si 
l'on prend une fonction uniforme (40) de x,,y;,...,Yn, admettant, par rapport 
à x,, la période w, cette fonction exprimée en x,,4,,...,2 devient une fonction 
uniforme qui vérifie la relation (37). 

En particulier, pour qu'un fonction entière de &,,%,...,%n vérifie la rela- 
tion (37), il faut et il suffit que, dans le systeme des variables z,,5,.y;, .. .. y». 
elle devienne une fonction entière admettant, par rapport à x,, la période w. 


Comme application, cherchons à déterminer le polynöme 
ROH) 


le plus general en z,,2,,...,2c», vérifiant la relation (37). Par le changement 
de variables (38) ce polynöme devient un polynöme 


(42) P[*y, yos a: - - - »Yn] 
en 2%, Ys,---, Yn admettant la periode © par rapport à 2,: 
Pia, + wo] = Pk: 


Mais, pour qu'un polynôme P[z,] vérifie une telle relation, il faut et il suffit 
qu'il ne renferme pas z,. Done le polynôme (42) est indépendant de x,, et l'ex- 
pression la plus générale des polynômes cherchés est 


P [y:, Vs; E Yn]; 


c'est-à-dire un polynôme arbitraire en Y,,%3,. - . , Yn- 
En résolvant les équations (38) par rapport aux y, on trouve (»— 1) poly- 
nómes particuliers vérifiant la relation (37): 
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Yai — Bea) 


Ya = Parti, Tr, 2); 


A ae 





Le polynôme le plus général vérifiant la relation (37) est alors un polynôme 
quelconque composé avec ces polynômes fondamentaux. On peut remarquer que 
le polynôme P, est du degré p en x, et du premier degré par rapport aux autres 
variables &,,%;,...,%». Les équations (38) étant homogènes en o, 2,, 37, ...,%n, 
Vas Mao son, les polynómes P, réduits au méme dénominateur sont rationnels en 
w et ont pour dénominateur w?—!. 

On voit par un raisonnement analogue que toute fonction rationnelle 
R(&,, %,...,%) vérifiant la relation (37) est une fonction rationnelle de 
Vas las - n et inversement. 


Dans le cas particulier n — 4, en appelant x, y, z, t les quatre variables a5, 
z,,2,,2,, on trouve, tout calcul fait, les expressions suivantes de y,, y,, y, par 
trois polynómes fondamentaux: 


z(x— co) 
y;—P.my) —y— eee 

x (x +w)x(x — w) 
Bene) zen 2:7 ESQ ee 

2 (&+o)z  (x42o)(x-4- w)x(x — w) 
y,— Pim y mt—t—-2 +4 DR Ar de LE 


Le polynôme le plus général P(x,y,z,t) vérifiant la relation 
P(x+o,y+tz,2+y,ti+z2)=P(x,y, 2,1) 


est un polynöme arbitraire en P,, P, et P,. 


Remarque. Les polynômes précédents sont entiers en 2,,2,,...,2%n et seule- 
ment rationnels en w. Mais il est évident que pour obtenir le polynôme le plus 
général entier en w,2,,#,,...,%, et ne changeant pas quand on ajoute chacune 
de ces lettres à la précédente, il suffit de prendre le polynóme le plus général en 


ne 


XV. Première application: dérivées partielles des fonctions F. Soit une fonc- 
tion F(x,,zx,,...,x,) possédant, par rapport à chaque variable, la période 277 
et vérifiant la relation (36). Quand » — 5, nous avons formé, dans le $ XII de 
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la première partie, des combinaisons entières des dérivées partielles de F possé- 
dant ces mêmes propriétés. Le résultat que nous venons d’obtenir permet, pour 
n quelconque, de former toutes les combinaisons entières des dérivées partielles 
du premier ordre possédant ces mêmes propriétés. 
En effet, désignons par 
F 
avec un trait, la fonction 


F(%, +o,% TEL, £n-l- 3n—31), 


par £, F,,...,PF&4 les dérivées partielles de F par rapport à 2,,2%,,-.., 458b 
par F,,F,,...,F, ce que deviennent ces dérivées quand on y remplace 


tn 


Bar 
One 1e 
L’equation 
HET 
donne par dérivation 
TEST 


DES A F1 + FE, 


Formons alors un polynóme entier en 
JD pd itti 


qui ne change pas quand, laissant 7, invariable, on augmente chacune des autres 
lettres de la précédente. Nous obtiendrons le polynöme le plus général P rem- 
plissant ces conditions, en prenant le polynôme entier en «o, wy,, o? ys, ..., 
w”—=?y„—ı du calcul précédent et en y remplaçant 


par 


H 1 
JE RATS I CRAN . 
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Le polynôme 
TOUTE on) 


ainsi obtenu est le polynôme le plus général, formé avec les dérivées premi- 
ères, conservant la méme valeur quand une des variables x, augmente de 2:72 ou 
quand 2,,7*,,..., X, sont remplacés par %, +, %,+ 2%, ..., Int &n-ı. 


XVI. Sur les zeros des fonctions précédemment définies. 
L'étude des zéros des fonctions 


TE (code 2 een) 
admettant la période 2,ri par rapport à chaque variable et vérifiant en outre la 
relation 
(43) SE Ge SE PL TL Ce) (ren nica nay) 
conduit à des fonctions de même nature, d'un nombre moindre de variables. 


A. Soit d’abord une fonction analytique uniforme f(x,y) de deux variables 
x et y, vérifiant les relations 


IN err ra 
y 27) = 12,9), 
i 


(44) ‘ 
mee y+ x) = (x, y), 


Considerons l’equation 
f(x, y) = 0 
qui définit y en fonction de x. 
Supposons que, pour une valeur de x, cette équation admette, dans une 


bande du plan des y limitée par deux parallèles distantes d'une période 27:7, 
les solutions 


qui(x) qx) .-.. Pn(t), 

elle admettra, dans le plan entier des y, les solutions 
yi = Pı(®) + 2k 7, 
Ya = qux) + 2k, 20, 


1n — Pn(%) ar 2KnTi, 
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Quand x augmente de 2:77, ces solutions se permutent entre elles. 
D’après la troisième des relations (44), quand x augmente de c, les novelles 
solutions sont, dans un autre ordre, 


han Jo on and edge bs 
Done, les dérivées secondes des y,, y;, ..., par rapport à x, 


yi = Pı (x), y? —9 (x), +, yn! = qu (m), ... 





forment un ensemble dont les termes se permutent quand x augmente soit de 





2::1, soit de w. Les fonctions symétriques de ces dérivées secondes sont des 
fonctions uniformes doublement périodiques, aux périodes 2:ri et c. 





C'est ce qu'on peut vérifier par dérivation directe de l'équation 
f(a, y) EON 


en caleulant y' par la formule des fonctions implicites. 
Soient, par exemple, 0,(x), #,(x), ..., #,(x) des fonctions 6 elliptiques, aux 
périodes 2:;ri et w vérifiant des relations telles que 


0, (x + 271) — 0, (x), 0, (x + w) — e- *»*0, (x) 
(p; 5.350.599) 


les quantités c,, «;,..., «y étant des entiers positifs. 
La fonction 


f(x, y) =C,e%4 0,(x) + C409 0, (2) + ---- +, ep%0, (x) 


où les C, sont constants, vérifie les relations (44) et les fonctions y de x définies 
par l'équation f(x,y)-— 0 possédent la propriété que nous venons d'indiquer. 

B. Soit maintenant une fonction uniforme F(x,y,2) de trois variables, vé- 
rifiant les relations 


(rer, y 2) Ex 2)ys 
EM (Gait 2G 8,12) es TAE CON 


— 

ATS 

Wn 
— 


| 
| Fr 4, % + 276%) =#(%, 9,2), 
(F(ato, yz, za y) = F(a, y,2). 
Admettons que l’equation en z, 


F(a, y, 2) — 0, 
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ait, à la période 27 pres, les solutions 
a — qu, y); $3 — (p. (xr, y); Soon EL Qn (X, y); 


Ces' solutions se permutent quand x ou y augmente de 27; d'après la 
dernière des relations (45), les fonctions q,(x--o, y+) sont, dans un certain 
ordre, égales à 


Aal Bells coop far Up 
Done les dérivées secondes des z, par rapport à y, 


m Pp, , 0* py i On 
Fi 0a ; 


= "rr 2 PE TE 


qu SUV beat avy? 


forment un ensemble de fonctions qui se permutent, quand on change x en 
x +27, ou y en y - 2;::i, Où z en z4- o et y en y - x. Les fonctions symétriques 
de ces dérivées secondes sont done des fonctions uniformes de x et y, vérifiant 


les relations (44). 
C'est ce qu'on peut vérifier par dérivation de l'équation 


EM eee) — 0: 


C. Soit G(x, y,z) une autre fonction vérifiant des relations de la forme (45). 


Considérons les deux équations simultanées 
T0 (zo) ette G(x, y, z)=0 


qui définissent y et z en fonctions de x. Admettons qu'en négligeant des mul- 
tiples de 27 ajoutés à y et à z, ce système admette un ensemble de solutions 


(en); (dis Zale OR (sa 
Les dérivées secondes de ces solutions par rapport à x, 
I I i sm oil I 
(U 1» € 1); (93. 2), sepes (Yn, Zn); o OL 


forment un ensemble déterminé. 
Quand x augmente de 2x1, ces dérivées des solutions se permutent. 


D’après la dernière des relations (45), appliquée aux deux fonctions F et G, 
quand x augmente de w, les solutions sont, dans un autre ordre, 


(yi 5, 2, - 91); (921-5, 24-92); 5 


leurs dérivées secondes par rapport à x sont, dans un autre ordre, 
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Donc les fonctions symétriques des y",, si elles existent, sont des fonctions 
uniformes de x, doublement peras aux périodes w et 2;ri. 

Puis, si l'on désigne par z'", et y", les dérivées troisièmes par rapport à x 
les fonctions symétriques des quantités 





ou 


DEE NE 


sont des fonctions uniformes de z, doublement périodiques aux mémes périodes. 
Les dérivées premières par rapport à x sont, dans un autre ordre 


(y ee at ays (y; + I, 2,19) su. 


Si donc on considère le polynôme 


qui, d’après les considérations du N° XIV ne change pas quand y croît de r et 
z de y, les fonctions symétriques de 


P(y, 21), P2: 2. 


sont des fonctions uniformes de x doublement périodiques aux périodes 277 et c. 
D. Prenons, en général, une fonction F(z,, z,, ..., z,), admettant par rap- 
port à chaque variable la période 277 et vérifiant la relation (43). L'équation 


(46) HE ois te =O 


définit z, en fonctions de z,, 2,...,%,—1. Admettons que, dans une bande du | 
plan des 2, limitée par deux parallèles distantes de 277, cette équation admette 
des solutions 


(2, à): mu Aio; M PEE T) 


(a) 0a: To, sees Tn—1) 


Dans le plan entier des a,, elle admettra les solutions 
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(Eo een) 2 lo zul 
(CN = GH Cha ERIS 50 ce) OS 


k,,k,,... désignant des entiers quelconques. Quand l'une des variables x, x,, 
...,€,4—; augmente de 277, ces solutions se permutent entre elles; quand x, 


augmente de w, x, de a, ..., x, 1 de z,—» les nouvelles déterminations des 


fonctions g,, ~., ... sont, dans un certain ordre 
(Gea) ar oes (tn): Une 


Done les dérivées secondes des (x,), par rapport à oz, 


2 2 
(ou ) = d fi , nk = d Pe ? 
dnte 4a Edita n 
forment un ensemble de fonctions de z,, x,,...,%,—1 qui se permutent quand 


on ajoute 277 à l'une des variables et quand on change 


Lis Los + 5 Un—1 
en 
HS rare onen 
Les fonctions symétriques de ces dérivées secondes (x",,),, (x',),, ... sont done 
des fonctions uniformes de z,,2,,..., 2,—, laissées invariables par ces mêmes 
substitutions. 


En résumé, si l'on résoud l'équation (46) contenant » variables par rapport 


à v,, les fonctions symétriques des diverses déterminations de 


Oz, 
Ori 


sont des fonctions uniformes @(a,, x,, ..., %,—1), de n—ı variables, admettant 


la période 217 par rapport à chaque variable et vérifiant la relation 
D(x, ag CO) OED ate Maly) ee) (ais Vay vary $279); 
analogue à (43). 


E. Prenons enfin le cas le plus général. Soient F,, F,, ..., Fr—p, n—p 
fonctions de z,, $,,..., x,, admettant la période 277 par rapport à chaque vari- 
15 Lo , | | 
able et vérifiant la relation (43). Les équations simultanées 
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| EN C o ran) 0 
(47) J F,(x,, Xo, 2-5 25) E) 
Uy cepe nal Des 


définissent z,, &n-1, ..., %p+1 en fonctions de z,,2,,..., xp. Soient 





(*»*1» = int, XZ, -.-, xp) 

| 

NE. Sosy era os dh) 
8 J p+2,1 1 2» er} 
(48) | U 

| 

| Xn,v = (fn—p,v (eo. > Los: + + » Vp) 


JU 99 Sen: 


, 


un des systémes de solutions: ces systémes de solutions sont déterminés à des 
multiples de 2ai prés; ils se permutent quand on augmente z,, x,,... ou 
Lp de 2702. 

Quand on change 2,,%,...,% en %,+W, %+2%,, ..., Xp Tp_1 COS Sy- 
stémes de solutions deviennent, dans un autre ordre 


Tp+1,v + Up, Up+2,y ak Tpo+l,vy 5255 Tn,v t+ Tr—1,¥ 


a des multiples de 27 prés. Désignons par des accent les dérivées partielles de 
ces solutions par rapport a z,. Les dérivées premières 2'541,,. 542, -.., 
zh,» forment un systeme déterminé de solutions, et quand z,, æ,, ..., 2p su- 
bissent la substitution 


(49) % 70, %ı 1%, .-., Cp Xp—1 


ces derivees subissent la substitution analogue 


(30) Erben ar rs Er y + Geese a fe To Far sen 

Soit alors | 
JE Cols cst Ay deo o o 2:1) 

le polynôme le plus général en 2',+1, 25,5, ..., v, laissé invariable par la sub- 


stitution (50) qui consiste à remplacer 


4 et J 
Tp+1; Upt+2,-+--,;Un 


par 
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bo 
© 
-I 


al pl s! al al . 
vT5»41-4- I; Vpr2d Xpei, in en: 


on sait former ce polynôme d’après la methode du N° XIV en prenant « — 1 et 
enkdesienanvzleshvariablesar,, Ga, 5 9 uc p S DOE t5 3151/0: 990] 131 Line 

Les diverses valeurs P, que prend ce polynóme pour les divers systémes 
de solutions des équations (47) sont des fonctions de &,, v,, ..., vj qui ne font 
que se permuter quand ces variables augmentent de 2:;ri ou subissent la substi- 
tution (49). Toute fonction symétrique des diverses valeurs de ce polynóme est 
done une fonetion uniforme 


Dia Et) 


qui admet pour chaque variable la période 277 et qui est inaltérée par la sub- 
stitution (49). 


XVII. Deuxième forme des fonctions ©; transformation. On sait que les 
fonctions 0 elliptiques, sont susceptibles de deux formes différentes, suivant le 
rôle particulier que l'on fait jouer à l’une ou à l’autre des deux périodes. Ces 
deux formes sont ordinairement désignées par les notations 0 et 9. Un problème 
de même nature se présente pour les fonctions © de degrés supérieurs. 

J’ai amorcé la question dans les Comptes Rendus de la Séance du 7 sep- 
tembre 1914: je vais, comme dans cette note, prendre d’abord les 9 elliptiques, 
sous le point de vue actuel, afin de suivre la même voie dans le cas général. 

A. Soit donc 


] 


= D zii 
nm [RTE + pnlo+ (an 4- 8)a 


0(r)— > e 


une fonction 0 où « et 9 sont des entiers, v» o. Cette fonction vérifie les re- 
lations 


O(a+20i)=O(x), O(a + w) = et (x). 
Posons 


(51) f(x, y) = e*"0(x); 


cette fonction entière vérifie les trois relations 


f(x +2, y) — f(x, y) 
(52) f(x, y+2xi) = f(x, y) 
I(x 4o, y t x) — f(x, v). 


Acta mathematica. 41. Imprimé le 8 décembre 1917. 35 
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Faisons le changement de variable (38) qui consiste a conserver x et à poser 


(53) UE LEGE ce ro 


y, étant la nouvelle variable qui remplace y. On a alors 
f(x,y) = fl, y] 


et d’après les résultats généraux du N° XIV, la fonction /[x, y,] admet la pé- 
riode w par rapport à x. C'est ce que nous allons voir directement. 
On a 





n= + pat zei) 
9 


To y) = ety > e* 


n=— ao 


x85 |o+tun+P)z 


Faisons le changement de variables (53); nous aurons, par un calcul facile 


Fr S D = (z m o) (z 4 n o—0)4 2(r4- n0) 
> e2® 


flo, yo] = et 
n=— a 
où la période w est en évidence, car ajouter w à x, revient à changer » en m 4 1. 
On peut alors éerire 


= SEES Qu met 
Fl, yo] = e% $2 dag € 


v=—ax 


avec 


© 
, 2vaci y 


vA, = > | enol 





a 2 ye E 
Dos (e+no) +(8 Eos 


ce qu'on peut écrire en ajoutant à l’exposant —2»mn:;r? 
a 2» zi 
> etna? + p—5— (e+no) 
oA, -3 fé nor) dx. 
Faisons, dans chaque intégrale, le changement de variable 


xr+no 
w 


Ure 


nous aurons 
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2: a+ (A a 9 5 irs 
+ (Bm—2o—2vn1,2 
Zi > | e? 2 / 


| dé; 
iS 
n 
c’est-à-dire, d’après une transformation classique 
» au a 
—_ 24 Bo —— a) — 208 |e 
(56) 2d — ero ( 2 ' d£, 
e 


la variable d'intégration étant réelle. Cette derniére intégrale, portant sur une 
exponentielle dont lexposant est un trinóme du second degré, est bien connue. 
En terminant le calcul, on obtient la formule de transformation cherchée. 
B. La méme méthode s'applique aux fonctions © de degrés supérieurs. 
Nous nous bornerons à l’exposer pour les fonctions € du quatrième degré. 
D'aprés des notations déjà employées, désignons par «, 9, 7, Ó des entiers 
dont le premier est positif, et posons 








me) Ne er SEU „An oA, 
X421 304 1272 12 
nm 90+ 2) — p(t) =o OO La D ya + à, 
IS) 2 
; : x A(A—1), 54 
PB) = 9, (4+ 1)— @, (A) =a Sec ES ts 


($3(4) = p,(2+ 1) —p,(1)= «A4 B. 


Soit » un entier quelconque, la fonetion © la plus générale du quatriéme 


degré est 
(. 2.0.2 n = o 
4) UN I SM .opm)+xy (n) + y op, (n) +2 —, (0) 
a X 7 1 2 3 . 
a, D, 7; Ô = 





Introduisons une quatrième variable {, en posant 


WW, X,Y «| 


a, B, y, 0! 


T2 (Ero fy nt) SCL) | 


Cette nouvelle fonction entière F possède la période 27 par rapport à chaque 
variable et vérifie la relation 


F (zx-- 0,9 4 2,24 ,i- 2) =F (x,y,z, t). 
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Ceci rappelé, faisons le changement de variables indiqué au paragraphe XIV: ce 
changement consiste à conserver x et à remplacer 7, z,t, par trois nouvelles va- 
riables y,, y,, y,, définies par 














IB Ag). 
Y= + 20 
m 5 x (z—o)(r—2o) 
(55) e Jupe : 2.302 
z— a(a% — ©) (a — 260) (x — 360 
i=y, deus T ys = 2) ar 2) su). 


20 2.3.40? 
La fonction F (x, y.z,t) devient alors une fonction entière 


Ft, Vs Yale 


qui admet, par rapport à x, la période c. C'est ce que nous allons vérifier. 
Le changement de variables donne une expression de la forme 


(56) Fe, yo, Yas Ys] = ent S entm, on, 


n 


où l’exposant est ordonné par rapport à y,, y,, Y,, les quantités u, v, ww ayant 
pour expressions 


AT 


20" 


u=p(n)+ x (n) + 


x (x — o) (x— 20), "does EX 


ip SER age 
2.30 3.4 0* 











E dee 
o = qun) gn) += a, 
w — ps(n) + Sa. 

e 


D'aprés la théorie élémentaire des différences, on a 





pln +) = pln) gu) 0 r) + rd 
‚A(k—ı)(h—2)(h ) 
BU I.2.3.4 Pa(n) 


: x . Et: ET 
En faisant ^ — ^, on voit que les quantités wu, v, w qui dépendent de x et 
(e 
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de n sont des fonctions de la seule quantité «+nw, qu'on peut écrire comme 


il suit 


x x+nw 
2 — n + |= (^ = E 


(u) () 
qi c-r ze) 
v=p,|n+-)=p > 
fe | = N: | (a) 
T v e : zn, 
v= P, |n + = , 
Ps (a) Ps [(7) | 


l’exposant dans la série (56) est done une certaine fonction de ++ nw 


x+nw 
UW + VY, + Wy, = W [ -— | 
(12) 
en posant 
extn "| e+ no) x+ NW IT + nw 
57 U — | 2o | | + $5 | Se - , 
(57) | Sag Ale: RA ees Use (mom 
et l'on a 
neun (re, 
7 3 
Play, Valet. Nie Me 
n=—o 


Il est alors évident que la fonction P [z, y,,y:,y,] admet la période w par 
rapport à x, puisque le changement de x en v c» donne le même résultat que 
le changement de nen n+1 dans la série. On peut done écrire 

E 2vazzi 


v=+ 
4 
F[z, yo, Ya yi] — et D Are © 


y=—D 


A, étant une fonction entière de y, et y,. Ce coefficient est donné par la for- 
mule classique 


[0] 


OS ar) 2vnci bano 
M = WE E 
wA, = N e o SEN @ ) dx: 
n=—o« 


comme n est entier, on peut, en ajoutant —2»n;ri à l’exposant, écrire 


e 
^ 


t+no c+tno 


"Al —9»vmci 
oA, — > € ER *e( e ) dx. 


ne 
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Mais alors, en faisant, dans chaque integrale, le changement de variable 


x+now = 
= ts 
-5 





[0] 
on a 
nl 
A, = > e—2rris+ wl qE 
"n 
et enfin 
+0 
A je (DUET 
=o 
- o . | 
by [esum e D ES 


(58) 
e 


la variable d'intégration étant réelle. 
Le coefficient A,, fonction entière de y, et y,, est ainsi exprimé par une 
intégrale définie, dans laquelle l'exposant de e est un polynóme du quatriéme 


degré par rapport à la variable d'intégration. 
Le coefficient A, étant calculé, on a la nouvelle forme de la fonction ©: 


lw, 1, 9,2 
5 e? t () | YT | eu SY Aye o 
(59) a, ß, 7, à. zz 1 , 


ce qui, en vertu des relations (55), réalise la transformation cherchée. 
Dans le numéro précédent, 


XVIIT. Remarque sur une intégrale définie. 
nous avons rencontré une intégrale définie portant sur une exponentielle dont 


l'exposant est un polynóme du quatriéme degré. 
Considérons, d'une maniére générale, une intégrale définie de la forme 


+ c 
D, (z, y, 2; t) — out | o q(u) 4 z q, (uty, (u) tz y, (u) 2v ut dai N 


(60) 
—® 


» désignant un entier et la variable d'intégration w étant réelle. Cette intégrale 


est une fonction entière de x, y, 2, t, qui vérifie la relation 
D, (e+o,y+2,2+y,t+2) = 0, (x, y, z, t), 


comme il est aisé de le constater en changeant u en u +1. 
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Le changement de variables (55), conduit à un calcul analogue à celui du 
numéro précédent et transforme l'intégrale ®, en 
+ 


' oq (u+ +2, 9, /u 7) y put E —vaui 
| e M e Zu e 3731 o J 


D, [x, Yo, Ys, Ya] = Et du. 


LI 


— D 


En posant 


on trouve 
. + 
2vTxt M 
- N £ >. (& ©) — 9x Ei = 
O,[x, 9, V. Vi] — eue © — | e tm m GI 9) i$ 


— 


où, dans le plan complexe des £, l'intégration est faite sur une parallèle à l'axe 
des quantités réelles. Mais il est aisé de voir que cette intégrale conserve la 
méme valeur si on suppose la variable d'intégration £ réelle. L'intégrale 9, est 
alors le terme général de la série (59), donnant la deuxième forme de la fonc- 
tion ©. 


x] 


tut "mL hit id mn | 
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A. Einleitung. 


1. Die vorliegende Abhandlung schliesst sich an an eine in selbiger Zeit- 
schrift Band 40 vom Verfasser veröffentliche Abhandlung, die Abhandlung II der 
Serie.! 

In dieser Abhandlung II wurde an erster Stelle die Fundamentalabbildung 
jedes mehrfach (auch unendlich-vielfach) zusammenhängenden schlichten Berei- 
ches begründet mittels eines als Schmiegungsverfahren bezeichneten, auf unend- 
lich oft wiederholter Anwendung von Quadratwurzeloperationen beruhenden Ver- 
fahrens. Diese Fundamentalabbildung war eine unendlich-eindeutige Abbildung, 
indem jedem Punkte des gegebenen Bereiches unendlich viele Punkte der Funda- 
mentalkreisfläche, jedem Punkte dieser Kreisfläche umgekehrt ein und nur ein 
Punkt des gegebenen Bereiches entsprach. 

Gegenwärtig wollen wir nun den allgemein vorgelegten endlich-vielfach 
m-fach zusammenhängenden schlichten Bereich B solchen eineindeutigen konformen 
Abbildungen unterwerfen, durch welche derselbe in gewisse Bereiche spezieller ein- 
facher Gestalten (charakteristische Bereiche) übergeführt wird. 

Zu diesen von uns hier in Betracht zu ziehenden charakteristischen Bereichen 
gelangen wir durch Zugrundelegung entweder eines parabolischen oder eines ellip- 
tisch-hyperbolischen Orthogonalsystems von Kreisen. Im parabolischen Falle legen 
wir das Orthogonalsystem in seiner durch lineare Transformation erhältlichen ein- 
fachen Gestalt als orthogonales Geradensystem aller Geraden parallel der Achse des 
Reellen oder Imaginären zu Grunde. Der unendlich ferne Punkt ist dann der 





biger mehrfach zusammenhängender schlichter Bereiche nebst einer Anwendung auf die Bestimmung 
algebraischer Funktionen zu gegebener Riemannscher Fläche»; Acta Math. t. 40, pag. 251—290. Die 
Abhandlung III der Serie, betitelt »Der allgemeine Fundamentalsatz der konformen Abbildung 
nebst einer Anwendung auf die konforme Abbildung der Oberfläche einer körperlichen Ecke», ist im 
Journ. f. Math.» t. 147 (S. 67—104) erschienen. 
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gen wird das System durch lineare Transformation auf die Form eines gewöhn- 
lichen Geradenbiischels mit zugehörendem konzentrischem Kreisbüschel gebracht. Als 
Hauptpunkte des Systems wählen wir die Punkte o und o. Ausser den bereits 
dem Orthogonalsystem angehörenden Linien werden weiter unten noch die zu 
denselben isogonalen Trajektorien herangezogen, welche beim parabolischen System 
ihrerseits Geraden sind, beim elliptisch-hyperbolischen System jedoch logarithmische 
Spiralen. Wir erhalten so im ersten Falle das System l'aller Geraden der Ebene, 
im zweiten Falle, allgemein zu reden, ein von sämtlichen logarithmischen Spiralen 
mit dem Nullpunkte und dem unendlich fernen Punkte als asymptotischen 
Punkten gebildetes Liniensystem X, welches die Geraden und Kreise des Ortho- 


gonalsystems als Spiralen der Neigung null bzw. = enthalt. Der Neigungswin- 


kel wird dabei aufgefasst als der Winkel, unter welchem die betreffende Spirale 
das Geradenbiischel selbst schneidet. Je nachdem ob es sich um eine im einen 
oder anderen Sinne um den Nullpunkt gewundene Spirale handelt, werden wir 
den Neigungswinkel positiv oder negativ erklären. 

Die verschiedenen charakteristischen Bereichtypen, welche wir in dieser Abhand- 
lung allein in Betracht ziehen wollen, ergeben sich aus dem Liniensystem 1° bzw. 
X dadurch, dass wir aus diesem System, wenn m die Anzahl der Begrenzungs- 
linien des abzubildenden Bereiches B ist, m Linien ausscheiden, die sich gegen- 
seitig nicht treffen und deren einzelne ganz in einer und derselben Linie des Sy- 
stems /' bzw. X enthalten ist. Wir unterscheiden dabei hier im ganzen fünf Katego- 
rieen von Bereichtypen. 

Für die Bereichtypen der vier ersten Kategorieen ist im Gegensatz zu denen 
der fünften Kategorie charakteristisch, dass keine Begrenzungslinie durch einen 
Hauptpunkt des Systems hindurchgeht noch in einem solchen endigt. Eine Gerade 
kann auf diese Weise lediglich eine endliche geradlinige Strecke (geradliniger 
Schlitz) liefern, eine Spirale lediglich einen endlichen spirallinigen Schlitz, hingegen 
ein Kreis entweder einen unvollständigen Kreisbogen (kreisförmiger Schlitz) oder 
aber diese Kreislinie selbst in ihrer Vollständigkeit. (Kreislinige Begrenzungen 
können nach den getroffenen Festsetzungen lediglich dem System X entnommen 
werden). Es ist ferner klar, dass, sofern überhaupt vollständige Kreislinien an 
der Begrenzung eines charakteristischen Bereichs (der vier ersten Kategorieen) 
teilnehmen, diese Kreislinien entweder in der Zahl r oder 2 auftreten. Der Haupt- 
punkt des parabolischen Systems ist stets innerer Punkt des charakteristischen Be- 
reichs. Hingegen sind die Hauptpunkte des elliptisch-hyperbolischen Systems dann 
und nur dann innere Punkte, wenn keine vollständige Kreislinie an der Begren- 
zung des charakteristischen Bereichs teilnimmt. Andernfalls erscheinen einer oder 
beide Hauptpunkte vom Inneren des charakteristischen Bereichs ausgeschlossen. 
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Die erste Kategorie bilden diejenigen charakteristischen Bereiche, bei welchen 
nur Linien einer und derselben Schar des Orthogonalsystems selbst bei der Bil- 
dung der Begrenzungslinien teilnehmen. (Figg. ı bis 5, Pag. 311.) 

Die zweite Kategorie bilden diejenigen charakteristischen Bereiche, bei wel- 
chen beide Scharen des vollständigen Orthogonalsystems (unter Ausschluss seiner 
isogonalen Trajektorien) bei der Bildung der Begrenzungslinien beteiligt sind. 
(Figg. 6—0, Pag. 312.) 

Die dritte Kategorie bilden diejenigen charakteristischen Bereiche, bei wel- 
chen die Begrenzungen von lauter gleichgeneigten, isogonalen Trajektorien des 
Orthogonalsystems (Geraden im parabolischen Falle, wirkliche Spiralen im ellip- 
tisch-hyperbolischen Falle) gebildet werden. (Figg. ro, 12, Pag. 335.) 

Die vierte Kategorie bilden diejenigen charakteristischen Bereiche, bei welchen 
die Begrenzung einem System gleichgeneigter isogonaler Trajektorien des Orthogonal- 
systems und deren orthogonalen Trajektorien entstammt (Geraden im parabolischen 
Falle, wirkliche Spiralen im elliptisch-hyperbolischen Falle). (Figg. 11, 15, Pag. 335.) 

Die fünfte Kategorie schliesslich bilden diejenigen in grosser Mannigfaltigkeit 
vorhandenen charakteristischen Bereiche (im ganzen sechsundzwanzig), zu welchen 
man gelangt, wenn man Begrenzungslinien durch die Hauptpunkte hindurchgehen 
lässt. Die Anzahl dieser besonderen Begrenzungslinien ist im parabolischen Falle 
stets gleich r, im elliptisch-hyperbolischen Falle gleich 1 oder 2 wegen der zwei 
dann vorhandenen Hauptpunkte. Diese beiden Hauptpunkte kónnen jedoch auch 
auf eine und dieselbe Begrenzungslinie fallen. Eine einen Hauptpunkt enthaltende 
Begrenzungslinie des charakteristischen Bereichs ist stets gradlinig, nämlich ent- 
weder eine vollständige Gerade oder ein geradliniger endlicher oder unendlicher 
Schlitz, in welch letzterem Falle der Schlitz entweder durch den unendlich fer- 
nen Punkt hindurch geführt sein oder in dem unendlich fernen Punkte endi- 
gen kann. 

Die Figuren 14—19 (S. 340) zeigen die sechs hierher gehörenden parabolischen 
Bereichtypen. Entsprechend zeigen die Figuren 20—39 (S. 342, 343) die im ganzen 
möglichen zwanzig hierher gehörenden elliptisch-hyperbolischen Bereichtypen. 

2. Was die Methode der Behandlung der im Vorstehenden charakterisierten 
Abbildungsaufgaben anbetrifft, so ist für uns massgebend der Grundsatz rein 
funktionentheoretischer Methodik im Sinne der reinen Potenzreihentheorie. Die- 
ses hindert nicht, dass wir an Stelle der Abbildungsfunktion f(z) in den Fällen 
von parabolischem Typus die Potentialfunktion 


u = À {f(2)} = Reeller Teil von f(z), 


in den Fällen von elliptisch-hyperbolischem Typus die Potentialfunktion 
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u = R {log f(z)} —log|f(z)| 


betrachten. Es handelt sich dann in den einzelnen Fällen darum, die betreffende, 
durch bestimmte charakteristische Eigenschaften definierbare Potentialfunktion 
u aufzufinden. 

Hierzu machen wir die Fundamentalabbildung des abzubildenden Bereichs 
B bezw., in den Fällen von Schlitzbereichen mit zueinander orthogonalen Be- 
grenzungslinien, einer aus dem Bereiche B unter Hinzunahme seiner Rückseite 
in gewisser Weise entstehenden Doppelfläche B auf eine ¢-Ebene; und zwar lassen 
wir, zum Unterschiede von Abhandlung II, an Stelle der Fläche des Einheits- 
kreises eine obere ¢-Halbebene (Halbebene oberhalb der Achse des Reellen) tre- 
ten, sodass die Fundamentalgruppe von lauter reellen Substitutionen gebildet 
wird. Die zu bestimmenden Potentiale « werden nun in ihrer Überpflanzung 
in der ¢-Ebene durch Bildung unendlicher Reihen gewonnen. Die dabei in Be- 
tracht kommenden Reihen sind von der Art, wie sie H. WEBER in der Abhandlung 
»Ein Beitrag zu Poincarés Theorie der Fuchsschen Funktionen» (Gött. Nachr. 1886) 
und gleichzeitig in allgemeinerer Weise ScHorrKy in der Abhandlung »Über eine 
spezielle Funktion, welche bei einer bestimmten linearen Transformation ihres Argu- 
ments unveründert bleibt» (Journal für Mathematik, Bd. ror, S. 227—272) ge- 
bildet und untersucht hat.  Dieselben werden hier, den vorliegenden beson- 
deren Verhältnissen entsprechend, auch in besonderer anschauungsmässiger Weise 
eingeführt. 

In $ 5 machen wir eine Anwendung der ersten gewonnenen Abbildung (Ab- 
bildung auf eine in konzentrischen Kreisbögen aufgeschlitzte Kreisringfläche) ! 
zur Ermittelung der eineindeutigen konformen Abbildungen eines mehrfach zusam- 
menhängenden Bereichs auf sich selbst. Insbesondere gilt es hier, wenn der Zu- 
sammenhang grösser als 2 ist, den Ændlichkeitsbeweis zu erbringen, dass es näm- 
lich eine von der Zahl m allein abhängende obere Schranke gibt für die Anzahl 
aller möglichen derartigen Abbildungen eines und desselben Bereichs in sich. 
Für beliebige dreifach zusammenhängende schlichte Bereiche liefert die Abbildung 
auf die entsprechende Schlitzfigur unmittelbar die Tatsache der verborgenen ana- 
lytischen Symmetrie solcher Bereiche. 

Der Kreis der in vorliegender Abhandlung behandelten Abbildungsaufgaben 


! Dieser charakteristische Bereich ist ein Normalbereich, d. i. für uns ein charakteristischer 
Bereich, welcher, von linearen Transformationen abgesehen, nur auf endlich viele Weisen so 
bestimmt werden kann, dass er einem beliebig gegebenen, allgemein begrenzten Bereiche im 
Sinne eineindeutiger konformer Abbildung äquivalent wird. Jeder schlichte m-fach zusammen- 
hängende Normalbereich besitzt 3 m — 3, im Falle m = 2 jedoch nur einen wesentlichen Para- 
meter (Moduln). 
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gestattet noch wesentliche Ausdehnungen, auf welche einzugehen wir erst in einer 
folgenden Abhandlung Veranlassung nehmen werden. Einige Mitteilungen über 
diese möglichen Erweiterungen haben wir u. a. in drei Noten »Begründung der 
Kontinuitätsmethode im Gebiete der konformen Abbildung und Uniformisierung, 
Voranzeige, erste, zweite und dritte Mitteilung» (Göttinger Nachrichten, 1912, 
1916, 1917) gemacht.! 


B. Erster Teil. ($$ 1-8.) 





Die Abbildungsaufgaben der beiden ersten Kategorieen 


(die Begrenzungslinien der Schlitzbereiche sind vollständig einem Orthogonalkreis- 
system entnommen und enthalten keinen Hauptpunkt desselben) 
mit einer Anwendung ($ 5). 


§ 1. 
Formulierung der Abbildungsaufgaben der ersten und zweiten Kategorie. 
Unsere Absicht ist, für den allgemein gegebenen Bereich B wichtige cha- 
rakteristische Formen seiner Gestalt zu ermitteln, auf welche jeder derartige 
Bereich durch eineindeutige konforme Abbildung gebracht werden kann. Wie 
wir bereits wissen, kann jeder Bereich B in einen solchen mit m geschlossenen 





! Einige der hier behandelten Abbildungsaufgaben sind schon früher, sei es vom Ver- 
fasser, sei es von anderen, (potentialtheoretisch) behandelt worden. Die erste Abbildung eines 
beliebigen mehrfach zusammenhängenden Bereichs auf einen Schlitzbereich wurde von ScHoTTKY 
in seiner Abhandlung »Über die Wertschwankungen der harmonischen Funktionen zweier reeller 
Veränderlichen und der Funktionen eines komplexen Arguments» (Journal f. Math., Bd. 117» 
insbesondere S. 248) u. a. ausgeführt und zwar auf der Grundlage der von uns hier nicht be- 
nutzten Scmwanz'schen potentialtheoretischen Resultate der Integration der partiellen Differen- 
tialgleichung 44 = 0 unter vorgeschriebenen Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen. Es war dies 
die Abbildung auf eine längs lauter konzentrischer Kreisbögen aufgeschlitzte Vollebene. (Fig. 
3, 8. 311) Die Abbildung auf eine von endlichen geradlinigen, untereinander parallelen 
Schlitzen begrenzte Vollebene (Fig. 5, S. 311) wurde vom Verfasser in Math. Ann. Bd. 69 (§ 13) 
und F. Cecioxr in Circolo Mat. di Palermo (1905) behandelt. Sie findet bereits Erwähnung in 
Scuorrky’s Dissertation (Journal f. Math. Bd. 83, S. 330). Auf den Typus 4 (radiale Schlitze) habe 
ich selbst zuerst in Gött. Nachr. 1909 (S. 356), auf andere Schlitzbereichtypen (Fig. 9 unten und 
allgemeinere Typen) habe ich in Gótt. Nachr. 1912 und 1916 (Voranzeigen zur » Begründung der 
Kontinnitätsmethode im Gebiete der konformen Abbildung und Uniformisierung») hingewiesen. Den 
von zwei zu einander senkrechten endlichen Schlitzen begrenzten zweifach zusammenhängen- 
den Bereich hat THomar abgebildet (Leipziger Berichte 1905, S. 79 ff. und 1906, S. 172 ff). 

Wegen Ausdehnung der Schlitztheoreme auf Bereiche wnendlich hohen Zusammenhanges 
sehe man nach in meinen Abhandlungen »über die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven. 
Vierte Mitteilung» und »über die Hilbertsche Uniformisierungsmethode» (Gött. Nachr., 1909 bezw. 
1910), sowie die dort zitierten Arbeiten von Hnaæerr (Gött. Nachr. 1909) und Couraxr (Disserta- 
tion, Göttingen 1910, erschienen in Math. Ann. Bd. 71). 
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regulären analytischen Begrenzungslinien L,, L.,...Lm konform transformiert 
werden. Wir können deswegen annehmen, dass unseren gegenwärtigen Betrach- 
tungen ein solcher Bereich zugrunde liegt. Auch können wir Bereiche mit punkt- 
formigen Begrenzungslinien jetzt ausser Betracht lassen, weil die für einen solchen 
Bereich zu ermittelnde Abbildungsfunktion über diesen Punkt hinaus gemäss dem 
Satze III Pag. 204 der Abhandlung I (Journ. f. Math. Bd. 145) sich regulär ver- 
halten muss und folglich die ganze Fläche ebenso zu behandeln ist, als wenn die 
vorhandenen isolierten Begrenzungspunkte innere Punkte des Bereichs wären. 
Zu den von unshier zunächst (88 ı u. 2) in Betracht zu ziehenden charakteristi- 
schen Gestalten des Bereichs B gelangen wir, wenn wir irgend ein Orthogonalkreissystem 


N as 
1) .) 2) . 
e © yh 


Jai Se SE 


in der z-Ebene ins Auge fassen entweder mit getrennten Hauptpunkten (elliptisch- 
hyperbolisches Kreissystem) oder mit einem einzigen Hauptpunkte (parabolisches 
Kreissystem), und wenn wir in diesem System m geschlossene oder ungeschlossene 
Linien (Schlitze) ziehen, welche sich gegenseitig nicht treffen und auch keinen 
der Hauptpunkte treffen mögen und welche ausserdem einen schlichten m-fach 
zusammenhängenden Bereich begrenzen. 


22 


Wir unterscheiden auf diese Weise neun charakteristische Gestalten im ganzen 
und werden beweisen, dass jeder vorgelegte Bereich B durch eineindeutige konforme 
Abbildung in jede dieser charakteristischen Gestalten übergeführt werden kann. 

Wir teilen die sich ergebenden charakteristischen Gestalten in zwei Katego- 
tieen ein, wobei wir die Orthogonalsysteme in ihrer in der Einleitung bezeichne- 
ten einfachsten Gestalt (konzentrisches Kreissystem mit zugehörendem orthogo- 
nalem Geradensystem (Hauptpunkte o und c) bezw. Parallelbüschel der Geraden 
parallel der Achse des Reellen und zugehörendes orthogonales Parallelbüschel der 
Geraden parallel der Achse des Imaginären) zugrundelegen. 
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Erste Kategorie (A): Von dem zugrunde liegenden Orthogonalsystem nimmt 
nur eines der beiden sich durchsetzenden Büschel an der Bildung des Bereiches teil. 

Ay. Hyperbolisches Büschel. Das Büschel wird in Form eines Systems kon- 
zentrischer Kreise mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt angenommen. 

1. Kein Hauptpunkt liegt innerhalb des Bereiches. Der Bereich hat die 
Form einer kreisfórmig geschlitzten Kreisringfläche. Siehe Fig. 1, in welcher m 
gleich 4 gewählt ist. 

2. Ein Hauptpunkt liegt innerhalb des Bereiches. Der Bereich hat die Form 
einer kreisfórmig geschlitzten gewöhnlichen Kreisfläche. (Fig. 2, m — 4.) Der Fall, 
in welehem der unendlich ferne Punkt der in den Bereich aufgenommene Haupt- 
punkt ist, bietet nicht wesentlich neues dar. 

3. Beide Hauptpunkte liegen innerhalb des Bereiches. Der Bereich hat die 
Form einer kreisförmig geschlitzten Vollebene. (Fig. 3, m = 4.) 

Ay. Elliptisches Büschel. Das Büschel wird in Gestalt des G'eradenbüschels 
mit den Nullpunkt als Zentrum angenommen. In diesem Falle ist unvermeidlich, 


N N NE mae | 
ey \ \ 
6) 7) 8) 9) 


dass die beiden Hauptpunkte dem Innern des charakteristischen Bereichs zuge- 
rechnet werden, da jeder einzelne Schlitz auf einer Geraden durch den Nullpunkt 
verlaufen muss und, einer oben allgemein gegebenen Vorschrift entsprechend, den 
Hauptpunkt selbst nicht enthalten soll. Wir bekommen so 

4. Beide Hauptpunkte gehören zum Innern des Bereichs. Der Bereich hat 
die Form einer geradlinig geschlitzten Vollebene. Siehe Fig. 4. 

Am. Parabolisches Büschel. Das Büschel wird in Gestalt des Systems der 
zur Achse des Reellen parallelen Geraden (Parallelbüschel) angenommen. Alsdann 
soll gemäss der allgemeinen Vorschrift der unendlich ferne Punkt, d. i. der Haupt- 
punkt des Büchels dem Innern des Bereichs angehören. Wir finden 

5. der Hauptpunkt liegt innerhalb des Bereichs. Der Bereich hat die Form 
einer geradlinig und parallel der Achse des Reellen geschlitzten Vollebene. (Paral- 
lelschlitzbereich.) Fig. 5. 

Zweite Kategorie (B): Beide Büschel des zugrunde liegenden Orthogonalsy- 
stems nehmen an der Begrenzung Anteil. 
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Br Elliptisch-hyperbolisches Kreissystem. Es entstehen: aus den charakteri- 
stischen Gestalten 1, 2, 3, die charakteristischen Gestalten 6, 7, 8, in welchen die 
Anzahl der dem elliptischen und der dem hyperbolischen Kreissystem angehören- 
den Begrenzungslinien beliebig ist. S. Figg. 6, 7, 8. 

Bu. Parabolisches Orthogonalsystem. Es ergibt sich aus 5 die Figur 9, in 
welcher die Anzahl der zur Achse des Reellen, bezw. Imaginären parallelen 
Strecken beliebig bleibt. 

Den besprochenen neun charakteristischen Bereichtypen entsprechend stellen 
wir nunmehr neun verschiedene Abbildungsaufgaben auf, die wir in folgender 
Weise zusammenfassend formulieren: 

Formulierung der Abbildungsaufgaben: Es soll der gegebene schlichte Bereich, 
B, dessen Begrenzung von m geschlossenen regulären analytischen Linien gebildet 
wird, eineindeutig und konform in jede der charakteristischen Gestalten transformiert 
werden, wobei vorzuschreiben ist: 

bei Typus 1, welche Begrenzungslinie (Z,) in den äusseren und welche Linie 
(Z,) in den inneren geschlossenen Begrenzungskreis übergehen soll; 

bei T'ypus 2, welche Begrenzungslinie (Z,) in die geschlossene Kreislinie und 
welcher innere Punkt (z,) in den Hauptpunkt (Nullpunkt) übergehen soll; 

bei Typus 3, welcher innere Punkt (z,) in den Nullpunkt und welcher innere 
Punkt (z,) in den unendlich fernen Punkt übergehen soll; 

bei Typus 4, welcher innere Punkt (z,) in den Nullpunkt und welcher innere 
Punkt (z,) in den Punkt o» übergehen soll; 

bei Typus 5, welcher Punkt (z,) in den unendlich fernen Punkt übergehen 
soll und welches hierbei die Zuordnung der in z, und c liegenden Richtungsele- 
mente sein soll; 

bei Typus 6, welche Begrenzungslinie (Z,) in den äusseren und welche (Z,) 
in den inneren geschlossenen Begrenzungskreis übergehen soll, ferner welche Be- 
grenzungslinien (Z,, L,,..., Lx) in kreisbogenförmige und welche Begrenzungs- 
linien (Zx41, ..., Lm) in geradlinige Schlitze übergehen sollen; 

bei Typus 7, welche Begrenzungslinie (Z,) in die Kreislinie und welcher Punkt 
(z,) in den Nullpunkt übergehen soll, ferner welche Begrenzungslinien (L,,..., Lx) 
in kreisbogenförmige Schlitze und welche Begrenzungslinien (Lz41,...,L») in ge- 
radlinige Schlitze übergehen sollen; 

bei Typus 8, welcher Punkt (z,) in den Nullpunkt und welcher Punkt (z,) 
in den unendlich fernen Punkt übergehen soll, ferner welche Begrenzungslinien 
(L,, L,,..., Lx) in kreisbogenförmige Schlitze und welche Begrenzungslinien 
Gi, «.., Lm) in geradlinige Schlitze übergehen sollen; 

bei Typus 9, welcher Punkt (z,) in den unendlich fernen Punkt übergehen 
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soll und welches hierbei die Zuordnung der in z, und « befindlichen Richtungs- 
elemente sein soll, ferner welche Begrenzungslinien (L,, L,,..., L;) in Schlitze 
parallel der Achse des Reellen und welche (L;,1,... , L,;) in Schlitze parallel der 
Achse des Imaginären übergehen sollen. 


$ 2. 
Der Unitätsbeweis. 

Auf die gestellten neun Abbildungsaufgaben fällt ein besonderes Licht durch 
die für diese Aufgaben geltenden Unitätssätze. 

Allgemeiner Unitätssatz: Die gestellten neun Abbildungsaufgaben gestatten, so- 
fern sie überhaupt eine Lösung besitzen, wesentlich nur eine Lösung. Hierbei wer- 
den allgemein zwei Lösungen als nicht wesentlich verschieden bezeichnet, wenn sie 
durch eine Ähnlichkeitstransformation auseinander hervorgehen, d. i. in den 
Fällen des elliptischen, hyperbolischen und elliptisch-hyperbolischen Kreisystems 
(1, 2, 3, 4, 6, 7, 8,) sofern sie durch Multiplikation mit einer reellen oder kom- 
plexen Konstanten ineinander übergehen (zentrische Ähnlichkeitstransformation 
mit dem Hauptpunkte des Kreissystems als Fixpunkt), hingegen in den Fällen 
des parabolischen Kreissystems (5, 9), sofern sie durch eine ganze lineare Substi- 
tution mit positiven reellen Koeffizienten ineinander übergehen (allgemeinste 
richtungstreue Ähnlichkeitstrausformation der Ebene). 

Ein Beweis dieses allgemeinen Unitätssatzes ergibt sich aus folgendem 
Hilfssatze: 

Hilfssatz: Es sei F(z) eine im Bereiche B (mit m geschlossenen regulären 
analytischen Begrenzungslinien) bis in die Begrenzung hinein reguläre und ein- 
deutige analytische Funktion, welche die Eigenschaft hat, auf jeder einzelnen 
der m Begrenzungslinien nur Werte anzunehmen, für welche entweder der reelle 
Teil oder der imaginäre Teil konstant ist; alsdann reduziert sich diese Funktion 
auf eine Konstante. 

Zum Beweise dieses Satzes bemerken wir noch ausdrücklich, dass für eine 
und dieselbe zu betrachtende Funkion F(z) zugelassen wird, dass auf einigen 
Begrenzungslinien der reelle, auf anderen der imaginäre Teil konstant ist. Wir 
nehmen nun an, dass F(z) keine Konstante sei. Alsdann wird durch die Funk- 
tion F(z) eine konforme Abbildung bewirkt, bei welcher den einzelnen Begren- 
zungslinien geradlinigen Schlitze entsprechen, die teils zur Achse des Reellen, teils 
zur Achse des Imaginären parallel sind. Betrachten wir nun die Abbildung in 
der Nachbarschaft einer der Begrenzungslinien, so beobachten wir, dass sich ein 
dieser Begrenzungslinie anschliessender schmaler Streifen des Bereichs B auf 
einen entsprechenden Streifen der Bildebene abbilden wird, und es ist unmit- 
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telbar ersichtlich, dass die Gesamtheit der durch den letzteren Streifen be- 
deckten Punkte der F-Ebene den betreffenden Schlitz vollständig einbetten wird, 
wobei es übrigens nichts ausmacht, ob die der Durchlaufung der Begrenzungs- 
linie von B entsprechende Durchlaufung des betrachteten Schlitzes in einem 
einfachen Hin- und Hergang oder in wiederholten Hin- und Hergängen auf dem 
Schlitze besteht. Wir bemerken in jedem Falle die Tatsache, dass die für den 
Bereich B (einschliesslich seiner Begrenzung) betrachtete Funktion # (2) auf 
keiner Begrenzungslinie dieses Bereichs ein Maximum des absoluten Betrages 
ihrer Werte erreichen wird. Dies steht aber im Widerspruch mit dem andern 
allgemeinen Satze der Funktionentheorie, dass eine in einem Bereich eindeutige 
und reguläre analytische Funktion stets auf der Grenze des Bereichs das Maxi- 
mum ihres absoluten Betrages erreicht. Dieser Widerspruch löst sich nur da- 
durch, dass angenommen wird, die Funktion F(z) reduziere sich, wie unser 
Hilfssatz behauptet, auf eine Konstante. Q. e. d. 

Gehen wir nunmehr zur Anwendung des Hilfssatzes zum Beweise unseres Uni- 
tütssatzes über. Wir betrachten dazu zwei voneinander verschiedene analytische 
Funktionen F,(z), und F,(z), welche unter genau denselben im Abbildungs- 
problem formulierten sonstigen Nebenbedingungen die konforme Abbildung des 
Bereichs B auf eine der neun charakteristischen Gestalten liefern. Wir können dann 
in den parabolischen Fällen (Figg. 5 u. 9) die Funktionen P, und F, durch eine rich- 
tungstreue Ähnlichkeitstransformation einer der beiden Ebenen (F,-Ebene oder 
F,-Ebene) noch in der Weise einander anpassen, dass die Funktion Æ, (2) — F, (z) 
im Punkte z, regulàr wird. 

Nach diesen speziell auf die Fälle 5 und 9 Bezug nehmenden Vorbe- 
merkungen bilden wir nunmehr, den einzelnen Figuren entsprechend, folgende 
Funktionen: 


I. in allen nichtparabolischen Fällen (r, 2, 3, 4, 6, 7, 8) die Funktion 


2 


F, 
log TE ®, (2) 


2. in den parabolischen Fällen (5 und 9) die Funktion 
F (2) — F, (z) = 9, () 


und bemerken, dass auf die so gebildeten Funktionen ®,(z) und @,(z) die 
Voraussetzungen unseres Hilfssatzes zutreffen. Insbesondere ist auch die Voraus- 
setzung der Regularität bei den Funktionen ®, (z) und ®,(z) auf der Begrenzung 
des Bereichs B erfüllt: denn jede der Abbildungsfunktionen F,(z) und F, (2) 


muss sich, wenn sie zunächst nur für das Innere (exklusive Begrenzung) des Be- 
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reichs B erklärt gedacht wird, auf jeder Begrenzungslinie von B regulär ver- 
halten, nach unseren Entwicklungen über Ränderzuordung in der Abhandlung I 
(Journ. f. Math., Bd. 145). 


$ 5. 


Übergang von den Abbildungsfunktionen f? (z) zu den zugehörenden charakteristischen 
Potentialen ul). 

1. Um im Folgenden die gerade ins Auge gefasste unter den neun Abbil- 
dungsaufgaben bequem durch die Bezeichnung selbst kennzeichnen zu können, wol- 
len wir nunmehr die betreffenden Funktionen, welche die konformen Abbildungen 
des Bereiches P auf die neun charakteristischen Bereiche leisten, der Reihe nach mit. 


f"), JZ) ..., HME) 


bezeichnen und die Bezeichnung f(z) lassen für die früher behandelte Abbildung 
des.Bereiches B auf das volle Innere des Einheitskreises (Fundamentalabbildung). 

Wir betrachten nunmehr in den eliiptischen, hyperbolischen und elliptisch- 
hyperbolischen Fällen an Stelle der eigentlich zu ermittelnden Funktion /'? (z) die 
Potentialfunktion 


ui = log |f? (z)|, [a = x; 2, 3, 4; 6,7, 8]; 


d. i. den reellen Teil der Funktion log /(z); in den parabolischen Fällen jedoch 
betrachten wir statt der eigentlich zu ermittelnden Abbildungsfunktion f(?(z) die 


Funktion 
u) = SR (f? (2)) = Reeller Teil von f'?(z). 


Wir wollen diese Funktionen w als Funktionen in B durch ein System 
analytischer Eigenschaften vollständig charakterisieren, und zwar die Funktionen 
u'? abgesehen von einer reellen additiven Konstanten, und die Funktionen ul) 
abgesehen von einer reellen additiven und von einer positiv reellen multiplikativen 
Konstanten. 

Das Potential u“) ist eine in B einschliesslich der vollständigen Begrenzung 
eindeutige und reguläre Funktion, welche längs jeder einzelnen Begrenzungslinie 
einen gewissen (unbekannten) konstanten Wert annimmt und deren konjugierte 
Potentialfunktion v™ lings LZ, den Periodizitätsmodul 2:r, längs Z, den Periodizi- 
tätsmodul —2;r besitzt, längs allen übrigen Begrenzungslinien jedoch den Perio- 
dizitätsmodul null. 

Das Potential u“) ist eine in B mit Ausnahme des Punktes z, eindeutige und 
reguläre Funktion, welche im Punkte z, unendlich wird wie log|z— z, | « log r, 
und auf jeder Begrenzungslinie je einen (unbekannten) konstanten Wert annimmt, 
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deren konjugierte Funktion ©) ferner längs L, den Periodizitätsmodul 2 x besitzt, 
längs allen übrigen Begrenzungslinien den Periodizitätsmodul null. 

Das Potential u®) ist eine in B mit Ausnahme der beiden Punkte z, und 2, 
eindeutige und reguläre Funktion, welche im Punkte z, wie log|z—z,|=logr, 
und im Punkte z, wie — log (z—z,) = —logr, unendlich wird, längs jeder anderen 
Begrenzungslinie je einen (unbekannten) konstanten Wert annimmt, deren konju- 
gierte Funktion v® ferner schliesslich längs allen Begrenzungslinien den Periodizi- 





tätsmodul null besitzt. 

Das Potential u9 ist eine im Bereich B mit Ausnahme der Punkte z, und z, 
eindeutig und regulär erklärte Funktion, welche in z, unendlich wird wie logr,, 
in z, wie —logr,, welche ferner längs des ganzen Randes die normale Ableitung 
null besitzt, oder anders ausgedrückt, deren konjugierte Funktion v(? Jängs jeder 
Begrenzungslinie je einen (unbekannten) konstanten Wert besitzt. 

Das Potential u'? ist eine in B eindeutige und, abgesehen vom Punkte z, 
reguläre Funktion, die in z, unstetig wird wie r,-!cos (y — p,) und längs des 
ganzen Randes die normale Ableitung null besitzt, oder anders ausgedrückt, deren 
konjugierte Funktion v? làngs jeder Begrenzungslinie je einen (unbekannten) kon- 
stanten Wert besitzt. 

Das Potential ul) ist eine im ganzen Bereich B eindeutige und reguläre 
Funktion, welche längs den Begrenzungslinien Z,, L,,..., D; je einen (unbekannten) 
konstanten Wert hat, längs den Begrenzungslinien L;41,..., 5, die normale Ab- 
leitung null oder anders ausgedrückt je einen (unbekannten) konstanten Wert 
ihrer konjugierten Funktion v? hat. Die genannte konjugierte Funktion hat 
ferner längs L, den Periodizitätsmodul 2x, längs L, den Periodizitätsmodul — 2 x, 
schliesslich längs Z,,..., L, den Periodizitätmodul null. 

Das Potential u) ist eine im ganzen Bereich B eindeutige und mit Aus- 
nahme des Punktes z, reguläre Funktion, welche längs den Linien L,, L,,..., Li 
je einen (unbekannten) konstanten Wert, längs L;41,..., Lm die normale Ableitung 
null, oder anders ausgedrückt, je einen konstanten Wert der zugehörenden konju- 
gierten Funktion v? besitzt. Diese konjugierte Potentialfunktion besitzt ferner längs 
L, den Periodizitätsmodul 2x, längs L,,..., Z, den Periodizitätsmodul null. 

Das Potential wu) ist eine im ganzen Bereich B mit Ausnahme der beiden 
Punkte z, und z, reguläre Funktion, welche in z, unstetig wird wie log 7,, in z, 
unstetig wie — logr,, welche ferner längs Z,,..., Lz je einen (unbekannten) kon- 
stanten Wert, längs L;+1,..., Lm die normale Ableitung null hat oder, anders aus- 
gedrückt, je einen (ebenfalls unbekannten) konstanten Wert der konjugierten 
Funktion v9. Diese konjugierte Funktion besitzt schliesslich längs Z,,..., D; den 
Periodizitätsmodul null. 
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Das Potential u ist eine im ganzen Bereich B eindeutige und mit Aus- 
nahme des Punktes z, reguläre Funktion, welche in z, unstetig wird wie 
r, !eos(q — q,), längs L,,..., L; die normale Ableitung null oder, anders ausge- 
drückt, je einen (unbekannten) konstanten Wert der konjugierten Potentialfunk- 
tion darbietet, längs L;41,..., Lm hingegen je einen (unbekannten) konstanten 
Wert und den Periodizitätsmodul null der konjugierten Funktion v? darbietet. 

Die in der angegebenen Weise durch Eigenschaften charakterisierten Po- 
tentiale w,...,u sind durch diese Eigenschaften vollständig bestimmt bis 
auf additive Konstante. Bildet man nämlich die Differenz zweier solcher Po- 
tentiale desselben Index, von welchen angenommen wird, dass bei beiden die 
dem Index entsprechenden Eigenschaften vorhanden sind, so wird die Differenz 
dieser beiden Potentiale ein Potential werden, welches zusammen mit dem zu- 
gehörigen konjugierten Potential eine analytische Funktion F (z) liefert, auf 
welche die Voraussetzungen des Hilfssatzes Pag. 314 zutreffen, eine Differenz- 
funktion, welche sich folglich auf eine Konstante reduzieren muss. 

2. Wir wollen uns jetzt noch, bevor wir die Frage nach der Existenz der 
Potentialfunktionen u®,..., u" erledigen, überlegen, wie wir von den als ge- 
funden angenommenen Funktionen u” [4 — 1,2,...,9] zu den eigentlich gesuchten 
Abbildungsfunktionen /(z) gelangen, und den Beweis führen, dass diese Funktionen 
tatsüchlich die gewünschten Abbildungen leisten. 

Die Abbildungsfunktionen werden, wenn mit v^ in allen Fällen die zu ul) 
konjugierte Potentialfunktion bezeichnet wird, durch die Ausdrücke geliefert 


f? (z) = gl + à pla) [ce = 1,2, 3,4, 6, 7, 8] 


ja) = u® Fil) [B=5,0] 


Die Existenz der Potentiale v und v(? wird bei der Art und Weise, wie wir unten 
die Funktionen u und u“) finden werden, für uns nicht problematisch sein, 
insofern als wir die Funktionen wu und «) unmittelbar oder mittelbar durch 
gleichmässig konvergente Reihen mit rationalen oder logarithmischen komplexen 
Gliedern finden werden, deren reelle oder imaginäre Teile uns sofort konjugierte 
Potentiale liefern. 


Jetrachten wir speziell die durch die Funktion 
f (2) = gi e i of) 


vermittelte konforme Abbildung. Wir stellen sofort fest, dass die Funktion f (2) 
in B einschliesslich des ganzen Randes eine reguläre und eindeutige analytische 
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Funktion ist, die weder den Wert o, noch den Wert © annimmt, ferner die 
Eigenschaft hat, dass die Amplitude ihres Wertes längs Z, die vollständige 
Änderung 2x, längs L, die vollständige Änderung — 2x, längs allen übrigen 
Begrenzungslinien jedoch die vollständige Änderung null erfährt, ferner die 
Eigenschaft, auf allen Begrenzungslinien einen konstanten absoluten Betrag zu 


besitzen. 

Da die Funktion z' — f!) (z) im Bereiche B einschliesslich seiner Begrenzung 
regulär und eindeutig ist, ist es möglich, den dadurch gesetzten Vorrat der um- 
gekebrten Wertzuordnungen z(z) mittels einer endlichen Anzahl von Funktions- 


' als unabhängiger Vari- 


elementen regulären oder algebraischen Charakters mit z 
ablen vollständig zur Darstellung zu bringen. Das Bild des Bereichs B wird so 
ein den Nullpunkt und den unendlich fernen Punkt nicht enthaltendes endlich- 
vielblättriges Flächenstück B' mit höchstens endlich vielen Windungspunkten 
sein müssen, dessen vollständige Begrenzung sich auf höchstens m Kreise K 
verteilt, die den Nullpunkt zum Mittelpunkte haben. Aus dem Angeführten 
folgt schon ohne weiteres, dass das Flächenstück B’ mit keinem seiner Punkte 
ausserhalb des grössten und innerhalb des kleinsten jener Kreise sich erstrecken 
kann und dass daher dieser grösste und kleinste Kreis nur als einfache und ohne 
Umkehr durchlaufene Begrenzung auftreten kann. Die Vielblättrigkeit des Be- 
reichs B' für jede Stelle der Ebene wird nun nach einem Analysis-Situs-Satz 
angegeben durch die für die Stelle ermittelt zu denkende Umiaufungszahl der 
vollständigen Begrenzung des Bereichs B' bei Durchlaufung derselben in posi- 
tivem Sinne, wobei der Bereich selbst zur Linken liegt. Diese aber kann in der 
Tat sofort festgestellt werden, da die betreffenden Umlaufszahlen für den Null- 
punkt als Orientierungszentrum bekannt sind. Es ergibt sich insbesondere, dass 
jede nieht auf einem Kreise K liegende, zwischen dem kleinsten und gróssten 
Kreise K befindliche Stelle einfach bedeckt wird. Damit aber ist sofort klar, 
dass der ganze Bereich B' ein einblättriger Bereich sein muss, wie es ge- 
wünscht wird. 


Wir betrachten zweitens den Fall der Funktion 
16) (2) = u9 + vO), 


Die Begrenzungslinien von B gehen jedenfalls alle in endliche Schlitze über, 
von welchen allerdings nicht ohne weiteres klar ist, dass ibre vollständige Durch- 
laufung in einem einfachen Hin- und Hergang besteht. Dies wird jedoch sofort 
klar, wenn wir zeigen können, dass die Bildebene bei der durch f? (z) vermittelten 
Abbildung in keinem zweidimensionalen Teile mehrblättrig bedeckt werden kann. 
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Das aber ergibt sich aus dem Umstande, dass die Annahme einer zweiblättrigen 
Bedeckung eines Gebietes ohne weiteres dazu führt, dass auch die Nachbar- 
schaft des unendlich fernen Punktes zweiblättrig bedeckt sein muss; denn es 
setzen sich die betreffenden zwei Blätter in Richtung der Achse des Reellen, 
wobei keiner der Grenzschlitze passiert wird, notwendig grenzstellenfrei fort. 
Nun wird aber die unmittelbare Umgebung des unendlich fernen Punktes nur 
einfach bedeckt, weil nur eine Unendlichkeitsstelle erster Ordnung der Funktion 
{%(z) existiert. Hiermit ist der Abbildungscharakter der Funktion / (z) festgestellt, 
und es ist wieder klar, das die begrenzenden Schlitze alle getrennt voneinander 
liegen und dass ihre vollständige Durchlaufung in Form eines einfachen Hin- und 
Herganges stattfindet. 
Fassen wir schliesslich noch das Beispiel der Funktion 


19 (2) =u +i 


ins Auge, in welchem Falle wir zwischen Schlitzen parallel der Achse des Re- 
ellen und parallel der Achse des Imaginären zu unterscheiden haben. Wir wissen 
hier von vornherein, dass die Umgebung des unendlich fernen Punktes einfach 
bedeckt wird auch von dem Bildbereich 5'. Wir können nun den unendlich 
fernen Flächenteil durch einen hinreichend grossen Hilfskreis von B! abtrennen 
und erhalten so einen Bereich B", der aussen von jenem Hilfskreise, innen von 
endlich vielen schlitzförmigen Linien begrenzt wird. Nun ist aber wiederum 
klar, dass für jede Stelle der B'-Ebene, welche innerhalb des Hilfskreises liegt 
und nicht mit einem Begrenzungspunkte von B' koinzidiert, die Umlaufungszahl 
der vollständigen Begrenzung von D" den Wert ı hat, welcher Wert eben von 
dem Hilfskreis herrührt. Damit ist gezeigt, dass die Fläche B" eine überall 
einblättrige Bedeckung jenes Kreisinneren darbietet und dass somit diese Fläche 
nach innen von jenen schlitzförmigen Linien begrenzt wird, deren jede einzelne 
in einem einfachen Hin- und Hergang durchlaufen zu denken ist. 


$ 4. 
Bestimmung des Potentials ul). 

Die Lösung aller neun Abbildungsaufgaben ist zurückgeführt auf den Nach- 
weis der Existenz der Potentialfunktionen w™,...,u. Um nun zu diesen zu ge- 
langen, werden wir noch gewisse weitere Reduktionen vornehmen. 

Wir beginnen damit, das Potential u") zu bestimmen. Dieses Potential ist 
auf allen Begrenzungslinien konstant, jedoch sind diese konstanten Werte unbe- 
kannt. Sie werden durch die Eigenschaften des Potentials näher bestimmt, ein 
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zugehörendes konjugiertes Potential v( zu besitzen, welches längs L, den Perio- 
dizitätsmodul 27, längs L, den Periodizitätsmodul — 27, längs allen übrigen je- 
doch den Periodizitätsmodul null hat. Diese letztere Aufgabe erledigt sich, wie 
wir sehen werden, verhältnismässig leicht durch Auflösung gewisser nicht homo- 
gener linearer Gleichungen, sobald es uns gelungen ist, die folgenden m Poten- 
tiale zu ermitteln 


IO y = T2. tolls 


nämlich 1° als diejenige in B eindeutige und einschliesslich des Randes reguläre 


Potentialfunktion, welche längs Z, den konstanten Wert r, längs allen übrigen 
Begrenzungslinien den konstanten Wert o annimmt. Nehmen wir an, dass es uns 


m — 1 
: ' : 2 SE I 1 MS 
elungen sei, diese Funktionen herzustellen, so besitzen wir in W c, 10), dieje- 
g , PS vy 
vzl 


nige in B eindeutige und reguläre Potentialfunktion, die auf L, den konstanten 
Wert c, annimmt [v —1,...,m — 1], auf L, jedoch den konstanten Wert null. 
Die genannten m — 1 Funktionen Te [r2 r,...,m —1] werden jede ein System 
cy k[E — 1,..., m — 1] von m—ı Periodizitátsmoduln der konjugierten Funktio- 
nen u besitzen, entsprechend der Durchlaufung der Linien Z,,..., Zm-ı. Die 
Determinante des Systems der (m — ı)? Grössen c,; kann nun nicht verschwin- 
den;! denn sonst würde man eine nicht verschwindende homogene lineare Kom- 
bination der I9 [» — I,...,-— 1] aufstellen können, welche längs L,,..., Lm—, 
d. h. auch längs L, den Periodizitätsmodul null des imaginären Teils aufweist, 
welche also zusammen mit ihrer konjugierten Funktion eine in B eindeutige regu- 
läre Funktion liefern würde, deren reeller Teil auf allen Begrenzungslinien kon- 
stant ist. Nachdem das Nichtverschwinden der erwähnten Determinante fest- 
steht, ist es möglich, eine nicht verschwindende lineare homogene Kombination 
der Gróssen T [r— z,..., m — 1] so zu bestimmen, dass die zugehörende konju- 
gierte Potentialfunktion längs L, den Periodizitätsmodul 2x, längs Z, den Perio- 
dizitätsmodul — 2x, längs L,,..., Ln-ı den Periodizitätsmoduln null, daher auch 
längs L,, den Periodizitätsmodul nuli besitzt. Damit wäre die Funktion u“) ge- 
funden. 

Alles reduziert sich somit auf die eine Frage der Existenz der Funktionen 
I Diese Funktionen aber ergeben sich uns nun durch Reihenbildung bei Zu- 


grundelegung der in der Abhandlung II als existierend nachgewiesenen Funda- 
mentalfunktion 





1 Vgl. ScHorr&kx 1. c. (Journ. f. Math. Bd. 117). 


Acta mathematica. 41. Imprime le 23 fevrier 1918. 41 


322 Paul Koebe. 


welche den Bereich B auf die obere £-Halbebene abbildet (Fundamentalabbildung). 
In der £-Ebene konstruieren wir ein Fundamentalpolygon II,, von 2 m — 2 Halb- 
kreisen und 2m —2 Stücken der Achse des Reellen begrenzt. Ein solches Poly- 
gon II, erhalten wir, indem wir den Bereich B durch m — 1 Querschnitte in ei- 
nen einfach zusammenhängenden Bereich B, verwandeln, dessen Bild IJ’, in der 
¢-Ebene ermitteln und nunmehr die 2m — 2 paarweise zugeordneten Seiten von 
II', direkt durch Halbkreise mit denselben Endpunkten ersetzen. 

Wir denken uns das zu bestimmende Potential I9 in die Z-Ebene über- 
pflanzt und bemerken folgende Eigenschaften des Potentials. Die Grösse 7‘ 
ist in der ganzen oberen Halbebene, einschliesslich der Achse des Reellen, bis auf 
die auf ihr befindlichen Grenzpunkte (Indiskontinuitätspunkte) eine endliche und 
eindeutige Potentialfunktion. Sie nimmt auf allen der Linie Z, entsprechenden 
Strecken s, der Achse des Reellen den konstanten Wert ı an, auf den übrigen 
Strecken, welche den von L, verschiedenen Begrenzungslinien des Bereichs B 
entsprechen, den konstanten Wert null. Die Funktion ist ferner beschrünkt in 
der ganzen oberen {-Halbebene und hat die Eigenschaft, gegenüber den Substitu- 
tionen der Fundamentalgruppe unverändert zu bleiben. Eine solehe Funktion 
lässt sich nun bilden als reeller Teil einer gleichmässig konvergenten Reihe von 
analytischen Funktionen. Wir wollen, um eine einfache Vorstellung zu haben, 
annehmen, dass alle Strecken s, in einem endlichen Intervall der Achse des Re- 
ellen enthalten sind. Wir erreichen dies jedenfalls durch eine eventuelle lineare 
Transformation, welche die obere ¢-Halbebene in sich transformiert. Wir bezeich- 
nen dann mit a, den linken Endpunkt und mit b, den rechten Endpunkt einer 
Strecke s, und bilden die Summe 


wobei über alle Endpunkte a,, b, von den Strecken s, zu summieren ist. Die 
gleichmässige Konvergenz dieser unendlichen Reihe zunächst in der oberen Halb- 
ebene, dann aber auch in der ganzen Ebene mit Ausnahme der genannten Grenz- 
punkte ergibt sich aus der Bemerkung der Endlichkeit der Summe der Làngen 
aller Strecken s,. Man muss dabei für den Logarithmus den Hauptwert gesetzt 
denken oder doch, für die weiteren Zweige der dargestellten Funktion, den Haupt- 
wert für alle Grössen der Summe von einem gewissen ab. Nun ist zu berück- 
sichtigen, dass die Grössen | — a,| und |£ —b,| alle zwischen zwei von o und c 


verschiedenen endlichen Sehranken bleiben und dass daher 
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gesetzt werden kann, unter « eine endliche, von der Wahl der Strecke s, unab- 
hüngige Schranke verstanden, und unter s, jetzt die Lánge der gleichbezeichneten 
Strecke s,. 

Nun stellen. wir aber auch sofort fest, dass der imaginüre Teil des in der 
oberen Halbebene erklärten Hauptzweiges der obigen Funktion von ¢ längs jeder 
Strecke s, den. Wert x erhält, längs jeder Strecke s,[u # v] jedoch den Wert o, 
wie es sein soll. Beides ergibt sich nämlich aus der geometrischen Deutung des 


: shat : a C— a, : n 
imaginären Teils der Grösse log Br: als scheinbarer Grösse der Strecke s,, ge- 
LSU 


sehen vom Punkte £. In der Tat wird, wenn wir auf eine bestimmte Strecke 
s, lossteuern, die scheinbare Grösse dieser Strecke gleich :r, während sie dabei 
gleichzeitig für jede andere Strecke o wird. 

Noch ist der automorphe Charakter des imaginären Teils der obigen Funk- 
tion zu beweisen. Dieser aber folgt aus seiner geometrischen Deutung als der 
gesamten scheinbaren Grösse aller Strecken s,, vom Punkte 5 aus gesehen. 
Bei einer Substitution der Fundamentalgruppe wird das System aller Strecken 
s, in sich transformiert. Geht dabei der Punkt £ in L' über, die Strecke s, in 


! 


s',, so ist die scheinbare Grösse der Strecke s',, vom Punkte [' 


gesehen, gleich 
der scheinbaren Grösse der Strecke s,, vom Punkte ¢ gesehen. Man erkennt 
dies z. B. durch die Schreibweise (Am Amplitude von) 





Am (= An Ber puce 

b — b, 2 ; 
unter 5 die zu ¢ konjugiert komplexe Grösse verstanden. In letzterer Schrei- 
bung haben wir ein invariantes Doppelverhältnis stehen. Einen anderen geo- 
metrischen Grund hat man, wenn man bedenkt, dass der fragliche Winkel halb 
so gross ist als der seinerseits invariante Winkel, welchen die von £ nach a, und 
b, führenden Orthogonalkreisbógen der Achse des Reellen im Punkte 5 bilden. 


$ 5. 


Abbildungen eines mehrfach zusammenhängenden Bereichs auf sich selbst. 

1. Im Besitze der Abbildungsfunktion /)(z) (Abbildung auf die geschlitzte 
Kreisringfläche, im Falle m = 2 ungeschlitzte Kreisringfläche) sind wir in der Lage, 
in einfachster Weise die Frage nach der Gesamtheit möglicher eineindeutiger 
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konformer Transformationen eines m-fach (m > 2) zusammenhängenden schlichten 
Bereichs in sich selbst zu beantworten. 

1. Die wichtige hier bei m > 2 bestehende bekannte Tatsache ist, dass die An- 
zahl der verschiedenen derartigen Transformationen eine durch m allein bestimmte 
ganze Zahl nicht überschreiten kann. Zum Beweise dieses Satzes zeigen wir, dass, 
wenn ein m-fach zusammenhängender Bereich B in der Weise auf sich selbst einein- 
deutig abgebildet ist, dass dabei gewisse drei der Begrenzungslinien einzeln jede 
in sich selbst transformiert werden, so ist diese Abbildung die identische Ab- 
bildung. 

Bringen wir in der Tat den Bereich B in die Form der kreisbogenförmig 
geschlitzten Kreisringfläche B' mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt, indem wir 
insbesondere zwei der sich selbst entsprechenden Randlinien des Bereiches B in 
den innern und äussern Begrenzungskreis des Bereichs B' überführen, so gewin- 
nen wir durch Übertragung vom Bereiche B auf den Bereich B' eine Abbildung 
des letzteren Bereiches auf sich selbst, bei welcher der innere und äussere Be- 
grenzungskreis jeder sich selbst entsprechen. Es sei F(z) die Funktion, welche 
diese letztere Abbildung vermittelt. Diese Funktion F(z) wird sich dann not- 
wendiger Weise auf der Begrenzung des Bereiches B' regulär verhalten nach un- 
seren allgemeinen Prinzipien der Ränderzuordnung bei konformer Abbildung. 
Betrachten wir nunmehr die Funktion 


und nehmen an, dieselbe sei keine Konstante, so wird jeder einzelnen Begren- 
zungslinie des Bereichs B' eine Wertefolge der Funktion ® (z) entsprechen, welche, 
geometrisch gesprochen, einen Kreisbogen K beschreibt, in einem einfachen oder 
verschiedenen Hin- und Hergängen. Es wird insbesondere dabei nicht zu einer 
vollständigen Umlaufung des Nullpunktes kommen können, weil die vollständige 
Amplitudenänderung der Grösse ®(z) für alle Begrenzungslinien des Bereichs B' 
gleich null ist. Man gelangt vielmehr bei Durchlaufung jeder Linie notwendig 
zu einem Umkehrpunkte ¢*. Ist z* der diesem Umkehrpunkte entsprechende 
Punkt des Bereiches B', so muss in diesem Punkte die Ableitung der Funktion 
((z) verschwinden. Es wird daher ein der Stelle z* benachbarter Flächenteil 
von B' auf eine vollständige Umgebung der Stelle ¢* abgebildet. Darin liegt, 
dass jene Nachbarschaft Stellen in ihrem Innern enthält, an welchen der absolute 
Betrag der Funktion ®(z) grösser ist, als in 2*, mithin auch grösser als an allen 
Stellen der Begrenzungslinie, zu welcher z* gehört; denn der absolute Betrag der 
Grösse ®(z) ist ja auf jeder Begrenzungslinie von B' konstant. Hiermit ist aber 
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ein Widerspruch gefunden mit dem nach allgemeinen Prinzipien geltenden 
Satze, dass die Funktion ®(z) für den Bereich B' das Maximum des absoluten 
Betrages ihrer Werte auf einer ihrer Begrenzungslinien annehmen muss. 

Nachdem feststeht, dass F(2)—cz ist, unter c eine Konstante verstanden, 
kann die betrachtete Abbildung des Bereiches B’ auf sich selbst nur eine Drehung 
mit dem Nullpunkte als Fixpunkt sein. Da nun noch ein innerer Begrenzungs- 
schlitz des Bereiches B! vorhanden ist, welcher durch die Transformation eben- 
falls in sich übergehen sollte, so muss die Konstante c den Wert 1 haben. 

Die gegebene Beweismethode lässt auch die Sachlage im Falle m—2 voll- 
ständig erkennen. In diesem Falle haben wir einen ungeschlitzten Kreisring B'. 
Wir können annehmen, dass der Symmetralkreis desselben mit dem Einheitskreis 
zusammenfällt. Diejenigen Transformationen, welche B' unter Festlassung der 
einzelnen Begrenzungslinien als Ganzes in sich transformieren, sind die Drehungen 
mit dem Nullpunkt als Fixpunkt. Diejenigen Transformationen, welche eine Ver- 
tauschung der Begrenzungskreise bewirken, gehen in die ersteren über, wenn man 


à : : I E: 
sie mit der Transformation 2/ — ^ zusammensetzt, welche den äusseren Begren- 


zungskreis in den inneren überführt. 

2. Man kann wünschen, die obige Frage ohne Bezugnahme auf die Entwick- 
lungen über Ränderzuordnung zu behandeln. Dies ist folgendermassen möglich. 

Unsere Funktion ®(z) wird, sofern sie nicht eine Konstante ist, jedenfalls eine 
Abbildung auf ein Gebiet vermitteln, welches zwischen zwei endlichen Kreisen 
vollständig enthalten ist. Bei Annäherung an die Begrenzungslinien des Berei- 
ches B' werden die Werte der Funktion ®(z) sich, geometrisch gesprochen, ge- 
wissen Kreislinien nühern, deren Mittelpunkt im Nullpunkt liegt und deren An- 
zahl nicht grösser als m sein kann. Nehmen wir nun in der ®-Ebene einen von 
den genannten m Kreisen verschiedenen, jedoch mit ihnen konzentrischen Kreis 
K an, so wird die Funktion ® (z) zweifellos innerhalb B' auch solche Werte anneh- 
men, die, geometrisch gesprochen, auf dem Kreise K liegen. Dieser Kreis ist nun 
aber grenzstellenfrei. Betrachtet man an Stelle der Funktion ®(2) jetzt die Funktion 
log D (z), so ist auch diese Funktion eindeutig in 5'. Die Kreislinie K geht über 
in eine grenzstellenfreie Gerade parallel der Achse des Imaginären. Man kann 
jetzt auf dieser Geraden in beliebige Entfernung wandern, ohne auf eine Grenz- 
stelle zu treffen. Es würde also der absolute Betrag der, wie gesagt, eindeutigen 
Funktion log ®(z) beliebig grosser Werte fähig sein, während diese Funktion doch 
offenbar beschränkt ist. 

3. Durch die vorstehenden Entwicklungen ist offenbar der Endlichkeitsbe- 
weis auch in dem weiteren Umfange geführt, welcher sich ergibt durch Zulassung 
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auch der symmetrischen Umformungen (d. i. konformen Abbildungen mit Umle- 
gung der Winkel). Liegt ein dreifach zusammenhängender schlichter Bereich B vor, 
so liefert die Abbildung desselben auf die konzentrisch kreisförmig geschlitzte 
Kreisringfläche 5' das Resultat, dass jeder derartige Bereich B auf eine und nur 
eine Weise durch drei regulür analytische Querschnittlinien in zwei zu einander 
im analytischen Sinne inbezug auf dieselben spiegelbildlich symmetrische einfach 
zusammenhängende Hälften zerlegt werden kann. Bei dem Bereiche B' wird die 
gemeinte Zerlegung, wie unmittelbar ersichtlich ist, von drei, einer und derselben 
durch den Ringmittelpunkt gehenden Geraden angehórenden Strecken bewirkt. 


$ 6. 


Bestimmung des Potentials u?. Herleitung einiger bekannter Konvergenzgrundtat- 
sachen bei automorphen Gruppen. 

1. Die Bestimmung des Potentials u? kommt mit Rücksicht auf das über 

die Funktionen 7 Gesagte offenbar darauf hinaus, diejenige Potentialfunktion 


I zu ermitteln, welche im ganzen Bereich B, abgesehen von dem Punkte z,, 
eindeutig und regulär ist, auf der ganzen Begrenzung von B den konstanten 
Wert o annimmt und im Punkte z, unendlich wird wie log |z —2,|]. Lassen wir 
dem Punkte z, in der ©-Halbebene den Punkt 2, im Innern des Fundamental- 
polygons 11, entsprechen und bezeichnen wir mit 2, den zu £, gehörenden kon- 
jugiert imaginären Wert, so ergibt sich die Funktion 1° direkt als der reelle Teil 
einer analytischen Funktion in der Gestalt 


18= SR Ÿ log ==! (N=Reeller Teil von), 


wobei die Summe zu erstrecken ist über unendlich viele Terme, die man erhält, 
wenn man an Stelle der Punkte £, und £, die mit diesen äquivalenten Punkte 
2,2, treten lässt. Die gleichmässige Konvergenz der Reihen ergibt sich, wenn 
man beachtet, dass die Summe Y|/,—{,]|, d. i. die Summe der Abstände je 
zweier konjugierter logarithmischer Unendlichkeitsstellen konvergent ist. (Siehe 
unter 2. dieses Paragraphen.) 

Wiederum folgt der automorphe Charakter des reellen Teiles dieser Funk- 
tion und das Verschwinden dieses reellen Teiles längs allen Strecken s,[» =1,..., m] 
aus der Bemerkung, dass der einzelne Term des reellen Teiles in der oberen Halb- 
ebene eine eindeutige Potentialfunktion ist, die längs der Achse des Reellen ver- 


schwindet und nur in mit ¢, und ©, äquivalenten Punkten logarithmisch unend- 
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lich wird, sodass man sagen kann, dass die sämtlichen unendlich vielen Terme 
nichts anderes darstellen, als die unendlich vielen Überpflanzungen der Funktion 


log | — | gemäss den Substitutionen der Fundamentalgruppe, eine Auffassung, 








>) 21 
welche den automorphen Charakter der Summe der reellen Teile als selbstver- 
ständlich erscheinen lässt. 

2. Die vorher benützte Konvergenztatsache ist eine einfache Folge von der 
unmittelbar in Evidenz tretenden Konvergenz der Summe aller Bildstrecken der 
2m—2 Strecken o, der Achse des Reellen, die an der Begrenzung des Funda- 
mentalbereichs 11, teilnehmen. Bei Ausübung aller Substitutionen der Funda- 
mentalgruppe gehen diese Strecken o, in lauter verschiedene Strecken der Achse 
des Reellen über, von welchen eine, bei der Summierung auszuschliessende, den 
unendlich fernen Punkt enthàlt. 

Zieht man irgend eine Kreislinie X, welche auf der Achse des Reellen eines 
der 2m —2 Grundintervalle ausschneidet, indem sie diese Achse unter einem von 
null verschiedenen, sonst beliebigen Winkel trifft, so wird nun auch die Summe 
der Umfdnge aller Bildkreise von K konvergent sein müssen, da wegen der In- 
varianz des Schnittwinkels mit der Achse des Reellen auch das Verhältnis zwischen 
Umfang des Kreises und Länge des ausgeschnittenen Achsenabschnittes das- 
selbe bleibt. 

Nun ist jeder Kreis X', der ganz in der oberen Halbebene enthalten ist, 
einschliessbar in einen Kreis der Gattung K. Also ist auch für einen Kreis X' 
die Summe der Umfänge aller seiner Bildkreise konvergent. Ebenso steht es mit 
jedem Kreise K", der die Achse des Reellen berührt, jedoch nicht in einem Grenz- 
punkte der Fundamentalgruppe. Jeder die Achse des Reellen schneidende Kreis 
K'' ferner lässt sich, sofern er nur keine Grenzpunkte trifft, durch Ein- 
führung eines Teilpunktes oberhalb und eines Teilpunktes unterhalb der Achse 
des Reellen unter Hinzunahme seiner Schnittpunkte mit der Achse des Reellen 
in vier Stücke zerlegen, deren jedes einzelne in einen besonderen Kreis der Gat- 
tung K" eingeschlossen werden kann, wobei dann die Länge des eingeschlossenen 
Bogens jedesmal kleiner ist als der Umfang des einschliessenden Kreises K". 
Hiermit ist auch für die Kreise der Gattung K'’ die Konvergenz der Summe ihrer 
Umfänge bewiesen. Insbesondere ist hiermit auch die Konvergenz der Summe der 
Umfänge aller Grundkreisbilder dargetan, d. i. der Bilder der Begrenzungskreise 
des Fundamentalpolygons. 

Betrachtet man jetzt die Summe der Abstände eines vollständigen Systems 
dquivalenter Punkte der oberen oder unteren Halbebene von der Achse des Reellen, 
so muss nun auch diese Summe konvergent sein; denn jeder solche Abstand ist 


328 Paul Koebe. 


kleiner als die Länge eines Orthogonalkreisbogens, geführt von dem betrachteten 
Punkte nach einem Diskontinuitätspunkte (d. i. jeder von den Grenzpunkten ver- 
schiedene Punkt) der Achse des Reellen. Die letzteren Bögen aber können wir 
sämtlich untereinander äquivalent wählen so, dass jeder in einen Kreis der Gat- 
tung K" eingeschlossen werden kann. 

Wir bemerken ferner jetzt sofort, dass man überhaupt sagen kann, dass die 
Summen der Längen aller Bilder irgend eines Kreisbogenpolygonzuges, welcher nicht 
bis an die Grenzpunkte der Gruppe heranreicht, konvergent ist. Denn man kann 
einen solchen Polygonzug in endlich viele Stücke zerlegen, die ihrerseits je von 
einem Kreise der einen oder anderen obigen Gattung umschlossen werden können. 
Schliesslich finden wir ganz allgemein den Satz, dass, wenn £, und £, irgend zwei 
Punkte der £-Ebene, nur nicht Grenzpunkte sind, dass die Summe der Abstandsgrössen 
>]£,—{,|, erstreckt über alle Bildpunktepaare des Paares (£,, £,) konvergent ist. 
Diese Abstandsgrössen sind nämlich jedenfalls kleiner als die Längen von Kreis- 
bogenpolygonzügen, welche die Punkte miteinander verbinden. 


§ 7- 
Bestimmung der Potentiale u®, u9, u®. 

1. Die Bestimmung des Potentials wu? mit zwei entgegengesetzt gleichen 
logarithmischen Unstetigkeiten in B reduziert sich, abgesehen von einer durch 
eine lineare Kombination der ue zu bewirkenden Regulierung der Periodizitäts- 
moduln des imaginären Teiles auf die Bestimmung desjenigen Potentials 26, 
welches in B die zwei logarithmischen Unstetigkeiten bei z, und z, hat und längs 
des ganzen Randes den Wert null annimmt. Lassen wir den Stellen z, und 2, 
die Stellen Z, und £, im Fundamentalpolygon entsprechen, so finden wir /® in 
der Gestalt 
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4. Das Potential ul) soll in z, und z, mit entgegengesetzt gleichen Koeffi- 
zienten logarithmisch unendlich werden und ausserdem die normale Ableitung 
null làngs der ganzen Begrenzung haben. Dies führt zur Betrachtung des fol- 
genden Ansatzes 


— (log | — £;| * log |5 — 2; )]- 
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Dieser Ansatz liefert uns in /® eine in der oberen Halbebene eindeutige Poten- 
tialfunktion mit den verlangten Unstetigkeiten in £,,5, und den äquivalenten 
Punkten £0, 6, ferner ersichtlich mit verschwindender normaler Ableitung längs 
der Achse des Reellen, jedoch noch nicht der Bedingung genügend, sich gegen- 
über den Substitutionen der Fundamentalgruppe zu reproduzieren. 

Die gleichmässige Konvergenz der Reihe folgt aus der gleichmässigen Kon- 


SL 


vergenz der beiden Bestandteile > log — 


1 


Y a 
und Ÿ log >—=', wenn man 
p4 mend 
p 


beachtet, dass die Summe der Abstandsgróssen |¢,—¢,| und |5,— Z5, | nach 
$ 6, konvergiert. Das Potential J“ wird sich, wie schon gesagt, im allgemeinen 
nicht reproduzieren gegenüber den Substitutionen der Fundamentalgruppe, vielmehr 
dabei Änderungen um additive Konstanten erleiden. Es geht nämlich der ein- 
zelne Term der Summe, betrachtet als Funktion von ¢, bei Ausübung einer 
Substitution der Fundamentalgruppe in eine neue Funktion von ¢ über, welche 
mit einem Term der Summe in den Unstetigkeitsformen übereinstimmt und sich 
folglich von demselben nur am eine additive Konstante unterscheidet. 

Es handelt sich nun noch darum, eine Modifikation mit dem Potential J“ 
vorzunehmen, durch welche /® in das eigentlich zu bestimmende Potential «9? 
übergeht. Um diese Modifikation vorzunehmen, wollen wir uns vorstellen, dass 
wir das Potential 7“ auf den Bereich B überpllanzen, wo es dann längs den 
Begrenzungslinien die von uns nicht gewünschten Periodizitätsmoduln erleidet, 
jedoch die richtigen Unstetigkeiten besitzt und auch die normale Ableitung null 
längs des ganzen Randes. Die Modifikation muss stattfinden in Form der Addi- 
tion eines unstetigkeitenfreien Potentials, welches ebenfalls die normale Ableitung 
null längs des ganzen Randes besitzt und dieselben Periodizitätsmodul wie /® hat. 

Eine solche in Abzug zu bringende Funktion lässt sich aber bestimmen 
durch Heranziehung des Potentials v0, d. i. des konjugierten Potentials zu u"). 
Dieses Potential hat den Typus der in Abzug zu bringenden Funktion, und 
zwar sind die auftretenden Periodizitätsmoduln 2: längs L,, —2:;r längs L,, auf 
allen übrigen Linien null. Wir können nun mit vU) = vf analoge Funktionen 
v, Dis. ern bilden, indem wir die Linie L, bzw. durch L,, Z,,..., Lm 
ersetzen. Durch Abzug einer linearen Kombination können wir so die Periodizi- 
tätsmoduln des Potentials 24 längs Z,, L,,..., Lm beseitigen. Dann muss von selbst 
auch der Periodizitätsmodul auf L, wegfallen und also die Funktion wu entstehen. 

5. Zur Bildung des Potentials u? gehen wir von der allgemeinen SCHOTTKY- 
schen Reihenbildung 

F(E) = I(R(C®) — R@)) 


n=1 
Acta mathematica. 41. Imprimé le 23 février 1918. 42 
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aus, indem wir unter R({) eine rationale Funktion von £ verstehen, welche nur 
im Fundamentalbereich und seinem Spiegelbilde in der unteren Halbebene unend- 
lich wird, ferner unter Z^? das durch eine beliebige Substitutionen der Funda- 
mentalgruppe entstehende Bild der Stelle £, unter a? das entsprechende Bild 
des festen Punktes «. Die Reihenbildung ergibt sich auf natürlichste Weise, 
indem aus der Grundfunktion R({) durch Überpflanzung gemäss allen Substitu- 
tionen der Fundamentalgruppe die neuen rationalen Funktionen R,„(£) = R(£U)) 
von © bildet und sodann dieselben zur Erzielung der Konvergenz noch um die Kon- 
stanten R(«'®)) vermindert, so dass sämtliche so modifizierten rationalen Funk- 
tionen nunmehr im Grundpunkte « verschwinden. Die obige Reihe ist dann 
nach ScHoTTKky in der ganzen [-Ebene mit Ausnahme der Grenzpunkte der 
Gruppe gleichmässig konvergent, weil die Summe der Längen |Z6? — «")| kon- 
vergiert und die obige Summe mit letzterer Term für Term vergleichbar wird, 
da der Differentialquotient 

| R (EU) — R (a) 


| GOS a 7 

gesetzt werden kann, unter 7 eine von n unabhängige positive Konstante ver- 
standen. Die durch die unendliche Reihe dargestellte Funktion ändert sich fer- 
ner bei Ausübung der Substitutionen Z' — L(Z) der Fundamentalgruppe nur um 
additive Konstanten, aus dem einfachen Grunde, weil nach der Entstehung der 
einzelnen Terme die Werte derselben an der Stelle £ 
vermóge © = L({) korrespondierenden Terme immer nur um additive Konstanten 


' sich von den Werten der 


unterscheiden. 

Die rationale Funktion A(Z) kann nun so gewählt werden, dass sie für 
reelle [ ebenfalls reell ist. Alsdann besitzt die Funktion F(2) die Eigenschaft, 
auf der ganzen Achse des Reellen reell zu sein, sodass also ihr reeller Teil die 
normale Ableitung null, während der imaginäre Teil auf den einzelnen Diskon- 
tinuitätsintervallen der Achse des Reellen immer den konstanten Wert null an- 
nimmt. Wählen wir speziell 


mit a eine komplexe Konstante, mit a ihren konjugiert komplexen Wert be- 
zeichnend, so gewinnen wir, wenn wir den Normierungspunkt « mit © zusammen- 
fallen lassen, eine Funktion 

F(C) = 16) +76)! 


in Gestalt einer Reihe 
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T. An an 
Fo) = > te — Em) = c 
Ren 


in welcher ax die zu a, konjugierte Grösse ist, welch letztere den Wert 
die 
ES 


| . hat. Die Funktion /9 bleibt gegenüber den Substitutionen der Fun- 


damentalgruppe ungeändert. Sie verschwindet längs der ganzen Achse des Reel- 
len. Der reelle Teil ist jetzt nur so zu modifizieren, dass die additiven Kon- 
stanten, welche sich bei Ausübung der Fundamentalsubstitutionen der Gruppe 
ergeben, den Wert null bekommen. Dies erreichen wir aber durch Hinzufügung 
einer linearen Kombination der Funktionen 7°” zu I9 oder, was auf dasselbe 


. H . I . .. . . 
hinauskommt, der J‘ zu I9", wobei mit 20)" die zu J! gehörende konjugierte 


dit ? 
2 | ist, kann 
dz G= 6 


ebenfalls dazu dienen, die Konvergenz der obigen Reihe darzutun. Denn es ist 


Funktion bezeichnet ist. Die obige Bemerkung, dass an = | 


bekanntlich fiir alle auf der Achse des Reellen eigentlich diskontinuierlichen 


din) 


Gruppen reeller Substitutionen der Satz zutreffend, dass die Reihe Deor kon- 
(2) € 


vergiert für jede von den Grenzpunkten der Gruppe verschiedene Stelle 7. 


§ 8. 
Bestimmung der Potentiale ut, u", ud, ul, 

1. Die Bestimmung des Potentials ul wird uns auf einem Wege gelingen, 
der analog ist dem zur Bestimmung von u) eingeschlagenen Wege. Wir defi- 
nieren zunächst gewisse Potentiale ZU [u — x,..., k] und zwar bezeichnen wir mit 
19 dasjenige in B eindeutige und reguläre Potential, welches auf L, den kon- 
stanten Wert ı, auf den übrigen k—ı Linien der Folge L,,..., L; den kon- 
stanten Wert null annimmt, hingegen längs Lx41,..., Lm, die normale Ableitung 
null besitzt. Sofern ein solches Potential überhaupt existiert, was, wie wir sehen 
werden, tatsächlich der Fall ist, erkennen wir an dieser Stelle bereits, dass es 
durch die angegebenen Bedingungen völlig bestimmt wird. Denn die Differenz 
zweier den gestellten Bedingungen genügenden Potentialfunktionen würde eine 
Potentialfunktion sein, welche längs L,,..., D; den konstanten Wert null annimmt, 
längs den übrigen Begrenzungslinien die normale Ableitung null hat, für welch 
letztere Bedingung auch die andere gesetzt werden kann, dass der imaginäre 
Teil der dureh das Potential als reeller Teil definierten analytischen Funktion 
konstant sein soll. Diese Potentialfunktion würde demnach an je zwei in be- 
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zug auf eine solche Begrenzungslinie spiegelbildlich symmetrischen Punkten die- 
selben Werte annehmen. Es kann daher ein Maximum oder Minimum der Werte 
dieser Potentialfunktion für das Innere von P nicht auf einer solchen Begren- 
zungslinie erreicht werden, weil sonst in den betreffenden Stellen die Funktion 
ein Maximum bzw. Minimum haben würde mit bezug auf die vollständige Umge- 
bung der betreffenden Stelle. Das Resultat ist, dass Maximum und Minimum 
der betreffenden Differenzfunktion auf einer der Linien L,,..., L; angenommen 
werden, wo dieses Potential verschwindet. Das heisst aber, dass die genannte 
Differenzfunktion identisch verschwindet. 
Wir können durch eine ähnliche Argumentation sofort feststellen, dass 


k 

m I9 — 1 

n=l 
ist, dass hingegen zwischen weniger als k dieser Potentiale weder eine homogene 
noch eine nichthomogene lineare Gleichung mit konstanten Koeffizienten bestehen 
kann. Ferner bemerken wir, dass es keine homogene lineare Kombination von 
9. ..., 12.4 geben kann von der Art, dass der zugehórende imaginäre Teil dieser 
linearen Kombination längs L,,..., L;_ı den Periodizitätsmodul null hat. Denn 
dann würde der betreffende imaginäre Teil, der längs Li41,...,L,, ja jedenfalls 
keinen Periodizitätsmodul hat, auch längs Lx keinen Periodizitätsmodul haben, 
sodass die betreffende analytische Funktion eine eindeutige Funktion wäre, von 
welcher längs Z,,...,Zx der reelle Teil auf jeder einzelnen Linie konstant ist, 
längs Lx+1,..., L, jedoch der imaginäre Teil. Eine solche Funktion gibt es aber, 
abgesehen von der Konstanten, nicht nach dem Satze Pag. 314. 

Nunmehr können wir, wie oben Pag. 321 mit dem Nichtverschwinden einer 
Determinante von Periodizitätsmoduln operierend, schliessen, dass man stets eine 
lineare homogene Kombination der I? [n —1,..., k—1] aufstellen kann und auch 
nur auf eine Weise, sodass ihr konjugiertes Potential längs L,,..., Lk_ı vorge- 
schriebene Periodizitätsmoduln erhält. Damit erledigt sich die Bestimmung des 
Potentials uw. Dasselbe ergibt sich als eine lineare homogene Kombination der 
TO Deus bx]: 

Die Frage der Existenz der Potentiale J" ist jedoch damit noch nicht 
beantwortet. Zu dem Zwecke fassen wir eine dieser Funktionen ins Auge, 
etwa 1, und setzen sie über die Linien Lr41,..., Lj auf die Rückseite von B 
hin fort. (Vgl. hierzu die Bemerkungen auf Pag. 337 über die analytische 
Fortsetzung von Funktionen auf Doppelflichen.) Die so fortgesetzte Funktion 


(6) 3 : : re pus = 2 E . 
Il; nimmt an je zwei koinzidierenden Punkten der Vorderseite und Rückseite 
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von B denselben Wert an. Sie ist in ihrem doppelflächenförmigen Gebiete B 
eindeutig und regulär und nimmt an den beiden Linien L, (auf Vorder- und 
Rückseite) den Wert +1, auf den Linien Z,,..., Lx (auf Vorder- und Rückseite) 
den Wert null an. Die erwähnten, der Symmetrie der Fläche B Rechnung tra- 
genden Regularitäts- und Randwerteigenschaften genügen umgekehrt, um auf 
Grund der eindeutigen Bestimmtheit der Funktion durch ihre Randwert- und 
Regularitätseigenschaften zu schliessen, dass die Funktion an irgend zwei koinzi- 
dierenden Punkten der Vorder- und Rückseite denselben Wert annehmen und 
mithin auf den Begrenzungslinien Lx+1,..., 2m die normale Ableitung null haben 
muss. Man könnte in der Tat aus einer unsymmetrischen Funktion durch die 
symmetrische Übertragung selbst sofort eine zweite, von ersterer verschiedene 
Funktion herleiten. 

2. Es kommt somit das ganze Problem der Bestimmung der Potentiale 20 
darauf hinaus, die Fundamentalabbildung der Doppelfläche B auszuführen, welche 
dureh Hinzunahme der Rückseite zur Vorderseite des Bereichs B entsteht, wobei 
die Linien Lxyı,...,Z„ als innere Linien, hingegen die Linien Z,,..., Lx jede 
zweimal als Randlinien auftreten. Diese Fundamentalabbildung gewinnen wir, 
indem wir zunächst für die Fläche B selbst die Fundamentalabbildung durch- 
fübren. Diese Abbildung kann dann auch als eine Abbildung der Doppelfläche B 
dadurch aufgefasst werden, dass man dem Übergang über die Linien Lx41,..., 
L, von Vorderseite zu Rückseite den Übergang von oberer Halbebene zu unterer 
Halbebene entsprechen lässt. Auf diese Weise wird die Fläche B zunächst (», »)- 
deutig auf ein die ganze Ebene bedeckendes schlichtes Gebiet ? abgebildet, welches 
als Begrenzungslinien diejenigen Strecken der Achse des Reellen besitzt, die den 
Linien Z,,..., Lx bei der betrachteten Fundamentalabbildung des Bereichs B ent- 
sprechen. Das Gebiet ? kann nun seinerseits auf Grund unseres Schmiegungs- 
verfahrens auf eine schlichte obere ¢-Halbebene abgebildet werden, womit dann 
die Fundamentalabbildung der Doppelfläche B auf eine ¢-Ebene geleistet ist, von 
welcher ausgehend wir die Potentiale 1% in derselben Weise gewinnen, wie oben 
die Potentiale JU, ausgehend von der £-Ebene. 

3. Was nun schliesslich die Bestimmung der Potentiale u”, u®, u® anbetrifft, 
so bietet deren Bestimmung keine prinzipiell neuen Schwierigkeiten dar. Diese 
Funktionen sind, abgesehen von den additiv hinzutretenden linearen Kombina- 
tionen der uA durch diejenigen Potentiale gegeben, welche mit u”, ut), ut) in 
allen Bedingungen übereinstimmen mit dem einen Unterschied, dass auf den Rand- 
linien Z,,..., Lx der konstante Wert null vorgeschrieben wird. Diese neuen 
Potentiale mögen mit J, /(9, /(9 bezeichnet werden. Ihre Herstellung erfolgt in 
der £-Ebene wesentlich in derselben Weise, in welcher wir oben die Potentiale 
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I? u. s. w. in der Ü-Ebene konstruierten. Es treten z. B. bei der Herstellung 
des Potentials /9 im ganzen acht paarweise symmetrisch angeordnete nichtäqui- 
valente Unstetigkeitsstellen auf. Um ferner etwa von J zu wu? zu gelangen, 
hat man nur nötig, zu J‘ eine solche lineare Kombination der 7f? zu addieren, 
durch welche das Verschwinden der Periodizitätsmoduln der konjugierten Poten- 
tialfunktionen längs L.,..., Lx bewirkt wird, was nach einer Bemerkung oben 
(Pag. 332) tatsächlich möglich ist. Dann wird von selbst der Periodizitätsmodul 
längs L, den Wert 2x erhalten wegen des Auftretens einer Jogarithmischen Un- 
stetigkeitsstelle innerhalb B. Analog verfährt man bei 4? und «9, 


C. Zweiter Teil (8$ 9, 10). 


Die Abbildungsaufgaben der dritten, vierten und fünften Kategorie. 


(Isogonale Trajektorien der Orthogonalkreissysteme als Begrenzungslinien; Haupt- 
punkte auf der Begrenzung.) 


§ 9. 
Die Abbildungsaufgaben der dritten und vierten Kategorie. (Geradlinige bezw. spiral- 
linige Begrenzungen.) 

1. Die bisher betrachteten Normalformen mehrfach zusammenhängender. 
Bereiche waren dadurch charakterisiert, dass ihre Begrenzungslinien entnommen 
waren einem Orthogonalsystem von Kreisen, welches wir in seiner einfachsten 
Gestalt, nämlich entweder als Orthogonalsystem von Geraden parallel der Achse 
des Reellen bzw. des Imaginären (entsprechend dem parabolischen Kreissystem) 
oder in Form eines gewöhnlichen Geradenbüschels mit dem Nullpunkt als Zen- 
trum nebst zugehörendem konzentrischem Kreissystem (entsprechend dem ellip- 
tisch-hyperbolischen Kreissystem) zugrundelegten. Dabei unterschieden wir noch 
zwei Kategorieen nach dem Gesichtspunkte, ob beide Orthogonalscharen oder nur 
die eine Schar zur Verwendung kam. Wir werden uns in einer folgenden Ab- 
handlung dieser Serie allgemein mit denjenigen Erweiterungen der Gestalten der 
Normalbereiche zu befassen haben, die sich ergeben, wenn man die zu den ge- 
nannten Kreissystemen isogonalen Trajektorien, d. s. Geraden beim parabolischen 
System, logarithmische Spiralen beim elliptisch-byperbolischen System, mitberan- 
zieht zur Bildung der Begrenzung. 

Gewisse besondere Fälle dieser neuen Allgemeinheit gestatten eine Behand- 
lung nach denselben Methoden, die wir im Vorhergehenden dargelegt haben. Wir 
stellen sie deswegen der allgemeinen Behandlung voran. Im ganzen handelt es 
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sich hier um vier Abbildungsaufgaben, welche den folgenden Normalgestalten 
entsprechen. 

10. Der Bildbereich soll begrenzt sein von m untereinander parallelen, aber 
gleichgerichteten endlichen geradlinigen Schlitzen gegebener Richtung. Bei der Abbil- 
dung ist vorzuschreiben, welcher innere Punkt des zur Abbildung vorgelegten 
Bereiches B in den unendlich fernen Punkt übergehen soll und welches die dabei 
stattfindende Zuordnung der Richtungselemente in jenen Punkten ist. (Fig. 10.) 

11. Der Bildbereich soll begrenzt sein von m geradlinigen endlichen Schlit- 
zen, deren je zwei entweder untereinander parallel oder zueinander orthogonal sind. 
Für jede Begrenzungslinie ist die Richtung des entsprechenden Schlitzes zu geben. 
Im übrigen gilt die unter ro gegebene Vorschrift betr. die Zuordnung eines inne- 
ren Punktes zum unendlich fernen Punkte einschliesslich der Richtungselemente. 


(Fig. rr.) 
je ere 
M d . j 
on N 11) P NC T 
20) E 13) 

12. Der Bildbereich soll begrenzt sein von m, gegen das fundamentale Ge- 
radenbüschel gleichgeneigten S piralbógen gegebener Neigung. Bei der Abbildung ist 
ferner vorzuschreiben, welche beiden inneren Punkte des abzubildenden Bereichs 
in den Nullpunkt und in den unendlich fernen Punkt übergehen sollen. (Fig. 12.) 

13. Der Bildbereich soll begrenzt sein von m teils gleichgeneigten, teils zu 
diesen orthogonalen, unter sich ebenfalls gleichgeneigten Spiralbögen. Für jede ein- 
zelne Begrenzungslinie ist die Neigung des entsprechenden Spiralbogens vorzu- 
schreiben. Ferner ist wiederum vorzuschreiben, welche beiden inneren Punkte 
des gegebenen Bereichs B in den Nullpunkt und in den unendlich fernen Punkt 
übergehen sollen. (Fig. r3.) 

2. Was zunächst die Abbildungsaufgaben ro und rr anbetrifft, so bemer- 
ken wir ohne weiteres, dass sie in die Abbildungsaufgaben 5 und 9 übergehen, 
indem man eine Drehung der Bildebene um einen durch die gegebene Neigung 
der Schlitze bestimmten Winkel vornimmt. Wir erkennen auf diese Weise sofort, 
dass die Abbildungsaufgaben, abgesehen von der richtungstreuen Ähnlichkeits- 
transformation nur eine Lósung besitzen und dass die Auffindung der Abbildungs- 
funktionen selbst durch die Auffindung der Abbildungsfunktionen /® (z) und f? (z) 
ebenfalls mit erledigt ist. 
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Um für die Abbildungsaufgaben 12 und 13 den Unitätsbeweis zu führen, bil- 
den wir den Quotienten zweier als Lösungen vorgestellten Abbildungsfunktionen 
f, (2) 
f2(2) 


reguläre Funktion, welche in diesem Bereiche weder null noch unendlich wird, 


f,(z) und f,(z) Die Funktion ist dann eine im Bereiche B eindeutige und 


deren Randwerte ferner wiederum endliche spiralförmige Bögen beschreiben, welche 
auch dem Nullpunkte nicht beliebig nahe kommen. Wäre nun die durch den 
obigen Quotienten dargestellte Funktion keine Konstante, so bedecken die in B 
angenommenen Werte derselben, geometrisch gesprochen, ein Gebiet, welches die 
erwähnten Spiralbögen vollständig einbettet. Die genannte Funktion würde daher 
weder Maximum noch Minimum des absoluten Betrages ihrer Werte auf dem 
Rande annehmen können, entgegen einem allgemeinen Satze über reguläre Funk- 
tionen. Demnach muss der obige Quotient sich auf eine Konstante reduzieren. 

Was die Bestimmung der gesuchten Abbildungsfunktionen f2(z) und /!9)(z) an- 
betrifft, so schlagen wir einen Weg ein, analog demjenigen, den wir bei Bestim- 
mung der Funktionen /®(z) und f®(z) bzw. f(z) und f9(z) beschritten haben. 

Wir betrachten anstelle der Funktion f (z) (d. i. f"2(z) oder f!9(2)) die Funktion 
log f(z), welche in B zwei logarithmische Unstetigkeiten, nämlich log (z — z,) und 
— log (z—2,) darbietet. Bei Durchlaufung irgend einer Randlinie des Bereichs 
DB kehren die Funktionswerte jedesmal zu ihren Ausgangswerten zurück. Sie 
beschreiben dabei geradlinige endliche Strecken in einem einfachen Hin- und Her- 
gange von bekannter Neigung gegen die Achse des Reellen. Ist « der Neigungs- 


: : = à à 7t ci : 
winkel der Strecken der einen Kategorie, so ist « ARS der Neigungswinkel der 


Strecken der andern Kategorie. Indem wir jetzt anstelle der Funktion log f(z) 
die Funktion e-‘*log/(z) treten lassen, haben wir damit eine wesentlich nach den 
alten Methoden bestimmbare Funktion. 

Die Funktion @ (z)— e—‘¢ log /2(z) wird in B nur unstetig bei z, und z, und 
zwar logarithmisch mit den entgegengesetzt gleichen Koeffizienten e-/* und — e-i«, 
Sie reproduziert sich bei Durchlaufung jeder Randlinie und nimmt dort nur Werte 
von konstantem imaginären Teile an. 

Die Funktion ¥ (z) — e-* log f!?(z) besitzt bei z, und z, dieselben Unstetig- 
keiten wie D(z); sie nimmt auf den Randlinien periodisch in sich zurückkehrende 
Randwerte an, welche bei den Randlinien der einen Kategorie konstanten imagi- 
nüren Teil, bei den Randlinien der anderen Kategorie konstanten reellen Teil 
besitzen. 

Wir können die Funktionen ®(z) und  (z) auf die Rückseite der Fläche B 
fortsetzen. Dabei stellen sich an den entsprechenden Stellen der Rückseite wie- 
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derum logarithmische Unstetigkeiten ein. Gehen wir über eine Linie mit kon- 
stantem imaginärem Teile auf die Rückseite, so bekommen wir logarithmische 
Unstetigkeiten mit konjugiert komplexen Koeffizienten; gehen wir hingegen über 
die Linien konstanten reellen Teiles auf die Rückseite, so bekommen wir die ur- 
sprünglichen Koeffizienten ersetzt durch die negativ genommenen konjugiert kom- 
plexen Werte, d. s. Werte, welche aus den Originalwerten, geometrisch gesprochen, 
durch Spiegelung an der Achse des Imaginären entstehen. 

Die Beurteilung des Verhaltens einer analytischen Funktion in einem Punkte 
der Rückseite ist dabei nach Massgabe der Bestimmung vorzunehmen, dass man 
sich die Rückseite umgeklappt und die dort bestehenden Funktionswerte an die 
entsprechenden Stellen übertragen denkt und nunmehr die Beurteilung des Ver- 
haltens in der gewöhnlichen Weise vornimmt, eben an der durch den genannten 
Überpflanzungsprozess gewonnenen, im gewöhnlichen Sinne analytischen Funktion. 

Analog ist das analytische Verhalten längs einer Übergangslinie (Linie, über 
welche hinweg der Übergang von der Vorderseite auf die Rückseite stattfindet) 
zu beurteilen. Die Übergangslinie werde dabei regulär analytisch vorausgesetzt, 
was bei den Übergangslinien der Doppelfläche B tatsächlich der Fall ist. Man 
mache eine konforme Hilfsabbildung der Ebene, in welcher die Doppelfläche liest, 
in der Weise, dass ein Stück der Übergangslinie, für dessen Nachbarschaft man 
die Beurteilung vornehmen will, in ein geradliniges Linienstück transformiert wird. 
Dabei geht ein das Linienstück enthaltender Teil ? der Doppelfläche in ein an jene 
geradlinige Strecke anschliessendes Doppelflächenstück p'über. Das Flächenstück 3 
wird nun seinerseits in ein gewöhnliches Flächenstück 9 verwandelt, indem man die 
rückseitige Hälfte von demselben unter Festhaltung der genannten geradlinigen 
Begrenzungsstrecke umklappt, wodurch die beiden Hälften von $ nunmehr neben- 
einander zu liegen kommen und so den Bereich 5 bilden. 

Eine in £ erklärte Funktion hat man sich jetzt zur Beurteilung ihrer ana- 
lytischen Natur nach g überpflanzt zu denken. Insbesondere gilt eine Funktion 
in 8 als den Prinzipien der analytischen Fortsetzung entsprechend definiert, wenn 
sie nach ihrer Überpflanzung in den Bereich ? dort eine im gewöhnlichen Sinne 
der analytischen Fortsetzung erklärte Funktion liefert. 

Die Beurteilung des analytischen Verhaltens von Potentialfunktionen auf 
Doppelflächen hat nach denselben Regeln zu erfolgen. 

3. Zwecks Bestimmung der Funktionen ®(z) und ¥ (z) richten wir unsere 
Aufmerksamkeit auf die reellen Teile derselben, welche wir mit 409 bzw. wl) be- 
zeichnen wollen, während wir entsprechend die imaginären Teile mit v1? und v0? 
bezeichnen. Die Potentiale 4? und w'? werden in z, und z, unstetig in der Form 
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alogr +by bezw. —alogr —by, 
wobei ist r—]|z —2,| bezw. |z—2,], 


pp = Am (z —2,) bezw. Am (z —z,). 


"Die Vieldeutigkeit dieser Funktionen innerhalb des Bereichs B rührt ledig- 
lich von ihren durch die Arcus-Unstetigkeiten bei z, und z, gegebenen Ver- 
zweigungen her. Zieht man in JB irgend eine geschlossene Linie, welche diese 
beiden Punkte einfach und in gleichem Sinne umschlingt, so kehren die genann- 
ten Potentialfunktionen zu ihren Ausgangswerten zurück. Die Begrenzungslinien 
von B zerfallen in solche der ersten Kategorie, auf welchen ein konstanter Rand- 
wert besteht, und solche der zweiten Kategorie, längs welchen die Normalablei- 
tung null ist. Die ersteren seien mit Z,, L,, ..., Lx, die letzteren mit L;41, ..., Dm 
bezeichnet. Bei u? fallen die Randlinien der zweiten Kategorie weg. 

Von den Potentialen 4? und €? gelangen wir durch Subtraktion homogener 


. T . . : 6 
linearer Verbindungen entweder der Funktionen 79 oder der Funktionen T zu 


analog beschaffenen Funktionen 7/0? und 709, welche sich von wu? und uw? hin- 
sichtlich der hervorgehobenen charakteristischen Eigenschaften nur dadurch un- 
terscheiden, dass ihre konstanten Randwerte auf den Linien Z,,..., Lx sämtlich 
gleich null sind. Diese Funktionen 70% und 7? zerlegen wir ihrerseits wieder 
in der Form 

OHNE HD 


703) — q 703) + p JUS)", 


indem wir, anstelle der oben angegebenen Unstetigkeiten allgemeiner Form, für 
die einfach gestrichenen Funktionen 202 und 7) die Unstetigkeiten + log r, für 
die zweifach gestrichenen Funktionen 7242" und 709" die Unstetigkeiten + p bei 
z, bzw. z, treten lassen. 

Die Potentiale J?’ und 72" denken wir uns jetzt zum Zwecke ihrer Be- 
stimmung durch unendliche Reihen in die ¢-Ebene überpflanzt, die Potentiale 
I09' und 79" hingegen in die £-Ebene, nàmlich die Ebene der Variabeln Er wel- 
che durch die zur Doppelfläche B (Pag. 333) gehörende Fundamentalfunktion ge- 
liefert wird. Nach dieser Überpflanzung lassen sich die erwähnten Potentiale un- 
mittelbar als die reellen oder die durch ? dividierten imaginären Teile von Funk- 
tionen auffassen, die durch Reihen mit lauter logarithmischen Gliedern dargestellt 
werden. So wird die Funktion 712" œeometrisch folgendermassen erklärt. Man 
, im Fundamentalbereich der ¢-Ebene als Bildpunkte der 
Punkte z, und z,. ©, und Z, seien die konjugiert komplexen Punkte. Ein varia- 


bestimme £, und ¢ 


bler Punkt © liefert dann eine Winkelsumme bei £, nämlich 
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Diese Grösse ist auf der Achse des Reellen im Hauptzweige gleich null. Die 
Summe aller Grössen 


erstreckt über alle vermöge der Substitutionen der Fundamentalgruppe aus 
dem Quadrupel (¢,, 2;, ©,,£,) sich ergebenden Bildquadrupel, ist die Grösse 712", 
welche wir suchen. Sie kann auch durch den Ausdruck 


2 JI = 5 ke C c= E 
[o9" — 9t | ; > [ou == m t log — 3 
dargestellt werden, in welchem die unendliche Reihe nach früheren Gründen gleich- 
mässig konvergiert. 


$ ro. 
Die Abbildungsaufgaben der fünften Kategorie. (Hauptpunkte auf der Begrenzung.) 

Wir haben im bisherigen sowohl den Hauptpunkt der parabolischen, als auch : 
die Hauptpunkte des elliptisch-hyperbolischen Orthogonalsystems von der Begren- 
zung ausgeschlossen, indem wir sie entweder dem Inneren oder dem Äusseren des 
Bereichs zuwiesen. Nunmehr wollen wir eine fünfte Kategorie von charakteristischen 
Bereichen aufstellen, bei welchen ein Hauptpunkt oder auch beide Hauptpunkte 
auf der Begrenzung desselben liegen. Dabei beobachten wir jedoch, wie bei 
den ersten beiden Kategorieen, bei der Bildung der einzelnen Begrenzungslinien 
das Prinzip, dass jede Begrenzungslinie ganz einer und derselben Linie (Gerade 
oder Kreis) des Orthogonalsystems entstammen soll. 

1. Betrachten wir zunächst das orthogonale Geradensystem, so kann der 
Hauptpunkt auf drei typisch unterschiedene Weisen in die Begrenzung eingeführt 
werden. Die Figuren 14, 15, 16, zeigen die Gestalt der jeweiligen, den Haupt- 
punkt enthaltenden Begrenzung (stark ausgezogen). Sie sind nach dem Grade der 
Allgemeinheit geordnet. Die Pfeile bedeuten, dass man sich die betreffende Linie 
in der durch den Pfeil angezeigten Richtung ins Unendliche fortgesetzt zu den- 
ken hat. Zeigt der Pfeil nur in einer Richtung ins Unendliche, so hat man sich 
die Linie dort endigend zu denken. Weisen zwei Pfeile in engegengesetzter Rich- 
tung ins Unendliche, so hat man die Linie als eine einheitliche, durch das 
Unendliche hindurchgehende Linie aufzufassen. Für die Abbildungsprobleme 
können wir annehmen, dass die den Hauptpunkt enthaltende Begrenzungslinie 
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in der Achse des Reellen liege. Sie ist dann im Falle der Figur 16 mit der 
Achse des Reellen geradezu identisch. Die Bereiche haben in den Fällen der 
Figuren 14 und 15 die Form einer geschlitzten Vollebene, in den Fällen der 
Figur 16 die Form einer geschlitzten Halbebene. Die hinzukommenden weiteren 
Begrenzungsschlitze sind dabei entweder auch parallel der Achse des Reellen 
oder parallel der Achse des Imaginären zu denken, jedenfalls aber endlich. 

Die sich nun einstellenden sechs neuen Abbildungsaufgaben (s. die Figuren 
14—19, von welchen die letzteren drei durch die hinzugetretenen vertikalen 
Schlitze von den drei ersten unterschieden sind), geben zu neuen Potentialen 


Anlass, die wir nieht weiter besonders durch Indizes charakterisieren wollen. 


16) 
14) 15) £ 


Das Wesentliche übersehen wir ohne Schwierigkeit. Sei Z, diejenige Randlinie 
des Bereichs B, deren Bildlinie den Hauptpunkt enthalten soll. 

Wir werden jetzt dem Typus der Fig. r4 entsprechend zwei verschiedene 
dipolare Unstetigkeiten auf der Begrenzung von B vorschreiben. An beiden Un- 
stetigkeitsstellen ist die Achse der Dipole zusammenfallend mit der Tangente der 
Linie Z, in diesem Punkte zu geben, jedoch das eine mal den positiven (bei 
welchem der Bereich einem auf der Ebene fortschreitenden Beobachter zur Lin- 
ken liegend erscheint), das andere mal dem negativen Umlaufssinn der Linie Z, 
folgend. Als Richtung der Achse bezeichnen wir bei einem Dipol diejenige zur 
Nullgeraden (Symmetrale des Dipols, auf welcher die die Unstetigkeit darstellende 
Funktion Cr! cos (y —q,) den Wert null annimmt) senkrechte Richtung, bei 
deren Verfolgung man zu positiven Werten der angegebenen Funktion gelangt, 
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nämlich die Richtung 9=%,. Diejenige Dipolachse, welche in den der oberen 
Halbebene angehörenden Hauptpunkt des Normalbereichs übergehen soll, hat 
dem negativen Umlaufssinne zu folgen. Beliebig verfügbar bleiben nun noch 
zwei multiplikative reelle positive Konstanten C, und C.. 

Dem Typus der Fig. 15 entsprechend haben wir auf Z, einen und nur einen 
Punkt z, zu geben, welcher in den Hauptpunkt übergehen soll, und ferner nach 
konformer Übertragung eines z, enthaltenden Stückes der Linie Z auf ein den 
Nullpunkt als Bild von z, enthaltendes Stück der Achse des Reellen eine Unste- 
tigkeit der Form 


Cr? cos 29 + C'r—1 cos p — 


wobei C und C' beliebig vorgebbare reelle Konstanten sind, von welchen nur 
Ü »0 sein muss, 

Dem Typus der Fig..16 entsprechend haben wir auf L, nur einen Punkt z, 
vorzugeben, in welchem von der Potentialfunktion ein Verhalten gemäss der 
Form Cr—! cos (~—g,) zu verlangen ist, wobei ~ die positive Tangentenrich- 
tung im Punkte z, bezeichnet. Die Grösse C ist beliebig, jedoch negativ. 

In allen sechs Fällen wird hier von der Potentialfunktion w zu verlangen 
sein, dass sie auf der Linie L, die normale Ableitung null habe, wührend sie auf 
den übrigen Begrenzungslinien entweder auch die normale Ableitung null haben soll 
oder aber einen unbekannten konstanten Wert, der durch die Bestimmung nor- 
miert wird, dass der Periodizitätsmodul der zugehórenden konjugierten Potential- 
funktion làugs der betreffenden Begrenzungslinie verschwinden muss. 

Der durch Differenzbildung zu führende Unitätsbeweis bietet nichts prin- 
zipiell neues dar gegenüber den früheren Unitütsbeweisen. Desgleichen erfordert 
der Existenzbeweis der Funktion w keine neuen Überlegungen. Es sind wieder, 
den bezeichneten Unstetigkeiten entsprechend, ScHorrkysche Reihen anzusetzen 
und sodann durch Zusatzfunktionen die Periodizitätsmoduln in der vorgeschrie- 
benen Weise zu regulieren. 

Was die Frage der durch die sich ergebende Funktion f(z) geleisteten Ab- 
bildung anbetrifft, so ergeben sich ebenfalls keine neuen Schwierigkeiten für die 
Beweisführung. Es ist in jedem einzelnen Falle der Abbildungscharakter an den 
Unstetigkeitsstellen der Abbildungsfunktion ersichtlich, womit zunächst das rich- 
tige Eingehen der Hauptpunkte in die Begrenzung der Bildbereiche feststeht. 
Im übrigen ergibt sich die Einblüttrigkeit der Bildbereiche wieder nach der 
Methode der Charakteristik. Dadurch ist dann auch von selbst die Art und 
Weise der Durchlaufuug des Randes des Bildbereiches in Form eines einfachen 
Hinganges bzw. Hin- und Herganges bestimmt. 
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2. Gehen wir nun zu dem elliptisch-hyperbolischen Orthogonalsystem über. 
Hier haben wir zwei Hauptpunkte, nämlich o und »; und wir können als Linien 
des Orthogonalsystems, welche durch diese Hauptpunkte hindurchgehen, lediglich 
die Geraden des fundamentalen Geradenbüschels heranziehen. Es kann dabei 


N ve 
Re Ba 


21) 


20) 





26) / 27 / 28) 29) 





sein, dass eine Begrenzung des Schlitzbereichs nur einen Hauptpunkt enthalt, indem 
dann der andere entweder garnicht an der Begrenzung teilnimmt oder seinerseits 
auf einer anderen Begrenzungslinie liegt; oder aber es kann auch eine Begrenzungs- 
linie beide Hauptpunkte enthalten. Die so möglichen Hauptbegrenzungslinientypen 
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sind in den Figuren 20—39 der Reihe nach angegeben (Hauptbegrenzungslinien 
stark ausgezogen). Es ergeben sich zwanzig neue Schlitzbereichtypen. Bereich- 
typen, welche durch Transformation durch reziproke Radien aus einander her- 
vorgehen, sind nicht als verschieden betrachtet. Die Figuren 20—33 zeigen die- 
jenigen Typen, bei welchen nur eine Begrenzungslinie einen oder zwei Haupt- 
punkte enthält; die Figuren 34—39 diejenigen Typen, bei welchen zwei Begren- 
zungslinien je einen Hauptpunkt enthalten. 
Die Bestimmung der Abbildungsfunktion f(z) bzw. der Potentialfunktion 


w= log |/(2)| 


begegnet grundsätzlich neuen Schwierigkeiten nicht. Wir erhalten logarithmische 
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Unstetigkeiten auf der Begrenzung. Die Stellen, an welchen diese Unstetigkeiten 
auftreten, sind zu geben. Der Koeffizient einer Unstetigkeit ist entweder +1 
oder —ı oder auch +2 bzw. —2. Die letzteren beiden Koeffizienten tre- 
ten nämlich bei den folgenden Bereichtypen auf: 2ı (+2), 24(-4 2), 25 (+2), 
28 (+2 und —2), 32(+2 und. —2), 35 (—2), 36(+2 und —2), 38 (—2), 
39 (+2 und —2). Wir haben beispielsweise im Falle der Figur 34 vier logarith- 
mische Unstetigkeiten zu geben, zwei mit dem Koeffizienten +1 auf einer Be- 
grenzungslinie und zwei mit dem Koeffizienten —1 auf einer anderen Begren- 
zungslinie, im Falle der Figur 26 haben wir vier Unstetigkeiten der Form + logr 
auf einer und derselben Begrenzungslinie des abzubildenden Bereichs B zu geben, 
welche bei Durchlaufung der betreffenden Randlinie so aufeinander folgen müssen, 
dass die positiven und negativen Unstetigkeiten einander benachbart liegen. 
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Bei der Reihenbildung verfährt man in Bezug auf die Unstetigkeiten mit 
den Koeffizienten +2 zweckmässig so, dass man sie als Summe von zwei Un- 
stetigkeiten mit den Koeffizienten +1 auffasst; jede derartige einfache Unstetig- 
keit kann alsdann mit einer anderen stets vorhandenen, entgegengesetzten Vor- 
zeichens entweder im Fundamentalbereich oberhalb der Achse des Reellen oder 
in seinem Spiegelbild in bezug auf die Achse des Rellen für die Zwecke der 
Reihenbildung zusammengefasst werden.! 


! Die vorliegende Abhandlung findet ihre Fortsetzung in einer später voraussichtlich 
auch in den Acta Mathematica erscheinenden Abhandlung VI. Die Abhandlung V der Serie 
soll im Journal für Mathematik erscheinen, in welchem auch die Abhandlungen I und III er- 
schienen sind. 


ÜBER DIE NULLSTELLEN DER RIEMANNSCHEN 
ZETAFUNKTION. 
Vox 
R. J. BACKLUND 


in HELSINGFORS. 


$ ı. Einleitung. 
1. Die RrEMANN' sche Funktion Z (s) ist bekanntlich eine in der ganzen Ebene 
der komplexen Variable s=o Hit, mit Ausnahme des Poles s— 71, reguläre 
analytische Funktion. In der Halbebene 6 > ı wird sie durch die DirıicHLEr’sche Reihe 


(1) 5(s)= 


sowie durch das unendliche Produkt 
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wo p alle Primzahlen durchläuft, dargestellt. Die Funktion genügt weiter der 
Funktionalgleichung 





(3) C(1—s)=2(2)-° cos- 


; : 5 : à I 
durch welche ihre Werte in zwei Punkten, die symmetrisch zum Punkte s— - 
= 2 


liegen, mit einander verbunden werden. Wenn 


(4) 2@)=x rte) 
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gesetzt wird, kann diese Beziehung durch die Gleichung 
(5) x(s) = x (x 8) 
ausgedrückt werden. 


2. Wenn der erste Schritt der EULER’schen Summationsformel auf die Summe 


oo 
I 2 > 4 
NY angewendet wird, erhält man aus (r) die Formel 


VAT 
ven 

n—]1 [5e 

YAT I n qu (w) 

(6) Ele) Dae Hure: | si du, 

5i 5 
wo 

E dH 

(7) qu (u) =u —[u]— > 


ist.! Durch partielle Integration erhält man hieraus weiter 


wo B, die erste BERNOULLI’ sche Zahl und %, (wu) eine periodische Funktion mit der 
Periode 1 bezeichnet, die im Intervalle o<u<ı mit dem Polynome 9, (u) = 


— wu? — uw -- zusammenfällt. Durch weitere Entwicklung folgt hieraus 


6 
(9) ; NI DE EE N 
9 5 — ipi zw = ae 
wo 
B, s(s + 1)---(s +2» — 2) 
ren v—1 = a Ss il 

(10) T,=( 1) (2 y)! qm5t2v—1 
und 

s(s+1)---(s+2k+1) ("Po x +2 (u) 
(11) Ry — (2k t 2)! > | ust2 k+2 du 


* 
n 


ist. Hier bedeutet B, die v:te BERNOULLI'sche Zahl, während P, (u) eine periodische 
Funktion mit der Periode r ist, die im Intervalle o <o < ı mit dem BERNOULLI’schen 


! [u] bezeichnet die grösste ganze Zahl <u. 
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Polynome P,(u) übereinstimmt.‘ Für das Restgleid A; gilt die Ungleichung? 


s+2k+r 


Fe) ONS ae 


ze 








Die Formel (9) besteht für v > —(2k+1), und da k beliebig gross gewählt werden 
kann, liefert sie also einen Beweis für die Fortsetzbarkeit von ¢ (s) über die ganze 
Ebene. Die Formel ist für numerische Berechnung von ¢(s) besonders geeignet. 

Aus (r) folgt, dass [£(s)| <£ (e) für e» x ist. In der Halbebene o 7 o, (7 1) 
ist also Z(s) beschränkt. Weiter erhalten wir aus der für 6 > — 1 gültigen Formel 
(8), wenn wir » — 1 wählen, 


(8) UG) = ee 


Arsen : : 
woraus folgt, dass E im Gebiete o «o € o,, |t| » t, (^ o) beschränkt ist. In 
der Halbebene o>o ist also, nach der bekannten, von LANDAU eingeführten 
Bezeichnungsweise 


(13) 5 (s) = O (9). 


3. Aus (2) geht hervor, dass die Zetafunktion in der Halbebene o > 1 keine 
Nullstellen besitzt. Aus (3) folgt dann weiter, dass sie in den Punkten s — — 2, 


—4,—6,... Nullstellen erster Ordnung hat (die s. g. trivialen Nullstellen), 


sonst aber keine Nullstellen in der Halbebene 6 «o. Die übrigen Nullstellen von 
£(s) gehören also dem Streifen o<o<ı an. 

Dass von diesen Nullstellen keine auf der reellen Achse liegen, ersehen wir 
z. B. aus der Gleichung 


E(s) = - + nl DUM 


ustl 
i 


welche aus (6) für n— hervorgeht. Da nach (7) |, (Q1 5 - ist, haben wir ' 


nämlich für reelle s (> 0) 


* Vgl. E. Lixpenor, Quelques applications d'une formule sommatoire générale (Acta Soc. Sc. 
Fenn. Tom XXXI, 1902); Sur une formule sommatoire générale (Acta Mathematica, Bd 27, 8. 
305 —311). 

? Vgl. R. J. Backrnoxp, Über die Nullstellen der Riemannschen Zetafunktion (Dissertation, 
Helsingfors 1916, S. 17—18). 
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iv uo 


. NP (u) Tale "du _1 
s | ust 2]w* 2’ 


und da weiter <— ıfüro<s< r ist, so wird also in diesem Intervalle 5 (s) <o. 
s—ı 


Für s=o nimmt die Funktion den von Null verschiedenen Wert — = an, wie 


aus der Gleichung (8 hervorgeht. 


4. Die Funktion 


(14) (= s(s—1) ar (5) (s) 


ist eine ganze Funktion. Die Pole von Z(s) und J B werden nümlich von den 
v 2 


Nullstellen der Faktoren s(s— 1i) und den trivialen Nullstellen von Z(s) aufge- 
hoben. Die Nullstellen von &(s) fallen hiernach mit den nicht-trivialen Null- 
stellen von Z (s) zusammen. 

Nach (5) genügt £(s) der Funktionalgleichung 


(15) §(s) =§(x—s). 


Weil £(s) auf der reellen Achse reell ist und also in Punkten, die in bezug auf 
dieser Achse symmetrisch liegen, konjugierte Werte annimmt, können wir aus 
(15) schliessen, dass diese letzte Eigenschaft auch in bezug auf der Geraden 


0 = gilt, und dass also £(s) auf derselben reell ist. Die Nullstellen von &(s) 


: I 
liegen demnach symmetrisch sowohl zur reellen Achse als zur Geraden 6 =~ 


$ 2. Existenz der Nullstellen von S(s). Abschätzung der Dichtigkeit 
derselben. 


5. Wir wollen in diesem Paragraphen die Existenz der nicht-trivialen Null- 
stellen von Z(s) sowie die v. ManGorpr’sche Formel für die Anzahl derselben 
unter einer gegebenen Ordinate beweisen. Hierzu benutzen wir den elementaren 
Grundsatz der Funktionentheorie, der aussagt, dass das Argument einer analy- 
tischen Funktion, die in einem endlichen Gebiete regulür ist, auf dem Rande 
desselben nicht verschwindet und im Innern desselben » Nullstellen hat, genau 
um 22r wächst, wenn die Variable den Rand des Gebietes in positivem Sinne 
durchläuft. 
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Es sei also N(T) die Anzahl der Nullstellen von S(s), deren Ordinate 
zwischen o und T(»o) fällt, wobei jede etwa k-fache Nullstelle k-mal gezählt 
werde. Wir nehmen an, dass T' mit der Ordinate keiner von diesen Nullstellen 
zusammenfalle Im Rechteck A mit den Ecken a—Ti, a + Ti, 1—a + Ti, 
1—a—Ti, wo a eine reelle Zahl > ı bezeichnet, hat 5 (s) dann 2 N (T) Nullstellen. 

Es sei /r arg £(s) der Zuwachs des Arguments von $(s), wenn s den Rand 
dieses Rechtecks in positivem Sinne beschreibt. Nach dem angeführten Grund- 
satze haben wir dann 


1-a+Ti 





42 N (T) — Ar arg §(s). 





Infolge der in Art. 4 der Einleitung hervor- 
gehobenen Eigenschaft der Funktion §(s), in 
Punkten, die zu einer von den Geraden t= 0 


I : : ER Y 
und 6 — - symmetrisch liegen, konjugierte Werte à 


z 


anzunehmen, ist aber ./; arg £ (s) gleich viermal ix À 
[3 Mee a 





demjenigen Zuwachs, den das Argument von ray ji ur : di 
E(s) erfährt, wenn s, vom Punkte a der reellen 

Achse ausgehend, nur den ersten Viertel der 
Begrenzung des Rechtecks beschreibt (Strecken- 
zug abc in der Figur). Wenn wir diesen Zuwachs 





mit San. arg §(s) bezeichnen haben wir also 








(16) NDE = Hase Argus s) 





l-a -Ti a-Ti 





- TE LS 
(17) arg £(s)— arg s+ arg (s— 1) + arg x ? + arg r() + arg {(s), 


und wir müssen also die Zuwächse der einzelnen Glieder dieser Summe auswerten. 


Die ganze Schwierigkeit der Aufgabe liegt dabei in der Aufschätzung des Zuwachses 
von arg (s) auf der Strecke be. 


6. asc arg s und ./;5, arg (s— 1) sind die in der Figur mit bzw. « und ? 
bezeichneten Winkel. Da diese Supplementwinkel sind ist also 


(18) Jabe arg $ habe arg (s — 1) = IU. 


Weiter ist arg « ? — = log ;r, und somit 
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(19) JÄabe arg m 


Zur Berechnung von 4,45. arg I' (5) benutzen wir die asymptotische Dar- 


stellung von log 7'(s): 
(20) log (s) = (s—;) log s—s + log Vza + J (s), 


wo das Restglied J(s) in der folgenden Form geschrieben werden kann:! 


oo 


(21) J (s) | p qu = —: [au 


. . 
0 0 











P,(u) bedeutet diejenige periodische Funktion mit der Periode 1, die im Inter- 
valle o<u<ı mit dem zweiten BERNOULLI’schen Polynome u? — u zusammenfällt. 

Wenn längs des negativen Teils der reellen Achse ein Schnitt gelegt wird 
und derjenige Zweig von log l'(s) gewählt wird, der für reelle und positive s 
reell ist, so ist log l'(s) in allen Punkten der zerschnittenen Ebene eindeutig 
bestimmt, und wir haben also? 


(22) Jave arg I () — ds 30 P + N 


Aus (20) erhalten wir 





4 E E st dn ent D 
(23) S log I B = log A S D SJ (3). 
Wenn wir s =, + Ti setzen, folgt hieraus 
IBN a TT ET 
7 5 Ses — = — o — — 
(24) $ log I (| >| 2 log AIO Y EAR Ri), 
wo das Restglied folgenden Ausdruck hat: 
Aes) gef Ho ZI e I I I 
(25) R(T)—-3J|- + re log (r+ u) Py ate te og 


Wenn wir schliesslich 


! Vgl. E. Lixpenör, Le calcul des résidus et ses applications à la theorie des fonctions (Paris 
1905, S. 87—101). 

* Wenn w eine beliebige komplexe Grösse bedeutet, bezeichnen wir den reellen Teil 
derselben mit Nu, den Koeffizienten von i im imaginären Teil mit Sw. 
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(26) Aabe arg C (s) — 2 TET) 


setzen, so kommt nach (16), (17), (18), (19), (22), (24) und (26) die Formel 


(27) N(T)— E log = — TO PUD) T EOD) 
heraus. Die v. MaxaozpT'sche Formel 
(28) N (T)— = log = = = +0 (log T) 


ist also bewiesen, wenn wir ziegen, dass die zwei letzten Glieder in (27) von der 
Ordnung log 7 sind. 


7. Die Grössenordnung des Restgliedes R(7') können wir sogleich abschätzen. 
Für o >o ist nach (21) offenbar J (s) =O i) und somit 
aft v LO Ale 
AE + > |=o(7). 


Da die übrigen Glieder in (25) ebenfalls von dieser Ordnung sind, haben wir also 


(29) R(T) —0 (7) 


8. Für die Abschätzung von P(T) bedienen wir uns folgender Überlegung. 
Wenn das Argument einer Funktion gleich einem ungeraden Vielfach von 


ist, verschwindet der reelle Teil der Funktion. Im Punkte a ist arg{(s)=o, 


v/s 


und die erste auf dem Wege abc gelegene Nullstelle von 9iZ (s) trifft also ein, 


wenn arg ¢(s)= + ist. Zwischen je zwei auf einander folgenden weiteren 


7U 
2 
Nullstellen von JtZ(s) variiert arg Z(s) entweder um o oder um + x». Wenn 
R£(s) auf abc genau n Nullstellen aufweist, muss also .7,;, arg ¢(s) numerisch 


à 7U = . 
kleiner als © + nw sein, und somit 
2 


“ 


(30) |P(D)] «n * 7. 


Nun wählen wir die Zahl a so, dass 3&5 (s) auf der ganzen Geraden 6 — a 
und also besonders auf der Strecke ab stets grósser als eine feste positive Zahl 
ist. Diese Bedingung ist z. B. für a — 2 erfüllt, denn wir haben für s = 2 + t? 
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Jr. ao A . 
a, LE VW: 3 e S EY 
I Jt (s seh >1— i=" SSH E TES Be 
(3) =) | mis en A 2 4 «uta 
n=2 n=2 n= P 


Es erübrigt also nur eine obere Grenze der Anzahl » der Nullstellen von 
No(s) auf der Strecke bc zu berechnen. 


9. Zu diesem Zweck betrachten wir die Funktion 


(32) f(s) — [E (s + Ti) e £(s— Ti) 


welche für reelle s gleich NE (o + Ti) ist. 
Es sei / die Anzahl der Nullstellen dieser Funktion f(s) im Kreise 


2 I . I ; : 
Is—a|l<a— . Da f(s) auf der Strecke „=s<a dieselben Werte annimmt wie 
2 aes 


Jt (s) auf der Strecke bc, ist offenbar 
(33) n<i. 


ro. Zur Abschätzung der Zahl | bedienen wir uns des JENSEN’schen Satzes. 
Wenn eine Funktion /(s) im Kreise |s|<r regulär ist und dort genau k Null- 
stellen, a,,a,,...,a;, hat, während |f(o)| = m x o ist, so ist nach diesem Satze 


27 


= U | tog [frei lay. 
Ü 


yk 
en ar m1 
la. Mas]: daz] 
Hieraus folgt die Ungleichung 


M. p e 
m ^ |a,|[a;]-- Tal’ 


wo M das Maximum von |/(s)| auf der Peripherie |s| —r bezeichnet. 
Diese Ungleichung wird verstärkt, wenn beliebig viele von den Faktoren 





D 3 3 é 
, welche ja > r sind, fortgelassen werden, sowie auch wenn unter 4, ,4,,...,@x 
: 


Nullstellen ausserhalb des Kreises |s|—  mitgerechnet werden, denn dadurch 
werden in der obigen Ungleichung Faktoren, die < 1 sind, rechts hinzugefügt. 
Diese Ungleichung bleibt also gültig, wenn rechts beliebig viele und irgend welche 
Nullstellen der Funktion f(s) gewählt werden. 

Wenn speziell / die Anzahl der Nullstellen von f(s) in einem konzentrischen 
Kreise |s| <o(<r) bezeichnet, ist demnach 
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M | al 
2d 
TO 
woraus folgt 
M 
log m 
(35) l< =: 
log 
Q 


11. Diese Ungleichung wenden wir nun auf die Funktion (32) im Kreise 
: ; I MES 
|s—a|€r an, indem wir a—- «ra und o—a—. wählen. Wenn T nur so 


gross ist, dass die Punkte s— 1i +Ti und s=ı—Ti ausserhalb des Kreises 
|s—a|<r fallen, ist f(s) in diesem Kreise regulär, und wenn M das Maximum 
von f (s) auf der Peripherie |s — «| — r bezeichnet und 


m — |f (a) | — | X £ (a + Ti) 


gesetzt wird, erhalten wir also die Ungleichung (35). 
Nach (13) ist nun f(s) — O ((T + |t|)?) für c» o. Im Kreise |s—a| € v ist 
also f (s) = O(T?) und somit M — O(T?), woraus folgt 


log M — O (log T). 
Da weiter nach (3r) m für jedes T grösser als : ist, wenn nur a 7 2 gewählt 


wird, schliessen wir aus (35), dass /-— O(log T') ist, und hieraus nach (33), dass 
n=O (log T) ist, woraus schliesslich nach (30) folgt 


(36) P (T) =O (log T). 
Hiermit ist nach (27) und (29) die Formel (28) bewiesen. 


12. Da nach dieser Formel N (T) mit T unendlich wird, können wir zuerst 
schliessen, dass £(s) wirklich unendlich viele Nullstellen besitzt. 

Wenn wir allgemein mit e(x) eine Funktion bezeichnen, die mit wachsendem 
x dem Werte o zustrebt, können wir (28) in der Form 


(37) N(T)— =: log T' (x + e(T')) 


schreiben. Hieraus erhalten wir weiter, wenn wir N statt N (T) schreiben, 
log N — log T (x + «(T)), 


oder umgekehrt 
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log T = log N (x + «(N)), 
und nach (37) wird somit 
m = N T 
IN = en“ + e(N)). 
Wenn 
On — Once) 


S 


die in der Halbebene { > o liegenden, nach wachsenden Ordinaten « geordneten 
Nullstellen von £(s) bezeichnen, ist also 
(1 n € (n)), 


n 
Un = 2.70 
z log n 


und folglich auch, weil o € 9, <1, 
i (x + e(n)). 


eed age log n 


Hieraus folgt, dass die Reihe 








divergent ist, während die Reihe 








konvergiert, wie klein auch die positive Zahl « ist 


$ 3. Numerische Abschätzung des Restgliedes in der Formel für N (7). 
13. In der Formel (27) setzen wir zur Abkürzung 


wobei also 


(38) Q(T) — P(T) += R(T) 


ist. P(T) und R(T) sind bzw. durch die Gleichungen (26) und (25) definiert. 


Qt 
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v. ManGoupr! hatte bewiesen, dass für T > 28,555 
|Q (D) | X 0,453200 log T! + I,91662 log log T + I2,20575 


ist. Durch Verschärfung gewisser Einzelheiten in v. MawNcorpr's Beweis gelang 
es GROSSMANN® diese Ungleichung durch die folgende zu ersetzen: 


IQ (7)| € 0,29062 log Mm + 1,7862 log log 71 Ar 6,13695. 


Dabei wurde 7 >50 angenommen. 
Durch numerische Ausnutzung der in $ 2 befolgten Methode hatte ich für 
T > 200 die Ungleichung 


IQ (T)|< 0,275 log T + 0,979 log log T + 7,446 


gefunden.” Nach einer Bemerkung von Herrn Professor E. LiwpELÓr lässt sich 
aber eine gewisse angenäherte Symmetrie des Arguments der Zetafunktion hier 
heranziehen, wodurch die Koeffizienten der obigen Formel etwa auf die Hälfte 
reduziert werden. Wir erhalten in dieser Weise die Abschätzung 


(39) IQ (T)|< 0,137 log T + 0,445 log log T + 4,550. 


14. Wir wollen zuerst die erwähnte Symmetrieeigenschaft beweisen. 
Wir bezeichnen im folgenden mit 4, arg f(s) den Zuwachs des Arguments 


einer Funktion f(s), wenn der reelle Teil der Variable s=o + ?t von - bis 


= + 0 (070) variiert, mit 7, arg f(s) den Zuwachs desselben Arguments, wenn 


Ties ; "m 
o von _ bis -— 0 variiert. 


ÁN UE 


Nach (5) nimmt die Funktion 7z(s) in Punkten, die symmetrisch zur Geraden 


o-- liegen, konjugierte Werte an. Folglich haben wir 


4, arg x(s) — — 4, arg x (s), 
und also nach (4) 


(40) 4, arg £(s) + 4, arg C(s) - — 4 arg r'| 


wo 


— A, arg nu ?— 4A, arg x 


! Zur Verteilung der Nullstellen der Riemannschen Funktion € (t) (Mathematische Annalen, 
Bd 60, 1905). 

? Über die Nullstellen der Riemannschen ¢-Funktion und der Dirichletschen L-Funktionen 
(Dissertation, Göttingen, 1913). 

? Sur les zéros de la fonction t (s) de Riemann (Comptes rendus, t. 158, 1914). 
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8 


Da arg gta: log w ist, so sind die zwei letzten Glieder der rechten 
Seite gleich o. Wir wollen weiter zeigen, dass die Summe der zwei übrigen 
Glieder eine Grösse von der Ordnung E ist, und dass also, wenn s sich symmetrisch 
nach beiden Seiten von der Geraden c=) bewegt, die Zuwächse von arg ¢ (s) 
bis auf eine Grösse dieser Ordnung einander entgegengesetzt gleich sind. 


Wenn wir o - +0 setzen, so ist nach (23) 
fe +) +8 gs 

|—= log 2 4 2 i (5 
i og —- SOR m BE STYIOHS ls , 








D IS 


arg r | 


a 0 . 2 : : . . 
Da arg s—— — arc tg ; ist, können wir diese Gleichung in der Form 


I i ^ 
H \ ar of ie Ue AV 
arg r( — - log — + bo)" : 
: = 1 4 g 4 2 4 2 
schreiben, wo 

H et tg E +3J M 


2 


ist. Hieraus erhalten wir weiter 
I NS - 
eo] +e 
Dre ES JR 





zf ano C) un log HS À, (i) 
2] REA Iq 4 | 
(41) E ; 
s t Ee 3 I 
4, arg T |] — 7 log © “+4, (7). 
2] 4 I a 4 l 
2 ae Ue 


Im folgenden wird — ; < ex. und also o< dst angenommen. Wir erhalten 


dann (wenn z. B. £» x ist) 








C + open 
t 2 t Ô + 02 Ô +0? | or 
„ log = =— log |r + m Js uem 
(42) 2 + , À 
t ieu P) Ta lo s Ô — 0° dioi T 
g = = p E S 
4 I Fer 4 | IE 3) at St 
4 4 
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" I : : 
Zur Abschätzung von i) bedienen wir uns der von STIELTJES! gegebenen 


Ungleichung 
20) I 


BVL. TEEN 
(43) | J (1 «7; sec 2 6(r+o)’ 


wo s— rei? gesetzt ist. Sobald t» ist, erhalten wir dann 














s &islr Bed 
ANS 2 | 2 gt 
I\I—- 
4t 
Ferner wird 
L—06 gi 25 
| are tg „|<, are tg 2c 





Wir haben also 








I 4 23027393 
B = gt es 2t 2881 

und folgleich ist sowohl |.4, (;) als | 4. | | sicher kleiner als 3 <>. Nach 
t | BT 








(41) und (42) wird dann 





S a I 
E aros Ale drm ae 
A, arg I )--3%+ (1). 
wo 
E Din 22 24 
Io. Ec 
und 


ist, woraus weiter folgt 


c5 


SC 


n 


4, arg r' | 


(i), (ol 





\+4; arg "im 








L 


Nach (40) haben wir also für ¢>1 
= N 8 
(44) |; arg &(e) + 4, arg L(S <>. 


Diese Ungleichung drückt die gesuchte Eigenschaft der Funktion Z(s) aus, die 
im folgenden benutzt wird. 


1 Vgl. Lisverör, Le calcul des résidus (S. 99, Formel (5)). 
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15. Hiernach gehen wir zur Abschätzung von Q(T) über. Nach (38) 


haben wir 


(45) IQ (7) | P(7)] + 





m e| 
Bei der Abschützung von | P(T)| setzen wir in der Formel (26) 
| Jase arg C(5)] 2 (m—1) x +, 
wo wir die ganze Zahl » so wählen, dass o <<a wird.! Dann haben wir 
(46) IP(DI<n +=. 


Die Zahl a soll nun wieder so gewählt werden, dass auf der Geraden 6 — a 
stets |arg 5 (s)| € - ist, und zwar so klein wie móglich, weil der Koeffizient von 


log T in der gesuchten Abschätzung hierdurch etwas verbessert wird (vgl. (39)). 
Nach der für o » 1 gültigen Formel 


[Ud I 
log E (s) - Y — 
g 5( ) m prs’ 
m,p 


wo p alle Primzahlen und m alle positive ganze Zahlen durchläuft, erhält man 


(47) larg £(s)|=19 log £(s)1<Ilog IE I „gms log 200). 
m.p 


C = . a 7t 
In einem Punkte zwischen c — 1,,; und o=1,:3s wird log ¢(¢)= — 4 Wen 


4 7 1,55 gewählt wird, ist also die erwünschte Bedingung erfüllt. Wir wählen 


im folgenden a — " 


16. Wenn s nun den Weg abc beschreibt, bleibt |arg s)I<“ auf der 


ganzen Strecke ab. Auf bc muss dagegen |arg Z(s)| die Werte dcr 


! Bei der folgenden Abschätzung setzen wir voraus, dass |dabe arg £(s)| > °° und also 
2 


n 22 ist. Ist diese Annahme nicht erfüllt, so ist nach (26) | P(T)| <2, welche Grenze viel 
d 2 


niedriger ist als diejenige, die wir im folgenden erhalten werden. 
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zu 3 4 : 
+ 270,.., — 4 (n — 1) t durchlaufen, kann aber einen jeden von diesen Werten 
PD 


in mehreren Punkten annehmen. Alle diese Punkte sind Nullstellen von W£(s) 
(vgl. Art. 8). Wir greifen diejenigen heraus, in welchen |arg 5 (s)| zum letzten 
Male die betreffenden Werte annimmt und bezeichnen diese Punkte mit «,, 


(,,..., Un. Auf der Strecke von «, bis c ist also |arg £ (s)| > z +(v—1)a. Der 


F I : 
Punkt «, kann eventuell mit dem Punkte c — = Ti zusammenfallen. 


Unsere Aufgabe ist nun die Anzahl » dieser Nullstellen von 3tZ (s) abzu- 
schätzen, woraus sich dann nach (46) eine obere Grenze für | P (T)| ergeben wird. 
Mit Hilfe der Beziehung (44) kónnen wir zeigen, dass auf der zu cb in bezug 


auf der Geraden o =; symmetrischen Strecke von c — - + Ti bis ! = = 7 + Ti 


wenigstens n — 2 Nullstellen von NE (s) liegen. Wenn s die Strecke cb von links 
nach rechts durchläuft, so wird nämlich in den Punkten &,,«@»=1,@n—9,...,@, 
der absolute Betrag des Zuwachses des Arguments von { (s), also |.7, arg ¢(s)|, 
bzw. gleich 7,n + 2,7 +22,...,7+(n—1)a. Die Werte von |4, arg 5 (s)| in 
den symmetrisch gelegenen Punkten auf cb’ weichen von denselben Werten um 


Grössen ab, die nach (44) numerisch kleiner als : also sobald ¢> 3 gewählt wird, 


sicher «;r sind. Also ist in den zu «,—», «53, ..., «, symmetrischen Punkten 
|4, arg & (s) | 75, 225, (n—2)z. 


Wenn aber 14, arg £(s)| in einem Punkte einen Wert erreicht hat, der grösser 
als w ist, so muss zwischen diesem Punkte und dem Punkte c wenigstens eine 
Nullstelle von 3t£ (s) liegen; wenn |.7, arg £(s)| > 2x geworden ist, muss s zwei 
Nullstellen von 905 (s) passiert haben u. s. w. Nach dem oben gesagten hat also 
RC(s) auf cb’ wenigstens n— 2 Nullstellen, und wenn wir diejenigen, die dem 
Punkte c am nächsten liegen, herausgreifen und dieselben, nach wachsender 
Abszisse geordnet, mit c',, «,,..., €,» bezeichnen, so ist 


(48) le, e| os el @=2,2,3,...,n 2). 


17. Um nun die Zahl n abzuschützen, bedienen wir uns wieder des JEN- 
sEN'schen Satzes (34), indem wir denselben auf die Funktion 


(49) F (s) — f (so + s) 


anwenden, wo f(s) durch (32) definiert ist und s, = ist. Den Nullstellen «, 
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und «', von StZ(s) entsprechen die Nullstellen a, — «,— s; und a,= «',— so 
von P (s). 
F(s) ist in dem Kreise |s|<r regulär, wenn nur r so klein gewählt wird, 


dass die Pole s= — T + Ti und Sese dis ausserhalb des Kreises fallen. 


Wenn b,,b,,...,bx die Nullstellen von F(s) in diesem Kreise sind, so ist dann 
nach dem genannten Satze 


2s 


F (0) r* TTE M 
ze log | F (reir)|dy. 
0 


Ue] 





Wie bei der Ungleichung auf Seite 352 bemerken wir, dass die linke Seite der 
obigen Gleichung nur verkleinert werden kann, wenn wir anstatt Dy 025 DE 
beliebig viele und irgend welche Nullstellen von F(s) wählen. Wenn wir besonders 
die Nullstellen a,,a,,...,0,,0,,0,,..., a 4» wählen, erhalten wir also die Un- 
gleichung 

1 Or a= b 


log < 
| 27 


e ! I 
ns an ea 


| log | F (re*v)|d q. 
0 


Nach dem gesagten besteht dieselbe für jedes r, das nur < 





— 4 mil ist. 
4 


Wenn ^ e und |a,| — o — à, |a, | 5 o + 0, (v — 1,2,..., 1 — 2) gesetzt wird, 


so ist nach (48) stets 0, > d', und somit 
| a, a', | = (e — dy) (o + 05) < o* — ds < e". 


Weiter ist Ja„-ıl<o,|a.]|<o. Wenn wir noch bemerken, dass | F (rev) |= 
—|F(re-ir)| ist, erhalten wir in dieser Weise die Ungleichung 


mA 
9 2 


log |F(o)I(") <;, J ve Verena. 


* 
0 


oder, wenn log 4 gesetzt wird 


2nq«2q-— log |F(o)| d | log | F (reir)|dy, 


0 


woraus schliesslich nach (45) und (46) folgt 
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TT 


Go) Q(T) I< 57 [loelFtrenlap+3—, log IF(o)| + 7| R(TD)]. 
mq 2°, 20 A 
0 


18. Um eine obere Grenze des Integrals in der Ungleichung (50) zu erhalten, 
müssen wir zuerst |#(s)| abschätzen. Hierzu bedienen wir uns bekannter Re- 
sultate hinsichtlich dem Anwachsen von |{(s)|, wobei wir jedoch erst die Kon- 
stanten etwas genauer abschätzen müssen. 

Auf der Geraden o=1 ist, wie MELLIN! bewiesen hat, ¢(s) =O (log t). 
Wir werden zeigen, dass in der Tat, von einem gewissen positiven Wert von t 
an, die Ungleichung 


(51) IS (x + tt) |< log ¢ 


besteht. 
Nach der Formel (8) der Einleitung finden wir für s=1 + (i 


n—1 p^ ; 
" = : QU EE Ere lir eter el, 
(52) [GG ose LE nis 5 | us du: 


n 
Da 9,(u) = u’ — u += ist, so haben wir |, («)| £> für alle Werte u, und also 


oo 2D 
B 


>= 
D |; AE I 
p duo de n Ee 
| u 69S Eno? 
h n 
Weiter findet man leicht 
NI I 
E an 1 ) 
Zion og n 4 C, 
v=1 
. ; = : 3- [18 s(s 4 x)l 
wo C die EuLer’sche Konstante bedeutet.” Wenn wir pl e und B I^ (5 





! Eine Formel für den Logarithmus transcendenter Funktionen von endlichem Geschlecht (Acta 
Soc. Se. Fenn., Tome X XIX, 1900). 
? Aus der Definition 


elu 


(—àÀ nm 2 — log | 


ergibt sich nämlich: 
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setzen, so haben wir also 


- Aum ‘ I t 
ltr + ti) |< log n+C + au 
: t is , 
Wenn wir nun n = | + 1 wählen, so wird 


log 2 € log (| +x} = log | + log [1 +3) < 108 + 


Co 


Jmm M - 
und andererseits n < + 2 dass wir die Ungleichung 
ı 


+ 


2 


à aM A 3 
IE (x + tt)|< log t CES Un poen ss 


a, 


erhalten. Man hat aber — log 3<—1,0, C<o,;,s und weiter, wenn z. B. 


1> 50 gewählt wird, ge < 0,376 und (4 3F Se) < 0,06. Daher ist für {> 50 


(53) |o (x +til € log t — 0,048, 


und a fortiori ist also die Ungleichung (51) für { > 50 erfüllt. 
Wir bemerken noch, dass die Ungleichung 


(54) 16 (s) | < log É— 0,048, 


wenn ?>5o ist, auch für co»: besteht. Wenn o, diejenige reelle Zahl (> 1) 
bezeichnet, welche der Gleichung { (0,) = log 50 — 0,0;s befriedigt, so ist nämlich 
wegen der Abschätzung |{(s)|<{ (0) die Ungleichung (54) für o» c, erfüllt, und 
für rco € o, erhalten wir aus (8) eine Abschätzung von |Z (s)|, wo jedes einzelne 


Glied kleiner als das entsprechende in der obigen Abschätzung gemacht werden kann. 


19. LiwDELÓF hat bewiesen!, dass im Streifen o<o<ı 


| 
+ 
bz 
pee 
Nie 
GEN 
+ 
SL 
zi 
| 
= & 
= 
| 


v=1 
| Quelques remarques sur la croissance de la fonction £ (s) (Bulletin des Sciences Mathématiques, 
Tome 32, 1908). 
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ist. Wir werden auch diese Abschätzung hier unter Berücksichtigung der nume- 
rischen Konstanten durchführen, indem wir zeigen, dass im Gebiete 


(55) o<o<1,t>50 
die folgende Ungleichung besteht: 
(56) 15 (s)1 < V (ps log t. 
4 2 zt 
Zu diesem Zweck betrachten wir die Funktion (vgl. (4)) 


(57) E x (s) TV sts É A ae MEC Var = 


Qua UL lea) 


im Gebiete (55), wo sie offenbar regulär ist. Wir werden zuerst zeigen, dass auf 
dem Rande dieses Gebietes die Ungleichung 


(58) Io (s) €x 
erfüllt ist. 


Zur Abschätzung von 





IF Bl bedienen wir uns der Gleichung (20), die 
uns gibt: 


3t log T'(s) = (#-:) log |s|—t arg s—o +logV2r + RJ (s). 


Hieraus erhalten wir weiter 


(59) NR log I Sen EDS V2x +&, 
2 2 8 4 8 


wo 


Ue CO Gex 0° vem 
Eu, UEC BI lr Fa log E Ar | dr x J [°] 
ist. 
Die Grösse e, ist, wie eine Reihe im folgenden auftretender, mit € oder 


e(o,t) nebst beigefügten Indices bezeichneten Grössen, im Gebiete (55) höchstens 
von der Ordnung = und ohne wesentlichen Einfluss auf das Endresultat. Bei 


der Abschätzung derselben wird deshalb keine grössere Genauigkeit erstrebt. 
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Erstens haben wir nach STIELTJES,! wenn wir 


und s — re! setzen, 
; I 


Basic tA Us 
|J. ()I« 12 75 [sec 2 ~ gor (r +0)? 


Für o > o ist also 





s 4 - 
J, C | < 7E und folglich 

















^ EL S oO 4 
h ARE à ES 
a Sie | C) Uni auge 
Im Gebiete (55) wird demnach 
assis ne 4 Lu 
v H mro 45:50 P i 50 

















Wenn wir noch e? = 1 + e, setzen, so wird im Gebiete (55) 


: lal ! 
als eye la: 


Wir erhalten also aus (59) 


(00) |" 


wobei im Gebiete (35) 





(61) |e1« 


ist. 


1 Vgl. z.B. E. Lixperör, Le calcul des résidus (S. 97—99, Formeln (1) und (5)). 
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Ferner haben wir 





woraus folgt 


(63) V JUS I st 
NO T = = 4 L 
Sine Vo" (x + €,), 


I : : ; 
wo [s] € - [es] ist, und also im Gebiete (55) z. D. 


I 
(64) lal< ge 


Schliesslich ist 
à 5 0 
log (— si) = log | 5| — ? are tg p 
und wenn wir demnach 


(65) | log (— st)| — (x + &) log t 
setzen, so wird, wie eine kleine Zwischenrechnung zeigt, im Gebiete (55) 
(66) l1 5 
Zusammengenommen, kommt aus (57), (60), (62), (63) und (65), wenn 
(x +8) (x +e,) (1+ &) '=1+4 & setzen, die Gleichung 

6—1 


(o7) let)p- IG) * Gog Ot + a) 


heraus, wobei nach (61), (64) und (66) im Gebiete (55) 


2 


9 1e: I iM 4 
-s] (x +; «sr s) (:—,] <I 


und also 
(68) led à 
Nach (53) haben wir nun 


I5 (x +ti)|< pas E. | log 4, 


365 


wir 
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WO 4 = 0,55 ist. Wenn wir diese Ungleichung in (67) einsetzen, erhalten wir für 
o=1,t>50, mit Rücksicht auf (68) 


(69) 1p (2 Fern eus 
Nun ist die Funktion y (s) so gewählt, dass die Relation 
(70) Ig (x —o + tl-—]oto + tix + &) 
besteht, wo &, wieder eine kleine Grösse bezeichnet. Wir haben nämlich nach (5) 
Ix (x — e + t#)|=|x (6 t2], 


und aus dieser Gleichung nebst (63) und (65) folgt nach (57) die Gleichung (70), 
wenn wir 


I+ e,= (1 + €,(t—@,?#)) (x + eo, t)) 1 (x + e; (—6, t)) "(a + e (o; 2) 
setzen. Mit Rücksicht auf (64) und (66) ist dann im Gebiete (55) 


I 2 IV? 5 

T = Le Te 

«its rss) (x n «i5, 
und also 


(71) le1«3. 


Mittels (70) und (71) folgern wir nun sogleich aus (69) die Ungleichung 


(+a) + al 


Für £750 sind aber die rechten Seiten von sowohl (69) als (72) kleiner als 1. 
Wir haben also bewiesen, dass die Ungleichung (58) auf den beiden der imaginären 
Achse parallelen Seiten des Gebietes (55) besteht. 

Wir müssen noch zeigen, dass diese Ungleichung auch auf der Strecke 
t— 50,0 € 6 € 1 erfüllt ist. 


(72) ly en« (s ed 


— logt 





Wegen (70) und (71) ist dies wahr, wenn wir beweisen können, dass auf 


z|—1 
der Hälfte =< o € 1 dieser Strecke |p (s)|< (x - à ist. Nach (67) und (68) ist 


es wieder hierzu genügend zu zeigen, dass auf dieser Hälfte 


+ 


Ie [5] > reels E E 


ne ct Éd 
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ist, oder also, dass die Ungleichung 
1—0 


(73) [5 (e + 50 2) | € 0,9964 (5) ? log 50 


für ^ <o <x erfüllt ist. 


Wir bezeichnen die Summe der » ersten Glieder der rechten Seite der 
Formel (9) mit H (s), die Summe der übrigen Glieder mit K (s), so dass also 


1—s ke 
K(s)=—— + 37,4 Bi 


Die Summe der positiven Glieder des Ausdruckes 


n—1 
RA (6 + 50%) = > E cos (50 log ») + zs eos (50 log n) 

v=1 C 

bezeichnen wir mit 4 (c), die Summe der negativen Glieder mit B(o), so dass 


3t H (o + 502) = A (o) — B (0). 
Analog setzen wir 





S H (6 + 501) — A'(o) — B' (o). 
Für » = ro findet man 


A C) < 1,69, B B < I,870; 


Al B unm 2 


il 
=< 0,634. 
2 


Da die Grössen A(o), B(o), A'(c), B'(o) alle mit wachsendem o abnehmen und 


da A(c) immer > 1 ist, schliessen wir hieraus für o > 


D | 


— 0,370 < RH (6 + 50 i) X 1,649 


— 0,634 < S H (6 + 502) € I,o&:. 
woraus weiter 


| H (6 + 502) | € 1,96: 


folgt. Wenn wir weiter k—=2 wählen und | Z;|nach der Formel (12) abschätzen, 
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erhalten wir 
S mw 5) 


O +5 [7;|. 


1-3 
I sont e [marem 








K (| + 50 i < 028, und da die Glieder der 








Für o =— finden wir in dieser Weise 
2 


<o<1 alle mit wachsendem o abnehmen, ist also 


rechten Seite im Intervalle 


D |H 


in diesem Intervalle 
| K (e + so)[ € 0;:5:. 


Ah ass Ar $ 
Also ist für s=o + 501, -<o<ı 


I (s) | < | A (s) | LE (8) | € 2:25. 


Andererseits ist für - <o <1 die rechte Seite von (73) grösser als 0,5964 log 50 > 3,896. 
In diesem Intervalle gilt also die Ungleichung (73), und folglich ist die Ungleichung 
(58) auf der Strecke t=50,0<o<r1 erfüllt. 

Hiermit ist bewiesen, dass diese Ungleichung auf dem ganzen Rande des 
Gebietes (55) besteht. 


Weiter folgt aus (67) und (13), dass im Gebiete (55) 


ist. Nach einem von PHRAGMEN und LINDELÖF bewiesenen Satz! schliessen wir 
hieraus, dass die Ungleichung (58) auch im Innern vom Gebiete (55) besteht, 
und nach (67) und (68) folgt hieraus schliesslich die Ungleichung (56). 


20. Schliesslich müssen wir noch |Z (s)| im Gebiete —* <o<o abschätzen, 
wozu wir die Funktionalgleichung (3) benutzen. Nach (60) haben wir fir 


ISOS ‚1225 


wo 


I it 
(74) l1 zz 


1 Sur une extension d'un principe classique de l'Analyse et sur quelques propriétés d esfonctions 
monogenes dans le voisinage d'un point singulier (Acta Mathematica, Bd 31, S. 382, 1908) Vgl. die 
auf S. 362 zitierte Arbeit von LiNDELÓF. 
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ist. Wegen der Relation I'(s) — (s — 1) I'(s—ı) folgt hieraus 











ale ut s—I 
IT (s)|=V2rt ?e Kuren] P 
Weiter ist 
7 r2 
cos =-e?|ı +eri], 
und nach (3) wird also 
i 
(75) Iza—31I- Iz | eh 


esetzt ist. Wegen (74) und der im Gebiete ı < o<3, t>25 gültigen Unglei- 
8 g 74 >; : OUAIS 5 


chungen 


SL I . 
I< = len ı—er"t<|r+ eril<ı + et 
St? 





ergibt sich, dass in diesem Gebiete die Ungleichung 


T: 
(76) ls 1< 


211? 


erfüllt ist. Nach (54) folgt dann aus (75) und (76) für 1<o< 


1" 5 1 


n GATE 
le 91<(,,) log t 





= I 
oder also für —- « 6 € o, t>50 


(77) TA TES Iz) log t. 


21. Wir kehren jetzt zu der Funktion F(s) und der Ungleichung (50) 
zurück. 

Die gefundenen verschiedenen Ungleichungen für [£(s)| werden wir zur 
Abschätzung von |F(s)| in den entsprechenden Intervallen benutzen. Da bei 
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der Herleitung dieser Ungleichungen {> 50 angenommen wurde, müssen wir im 
folgenden T—r> 5o annehmen. 

Aus der für o>1 gültigen Ungleichung |2 (s)| € | (o)| folgt erstens unmittel- 
bar für o ^ 0o 


(78) IFOI<E (+0). 


Zweitens folgt aus (54) für ne o<o 


(79) | F(s)|< 5 (log (T + t) + log (T — t) < log T. 


Drittens erhalten wir für — = gi — 


—1—4c 


2| £F (s)| « EA 3 log (T 4 t) br) + 


Wenn |t|<2 und 7 >50 angenommen wird, sind die Werte der Faktoren 


at 4 ] ke 1 ee 
er un Le (T—t? einer als I + T* enn wir 
T —i-4c 
EU 
v)—( 5] ^ log (T) 


setzen, haben wir demnach 
z4FGp (r+ À) ero vc. 


Die zweite Ableitung von w(t) wird 


40+17 


y" (t) — — um) à ons 


(27 27t 





je d: A ("+ 1 log (T + 2 


Das zweite Glied in den Klammern ist für zo positiv, und also wird 


V" (t) « o für 2 <o<— " Daraus folgt, dass 
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w(t) + w(—t) «2 v(o) 


ist, und also 


(8o) LF (s)I< (+ al ES * log T. 


Sehliesslich finden wir nach (77) für m -— 


“tog (P404 (7) * log (T —1). 


In derselben Weise wie oben kónnen wir hieraus schliessen, dass im Intervalle 


ge 
2 4 


(8x) IFol«( | log T 


22. Wir betrachten jetzt das in der Ungleichung (50) rechts auftretende 


Wenn wir 


(82) & — are cos (— = B—arc cos [- ij 
4T AT 


setzen, so sind die Intervalle der Integrationsvariable y, die denjenigen Inter- 
vallen von o entsprechen, in welchen die obigen Ungleichungen (78), (79), (80) 
und (8r) bestehen, der Reihe nach 


o<p< "«q«a, a<p<p, B<p<m. 


7L 
35 
2 


Hierbei ist ‚>, angenommen, weil dies für das Endresultat vorteilhaft ist. 


Wir erhalten dann 


x 
1 


| log | F (ret?) |dp<A log = + B log log T 4 C, 
0 


wo 
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T T 


^ 


A = — =) um 4 = m e ALLIE 


I á I 
Po 


zx 
2 


EL 
2 


= IL E + « dq 4 a l log (x + i| dq, 
0 


a 


und o—=r cos p ist. Nach (50) folgt hieraus weiter 


IQ (7)| € A' log T 35 B' log log er e, 


wo 
A I n E I SM E 
4A'——, B'=—.,. C'=-|C— A log 2z:—- log | F(o)|) + = + =]|%R(50)]. 
; "T 7 g 22— log | F(0) | - 5 + 1 R(s0)| 


Wenn wir in der Formel für 4 die Integrationen ausführen, finden wir 
(vgl. (82)) 


1 


| e + | dp= 9 sine + - (ne): (Viera — are cos =|, 
, 4 4 4 41 


a 


| J — nin bp (rep) VT EU i 5 
o+-\dp=—r sin 8 tz (z—g)——-7 ee Ex 
| | 4 p at 8) 4 25 I — are cos im 


2 
j 


Wenn wir zur Abkürzung x — « — y, x — 9 — setzen, können wir das Resultat 
in der folgenden Form schreiben: 


4! 187 -- 5 tg 0 —(7 + 50) 
x 107 q 





Um das Minimum dieses Ausdruckes zu finden setzen wir seine erste Ableitung 
nach r gleich Null. Nach einigen Umformungen ergibt sich als Bedingung des 
Minimums 


ig y+5tg 0 — 167 A’. 
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Wenn wir r aus dieser Gleichung bestimmen, finden wir mit zwei Dezimalstellen 


r—1,; Mit diesem Werte r wird q = log” = 0,565; und 


A! = 041361, IB, Oy ina: 


Von den Werten 


C (1,25) = 455951; E (Gu) ee aee € (1,75) = I,9625, C (2) — 1,6449; 


b (2,25) = I,4602, & (2,5) = 1,5415; 5 (2:57) RL 3257 


ausgehend erhalten wir weiter nach der Trapezregel, wenn wir beachten, dass 


die zweite Ableitung von log ¢ C + r cos 7) nach positiv ist, und wenn wir 


25 7 y 
Jio: (E c] »— are Sn (WEICH 


y, = log ¢ (2,57), (9s — O0 


setzen, 


qu fe = 5 I« 
zd log ¢ I sts o) dp< "m D (Y + ges) (Pv — qv) = 0,1567 


v=0 
0 


und also, da 





x CPAS) 5 
zx | log it AP À dip ze 2 < 4.50! = 0,0005 
186, 00 1572. 
Es erübrigt noch eine obere Grenze von — log | F (0) | — — log 35 [2 LT i 


zu berechnen. Nach (47) haben wir 


(83) 





log z (2 +6) 





< log (p. 
5 


Wenn wir log ¢ P + ti) — v +iy setzen, so ist 


(84) RE b ar ti] =e" COS y, 
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und weiter ist nach (83), wenn log (3) — a gesetzt wird 


(85) ae + y’<ar. 


Das Minimum von e? cos y im Bereiche (85) kann nur auf dem Rande des- 
selben eintreten, und dann, wenn die Bedingungen 


z—- ——Va!—y*, y—a sin y 


erfüllt sind. Durch Auflösung dieser Gleichungen ergibt sich, wenn für die Zahl 
a ihr Wert 1,;2; eingesetzt wird 


ve —— 0507215, Y— ae 1552335 
und der Wert des Minimums wird gleich 0,0442. 
Also ist | F(o)| = RL P + Ti) > 0,0442 und somit 
= log | # (0) | = Z,ırgı. 


Wir wollen schliesslich den durch (25) definierten Ausdruck R(T) abschätzen. 
Nach (43) ist 











|) € nn 
4 2 IAE à ST 
[E Von) 
= 4 
und weiter ist . 
I I 
|; oe + zd | 5e 
I I 
arc tg m Seq: 
Also wird 
I 2534-7525. : 2 
t TED = agi 8.50 zc 


Wir haben nun eine obere Grenze von allen in C' eingehenden Gróssen 
bestimmt, und erhalten endlich 


C'< 455491. 


Hiermit ist die Ungleichung (39) bewiesen. 
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Nach den gemachten Voraussetzungen besteht dieselbe für T' » 50 -- r — 51 


Dureh die numerischen Rechnungen von GRAM, LINDELÖF und vom Verfasser! 
ist indessen die Lage sämtlicher Nullstellen von Z(s) im Intervalle | 7| < 200 schon 
genauer bestimmt. Dabei hat sich erwiesen, dass in diesem Intervalle stets 
IQ(T)1«2, also bedeutend kleiner als nach (39) ausfällt. Die Abschätzung (39) 
ist in der Tat für jedes 7’ >2 gültig. 


1 J. P. Gram, Note sur les zéros de la fonction £ (s) de Riemann (Oversigt over det Konge- 
lige Danske Videnskabernes Selskabs Forhandlinger, 1902). Abgedruckt in Acta Mathematica, 
Bd. 27. 

E. Lısverör, Quelques applications d'une formule sommatoire générale (Acta Soc. Se. Fenn., 
Bd. 31, 1902). Vgl. Sur une formule sommatoire generale (Acta Mathematica, Bd. 27). 

R. J. Backnuxp, Über die Nullstellen der Riemannschen Zetafunktion (Dissertation, Helsing- 


fors 1916) Ich habe in dieser Arbeit 79 Nullstellen von £(s) auf der Strecke o = ,0< t « 200 


getrennt und zugleich bewiesen, dass diese Nullstellen die einzigen sind, deren imaginärer Teil 
zwischen O und 200 liest. 
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ÜBER DIE FOURIERKOEFFIZIENTEN EINER STETIGEN 
FUNKTION. 


(Aus einem Brief an Herrn A. Wıman.) 
Vox 
TORSTEN CARLEMAN 


in UPPSALA. 


Vor einiger Zeit haben Sie die Frage aufgeworfen, ob die Ordnung des zu 
einem stetigen Kern gehörigen FREDHoLM’schen Nenners die obere Schranke 2 er- 
reichen kann. Ich werde im folgenden ein Beispiel angeben, für das diese Grenze 
tatsächlich erreicht wird. Das Beispiel hängt übrigens mit einer Konvergenz- 
frage betreffend die Fourierkoeffizienten einer stetigen Funktion zusammen, 
welche vielleicht auch an und für sich nicht ohne Interesse ist. 

Es sei f(x) eine im Intervalle (o,2:r) definierte Funktion, deren Quadrat 
integrierbar ist. Bekanntlich konvergiert die Reihe 


> (a; + 63), 
wo a, und 5, die Fourierkoeffizienten 


2c 2x 
; 


T 3 
Qn=—|f (x) cos nadz, b, = —|f (x) sin nzdx 
7L 


0 0 


bedeuten. Nach dem FiscHEr-Rıesz’schen Satze kann man keinen Exponenten 
2—0 (0 0) finden, so dass 


> (lan |?-? + | 5, |2-?) 
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für alle quadratisch integrierbaren Funktionen konvergiert. Betrachtet man hin- 
gegen nur Funktionen f(x) von beschränkter Schwankung, so wissen wir, dass 
es eine Konstante c gibt, so beschaffen, dass 


€ € 
las] Ax lbs «,- 


Folglich konvergiert in diesem Falle die Reihe 


Dan f+! pope) 


für jedes positive €. M. a. W. der Konvergenzexponent der Folge a,, b, ist 
hier höchstens gleich Eins. So wird man zu der Frage geführt: Welche ist die 
obere Grenze der Konvergenzexponenten, wenn f(x) die Gesamtheit der stetigen 
Funktionen durchläuft? 

Diese Grenze ist 2. Ich werde in der Tat eine stetige Funktion angeben, 
bei der 


Dd (lan p-? +]b, P-°) 


für alle positive 9 divergiert. 
Die wesentlichste Schwierigkeit bei dieser Konstruktion ist durch den fol- 
genden Satz von S. BERNSTEIN! erledigt. Sei p eine ungerade Primzahl von der 


5 


Form gu +1 und () das zahlentheoretische Symbol von LEGENDRE (5 +1 


U 


oder —ı, je nachdem £ in bezug auf p quadratischer Rest oder Nichtrest ist). 


Dann hat das trigonometrische Polynom 


rl I: p—1 
(= S (p— E) | | cos ka = dav cos kx 
p* En p kl 
folgende Eigenschaften: 
(1) |f; (z)| € x, 
p—1 
(2) XlapI- — 
= 5 Vp 


Ich behaupte, dass die Reihe 
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VI 
a > ale, (x) = F(a) 
v=1 
die erwünschte Eigenschaft besitzt. Dabei bedeutet p,,p,,...1p,,... eine wach- 


sende Folge ungerader Primzahlen von der Form 4+ 1, die noch folgenden Be- 
dingungen genügen 
(4) pn > €”, 

Pn—ı71 


(5) > Ja®n)| AT 


v=1 
Dass es immer möglich ist (5) zu erfüllen, folgt daraus, dass bei festgehaltenem k 


2(p—k) _ 


lim |a(? | = lim ~ 
p = z p=» p: 
Da wegen (r) die Reihe (3) offenbar gleichmässig konvergiert, so ist (x) eine 
stetige Funktion, deren Fourierkoeffizienten, die wir mit A„, By bezeichnen wol- 


len, dureh die Relationen 


ZA» 
(Py ) 
x a Vv) 
Nr 
A,= D se Mm=12..) 
y=] 
Br—10 (Giese) 


gegeben sind. Die Summe 
Sp,—1 =|4,| + Aa wer} | 4p,—1| 


lässt sich nun, bei Berücksichtigung, dass a) =o für k>p,, folgendermassen 





abschätzen: 
Pa] Pn—1]| © ar») Pn—1 an) oc qv) n Pn=—1 
~ "XJ A " "aJ ^ Je EY 
ES ELI NEIN EE E NM cde ie Nan) = 
Dy ve -— = y | n? A- 0? mi æ k 
k=pn—1 k=pn—ı v=) k=pn—1 ven-+l k=py—] 
Pn" Pn—1—1 Pn-1 
N (Py) \' (Py) NV (Py) 
> a \ a! n) (05:357 | 
y = la; | Pn—1 = | k | d mA 
D ot EN N avn) | LL Ke EUN ler 
-— y? n9 æ'# n? an y? 
ven+l k=1 ventl 


Berücksichtigen wir, dass gemäss (2) und (5) 
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Pn—1 D I Pn—1—1 
: m = 
Y |a?» E , Dar) <x, 
k=1 Pn k=1 
Pn—1 
(Py 
DileI<z; (v=n+i,n+2,...) 
K=Pn_ 


so ergibt sich 
mn op 
, nnm Se (NE: 


S = = : 
Enc og = 2 2 1/ = 2 
TL l Dn "d n V Pn 1 


v=n v1 


Da aber n<logp,„, folgt hieraus schliesslich, dass für genügend grosse m 


Vp, 
q ED 
DPn—1 > 2 log? Pn 


ist. Wir können somit behaupten: Es gibt unendlich viele positive ganze Zahlen 
m, für welche 


Vm 
2 log? m 


(6) |A,|+]4.|+---+]4n]> 
Es ist nun leicht zu sehen, dass die Reihe 
>| An? (0 > 0) 

n=1 


divergiert. Denn wäre sie konvergent, so gäbe es eine von n unabhängige Zahl 
L derart, dass 


n 
S| 4. B-?«L 
= 


v=l 


und es wäre nach einer bekannten Ungleichung 


n 1 n \ 1—ó6 1 LS QUE. 
LA SA AI 34 RS L2—ôn 2 208), 
v=1 v=1 


was offenbar dem Resultat (6) widerspricht. 
Wir kehren nun zu der am Anfang erwähnten Frage zurück. Man bestä- 
tigt leicht, dass die Integralgleichung 


q (x) — 2 | K(x, y) p(y) dy =o 


0 
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mit dem stetigen Kern 


K (x, y) = —(F (x—y) — F (x + y)), 


À 
Tt 
die Eigenfunktionen sin bx und die entsprechenden Eigenwerten 4; = E besitzt. 


Ax 
Da also die Reihe 


für alle 0 > o divergiert, kann die Ordnung der zugehörigen FREDHOLM’schen Nen- 
ner nicht kleiner als 2 sein. 
Man kann mit Hilfe der Funktion F(x) noch folgende Frage beantworten. 


ee en Rt M : > 
Es sei K(a,y) ein für oS mu definierter reeller symmetrischer Kern so be- 


schaffen, dass 


wu 


(7) KG (a, y))2dady 


0 0 


konvergiert. Die Eigenwerte und die zugehörigen normierten Eigenfunktionen 
bezeichnen wir mit A, bzw. q,(x). Ferner möge u (x) eine beliebige stetige Funk- 
tion sein. Dann gelten die Entwicklungssätze: 


AU = à 
(8) Ji K (v, y) u (x) u (y) dxdy = I = ( Ju (x) rire) 
(9) |K (2 y)u (y) dy = M - Ju Ge) (fy (x) dx. Pr (a). 

5 Ar 


Die Reihen rechter Hand sind absolut konvergent. Es ist bei den Beweisen von 
HiLBERT und SCHMIDT wesentlich vorausgesetzt, dass das Doppelintegral (7) kon- 
vergiert. Es erhebt sich die Frage, ob diese Sätze auch für allgemeinere Kerne 
gelten, etwa für Kerne von der Form 


(10) K (x,y) = a \; <a< 1. 
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worin H(x,y) beschränkt bleibt. Der erste Satz (8) ist auch in diesem Falle 
gültig,! der zweite aber nicht, was das folgende Beispiel zeigt. Man setze 


Ex 2wNVCOS /TCOS YU I N cos v (x 4- y) + eos v (x— y) 
(11) GN m pL o M AE er: 


yz y=1 








Ferner wird statt w(x) die oben besprochene Funktion F (x) gesetzt. Es ist leicht 
zu bestätigen, dass K (x,y) in der Form (ro) dargestellt werden kann. Die Reihe 


(9) ist in diesem Falle 


(ee) 


Ay 
Zins 


v=]l 


COS v. 


Damit diese Reihe für alle x absolut konvergiere (oder für x-Werte die eine Punkt- 
menge bilden, deren Mass grösser als Null ist), ist notwendig und hinreichend, dass 


S 141 
a yl—a 
vel 


konvergiert. Diese Reihe divergiert aber für « >. Denn es gilt für unendlich 


viele m 
1 gal 
SIA, I Saale m? m 
> ? 25 = = = + 
ag mi“ = "7 2m'-«log?m. © 2 log? m 
v= v= 


Ich will schliesslich noch die BERNsTEIN'sche Konstruktion auf ein Problem 
anwenden, das die im Einheitskreise beschränkten Potenzreihen betrifft. Es sei 


1 (2) = Ya z" eine für |z| « 1 reguläre Funktion, welche der Bedingung 


vo) 


(12) |/ (9| «ax (|2] € x) 


"n 


m . W . . 

genügt. LanpDau hat die obere Grenze von Na bei der Bedingung (12) genau 
v=0 

bestimmt, und diese obere Grenze ist von der Gréssenordnung logn. Ich will 


nun an einem Beispiel zeigen, dass die Grössenordnung der oberen Grenze (G,) von 


n 
isl 
v=0 
' Vgl. Carteman, Über das Neumann-Poincaresche Problem ete. Diss. Uppsala 1916. S, 45. 
* Farov. Bull. de la soc. math. de France 1913. 
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nicht erheblich kleiner als Vn sein kann. Dass sie nicht grösser ist, folgt leicht 
aus der bekannten Gleichung 


2 I iq I2 
Il tite "rdg. 


Herr FgkETE! hat in einer anders gerichteten Untersuchung gelegentlich den 
folgenden Satz ausgesprochen: Es sei y (x) eine nach 2;r periodische, beschränkte, 
im RrEMANN'schen Sinne integrierbare Funktion von + und 

oo 
W . 
> (a, cos va +6, sin vx) 
v=( 
die zu ihr gehörige Fourierreihe. Dann ist 


n 
Nob. cos vx + a, sin vx)|< CM log m, 


v=] 


wo M die obere Grenze von |p(z)| und € eine von M und n unabhängige Kon- 
stante bedeutet.? 


Da ich mich auf diesen Satz stützen will, füge ich dessen Beweis hier ein. 


2a 
ı/n 








n 
Y 5 I M xS 
Des, cos yx +a, Sin vx) Ay X sin v(r — s)|p (s)ds| = 
vol | y$ov- 
o. . NE —S) . (n+ı)(© — 
27 sin x xS we) | 
? ? 
= = = — p(s)ds |< 
Al es p(s) 
hi sh 
nl Ss ns 
M ?2| sm ( = zs) M [sın — 
<= | ———— — [ds = — —— — ds. 
TC . 2 —S E 
$ sin v sin 
2 2 


Bekanntlich ist das Integral in der letzten Zeile kleiner als C log m. 





! Journal für Mathematik 146. 
? Die Funktion 


sin 2æ 


: si sinam 
c (a) = sin v +— = 


+.---+—— 


2 n 


zeigt übrigens, dass eine bessere Grössenordnung nicht zu erzielen ist, da für 2=0 


COST , cos2m COSNT 
et u oe — e log a. 
2 n 3 
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Ich betrachte nun das Polynom 


2 00s 
De | Ja ay? 
2C log p De p = 
= ; : 1 : 
dessen Realteil für z =e?” gleich SCHE f» (0) wird. Der Satz von FEKETE ergibt 
nun bei Berücksichtigung der Ungl. (x), dass 


Ir! | 
Ber ([2] € x) 
v=1 
ist. Da ferner 
S E DD arcem T In um M 
= v 2C log p Vp Zr 2Clog D 5 Vp, 


können wir den Schluss ziehen 


Fim 128 En _ 3 


nee OUI 


Zürich den 6. Dezember 1917. 


MITTEILUNG 


von 


PAUL KOEBE 


in JENA. 


Am Schlusse meiner Abhandlung IV der Serie »Abhandlungen zur Theorie 
der konformen Abbildung» habe ich angekündigt, auch die Fortsetzung der Serie 
im Journal für Mathematik und in den Acta mathematica veröffentlichen zu 
wollen. Nach einer neueren Entschliessung habe ich meinen Plan geändert und 
werde die Fortsetzung (ca. vier weitere Abhandlungen) in der neubegründeten 
Mathematische Zeitschrift (Verlag JULIUS SPRINGER, Berlin) bringen. 
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Stat. u. math. Ziffernreihen. D. Geborenen männlichen u. weibl. Geschlechts. — Marbes 


Naturphil. Untersuch. zur Wahrscheinlichkeitslehres. Marbes »Gleichförmigkeit in d. Welt». 
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Libreria General de Victoriano Suarez. 


Madrid. 


ToLEDo, Luis Ocravio pz, Tratado de algebra. T. 1: Parte elemental. Seg. 
ed. — XI + 362 pp. 8. 10 pes.; 1914. 


ToLEDo, Luis Ocravio DE, Tratado de trigonometria rectilinea y esferica. Seg. 
ed. — 285 pp. 8. 8 pes.; 1914. 


B. G. Teubner. 


Leipzig & Berlin. 


ABRAHAM, M, Theorie der Elektrizität. Bd. 2: Elektromagnetische Theorie der 
Strahlung. 3. Aufl. — X +402 pp. $8. M. 11:— geb.; 1914. 


Die physikal. u. math. Grundlagen d. Elektronentheorie. Die Wellenstrahlung 
einer bewegt. Punktladung. Die Mechanik d. Elektronen. — Ruhende Körper. Bewegte 
Körper. Mechanik d. Strahlungsdruckes. Relativitätstheorie. 


ARCHIMEDIS Opera Omnia cum commentariis Eutocii. Iterum edidit J. L. H xi- 
BERG. Vol. 3. (Bibliotheca scriptorum græcorum et romanorum Teubneri- 
ana.) — XCVIII + 448 pp. 8. M. 9:— geh.; M. 9:60 geb.; 1915. 


Prolegomena. Eutocii commentarii in libros de sphaera et cylindro, in dimen- 
sionem circuli, in libros de planorum aequilibriis. Scholia codicis A. Index. 


Förpr, Auc., Vorlesungen über technische Mechanik. In 6 Bdn. Bd 1: Einführ- 
ung in die Mechanik, 5:e Aufl. — XVI + 431 pp. 8. M. 9:20 geh.; M .10: — 
geb.; 1917. 


Ursprung u. Ziel d. Mechanik. Mechan. d. materiellen Punktes: Begriff d. mat. 
Punktes. Das Trägheitsgesetz. Die Kräfte. Der freie Fall. Die dedukt. Ableit. d. 
Fallgesetze. Die gleichförmig verzög. Beweg. Dimensionen u. Mass-syst. Die ungleich- 
form. beschleunigte geradlin. Beweg. Arbeit u. lebend. Kraft. Antrieb u. Bewegungs- 
grösse. Krummlin. Beweg. d. math. Punktes. Das Prinzip d. Unabhängigkeit verschied. 
Bewegungen voneinand. u. d. Satz vom Kräfteparallelogramm. Der schiefe Wurf. Zen- 
tripetal- u. Zentrifugalkraft. Prinz. d. virtuellen Geschwindigkeiten. Momentensatz. 
Weit. Folgerungen aus d. Momentensatz. Beweg. auf vorgeschrieb. Bahn. Aufgab. —- 
Mech. d. starr. Körpers: Begriff. d. starr. Körpers. Lehre v. d. Beweg. d. starr. Kór- 
pers. Gleichgew. d. Kräfte am starr. Körper. Notwend. u. hinreich. Gleichgewichts- 
bedingungen. Zusammensetzen d. Kräfte am starr. Körper. Hebel, Balken u. Platte. 
Aufgaben. Die Lehre v. Schwerpunkte: Der Schwerpunkt als Massenmittelpkt. D. Schwerpkt 
als Mittelpkt parall. Kräfte. Resultierende v. Zentrifugalkräften. Ermittel. d. Schwerpkts. 
Die Guldinsche Regel. Stabiles, labiles u. indiff. Gleichgew. Satz v. d. Beweg. d. 
Schwerpkts. Lebend. Kraft des starr. Körpers. Aufgab. — Energieumwandelungen: 
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Berechn. d. Schwungrades er. Dampfmaschine. Der Massendruck d. Dampfmaschinen- 
gestänges. Die Energieströme. Aufg. — Die Reibung: D. gleitende Reib. Reibungs- 
winkel u. Reibungskegel. Reib. in Führungen. Reib. zwischen Zahnrädern. Zapfenreib. 
u. Reibungskreis. Reib. an Stützzapfen. Rollende Reib. Seilreibung. Seilsteifigkeit. 
Die Reib. an d. flachgäng. Schraube. D. Reib. an d. scharfgäng. Schraube. Aufg. — 
Elastizitätsgrad. Festigkeit stabfórm. Körper. Biegung, Knickung u. Verwindung. Aufg. 
— D. gerade zentrale Stoss. Anw. auf Schlagwerke u. Rammen. D. ger. exzentrische 
Stoss. Stoss gegen ein. Körper m. fest. Drehachse. D. Mittelpkt d. Stosses. D. schiefe 
Stoss. D. Stoss gegen eine feste Wand. — Die Eigenschaften d. vollkomm. Flüssigkeit. 
Ausfluss aus Gefässen. Veränderlichkeit d. Druckes in em. Stromfaden. Besondere Fülle 
d. Ausflusses aus Gefässen. Ausflusszeiten. Druck es. Wasserstrahles geg. e. feste Wand. 
Die Reaktion d. Strahles. D. Stoss er. unbegrenzt. Flüssigkeit geg. e. ebene Fläche. 
Beweg. d. Wassers in Flüssen u. Kanälen. Die Staukurve. Das Gleichgew. schwimm. 
Körper. Formeln. 


FRAENKEL, ADOLF, Ueber gewisse Teilbereiche und Erweiterungen von Ringen. 
— ‘64 pp. 8. M. 2:80 geh; 1916. 


Einl. Ueber die Primringe zerlegbarer Ringe. Rationale Funkt. er. Variabeln m. 
Koeffizz aus em. einfachen Ring. Ueb. die einf. Erweiterungen zerlegbarer Ringe. 


GROSSMANN, MancEL, Elemente der darstellenden Geometrie. Mit 134 Fig. (Teub- 
ners Leitfüden f. d. math. u. techn. Hochschulunterricht). — 84 pp. 8. M. 
2:— kart.; 1917. | 

Einleit. Normalprojektion auf eine Ebene. Konjugierte Normalprojektionen. Kör- 
per m. ebenen Flächen. Einfache Körper m. krumm. Flächen. 


GUTZMER, A., Die Tätigkeit des deutschen Unterausschusses der internationalen 
math. Unterrichtskommission 1908—1916. Bericht anlässlich der Fertig- 
stellung d. »Abhandlungen». (Berichte u. Mitteilungen, veranlasst durch 
die IMUK, hrsg. von W. Lietzmann. 1. Folge. XII.) — 27 pp. 8; 1916. 


Kerst, B., Methoden zur Lösung geometrischer Aufgaben. (Mathemat. Biblio- 
thek, hrsg. von W. Lietzmann u. A. Witting. Bd 26.) — 47 pp. 8. M. 0:80; 1916. 


Lorentz, H. A., The theory of electrons and its applications to the phenomena 
of light and radiant heat. A course of lectures delivered in Columbia Univ., 
New York, in March and April 1906. Sec. ed. (B. G. Teubners Samml. v. 
Lehrbüchern. Bd 29.) — 343 pp. 8. M. 9 geh.; M. 10:— geb; 1916. 

General principles. Theory of free electrons. Emission a. absorption of heat. 
Theory of the Zeeman-effect. Propagation of light in a body composed of molecules. 
Theory of the inverse Zeeman-effect. Optical phenomena in moving bodies. Notes. 


Lorey, WILHELM, Das Studium der Mathematik an d. deutschen Universitäten 
seit Anfang d. 19. Jahrhunderts. Mit 13 Abb. u. 4 Taf. sowie em. Schluss- 
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wort zu Bd III von F. Kuri. (Abhandl. üb. d. math. Unterricht in 
Deutschland, veranl. durch die IMUK, hrsg. von F. Klein, Bd 3; H. 9.) — 
XII + 431 pp. 8. M. 12:— geh.; M. 14:— geb.; 1916. 


Allgem. üb. d. deut. Univ. Der überkomm. Zustand d. math. Unterrichts an d. 
Univ. zu Anf. d. 19. Jahrhunderts. Vergebl. Versuche er. planmäss. Neuorganisat. i. d. 
Jahren 1818— 1848. Die Entwickl. d. math. Universitätsunterrichts bis z. Gründ. d. 
Deut. Reiches. Bes. Ausführungen z. Zeit vor 1870, mit Ausblicken auf d. Gegenwart. 
Die Zeit v. 1870—1890. Von d. Reiehseründ. bis z. Beginn d. Schulreformbeweg. Die 
neue Zeit 1890— 1914. 


Mzuwkr, Ruporr, Leitfaden zum graphischen Rechnen. Mit 121 Fig. u. er. 
Additions- u. Subtraktionskurve als Beil. (Sammlung math.-physikal. Lehr- 
bücher, hrsg von E. Jahnke. 19.) — VIII + 152 pp. 8. M. 4:80 geh.; M. 
5:40 geb.; 1917. 


Einleit. Gewöhnl. Rechn. u. Auflösung von Gleichungen: Anwend. gewóhnl. Mass- 


stäbe. Anwend. logarithm. Mass-stäbe. — Geom. Eigenschaften d. logarithm. Bilder 
v. Funktionen. u. Gleichungen. — Integration u. Differentiat.: Anwend. gewöhnl. Mass- 
stäbe. Integrat. v. gewöhnl. Diff. Gleich. erster Ordn. Integrat. v. gew. Diff. Gl. höher. 
Ordn. — Anw. logarithm. Mass-stäbe. 


MürrER, Emr, Lerbuch der darstellenden Geometrie für technische Hochschulen. 
2. Bd, 2. Heft. Mit 188 Fig. — VII+232 pp. 8. M. 8:40 geh.; 1916. 


Schiefe od. schräge Achsonometrie. Schiefe Projektion. — Darstellung d. Raum- 
elemente. Zeichnen perspektiver Bilder. Lösung d. Aufgaben üb. Massverhältnisse. 
Darstellung von Kurven u. Flächen. Sachreg. Namenverzeichnis. 


PRINGSHEIM, ALFRED, Vorlesungen über Zahlen- und Funktionenlehre. Bd 1: 
Vorlesungen über Zahlenlehre (reelle und komplexe Zahlen, unendliche 
Algorithmen). Abt. 1: Reelle Zahlen und Zahlenfolgen. (B. G. Teubners 
Sammlung von Lehrbüchern..., Bd 40:1, 1.) — XII + 292 pp. 8. M. 12: — 
geh., M. 13:40 geb.; 1916. — Abt. 2: Unendliche Reihen mit reellen Glie- 
dern. (B. G. Teubners Samml. v. Lehrb... Bd 40:1, 2.) — VIII + 222 pp. 


8. M: 10:80 geh., M. 12: 40 geb.; 1916. 


1. Die rational. Zahlen. Begrenzte u. unbegrenzte Systembrüche. Rat.-konv. 
Zahlenfolgen. Konverg. Zahlenfolgen, reelle Zahlen u. Grenzwerte reeller Zahlen. Po- 
tenzen m. belieb. Exponenten u. Logarithmen. Erweiterungen d. Grenzwertbegriffes, 
Null- u. Unendlichkeitstypen. Zweifach unendl. Zahlenfolgen. 

2. Alle. Grundlagen. Reihen m. lauter positiv. Gliedern. Reihen m. posit. u. 
negat. Gliedern. Unendl. Doppelreihen m. reellen Gliedern. 


RıEBESELL, P., Die mathematischen Grundlagen der Variations- u. Vererbungs- 
lehre. Mit d. Bildnis von Gregor Mendel u. 15 Abb. (Mathemat. Bibliothek, 
hrsg. v. W. Lietzmann u. A. Witting. 24.) — 45 pp. 8. M. 0:80 kart.; 1916. 
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Die Stellung d. Variations- u. Vererbungswissenschaft im Syst. d. Naturwiss. 
Die wahrscheinlichkeitstheoret. Grundlagen. Die Anwend. d. Wahrscheinlichkeitsrechn. 
Die praktische Bestimm. d. Variationskurve. Abweich. v. d. norm. Variationskurve. 
Mehrere Veränderl. Die Abstammung. Die Mendelschen Regeln. 


ROHRBERG, ALBERT, Theorie und Praxis des Rechenschiebers. (Mathemat. Bib- 
liothek, hrsg. v. W. Lietzmann u. A. Witting. 23.) — 50 pp. 8. M. 0:80; 1916. 


Anfert., Beschreib. eines Rechenschiebers, Bezieh. d. vier Skaalen zueinander. 
Die Multiplikat. Die Division. Vereinigte Multiplikat. u. Div. Die trigonom. Tei- 
lungen. Die gleichförm. geteilte Skala. Die logarithm. Skala d. Log.  Rechenschie- 
ber m. gröss. Genauigkeit. 


STOLZ, OTTO, & GMEINER, J. A., Theoretische Arithmetik. II. Abteil.: Die Lehren 
von den reellen und von den komplexen Zahlen, 2:e Aufl. bearb. von Dr 
J. ANTON GMEINER. (3:e Aufl. d. Abschnitte V—VIII, X, XI, des I. und 
I, II, V des II. Teiles der Vorlesungen üb. Allgemeine Arithmetik von O. 
Stolz.) Mit 23 Fig. (Teubners Sammlung von Lehrbüchern... Bd IV, 2.) 
VIII + 369 pp. 8. M. 12: — geh.; M. 13:— geb.; 1915. 


Stetige Systeme einer Dimension von absolut. u. v. relat. Grössen. Theorie d. 
Verhältnisse nach Euklid. Ableitung d. reellen Zahlen aus denselben. Arithmetische 
Theorie d. irrat. Zahlen nach G. Canter u. Ch. Méray. Die reellen Zahlen. Reelle 
Potenzen. Wurzeln. Logarithmen. Die unendl. Reihen mit reellen Gliedern. Analyt. 
Theorie d. komplex. Zahlen. Geometr. Theorie d. gemeinen komplex. Zahlen. Geometr. 
Bedeutung d. Quaternionen. Komplexe Potenzen, Wurzeln u. Logarithmen. Unendliche 
veihen mit komplexen Gliedern. Bericht. u. Nachträge. 


WEBER, H. Ruporr, & Gans, RıcHARD, Repertorium der Physik. 1. Bd: Mecha- 
nik und Wärme. 1. T.: Mechanik, Elastizität, Hydrodynamik und Akustik, 
bearb. von RicHarp Gans und F. A. Schurze. Mit 126 Fig. — XII + 434 
pp. 8. M 8: — geb.; 1915. 


Mechan. diskret. Massenpunkte: Die Grundmasse u. -Begriffe d. Mechanik. Die 
Prinzipe d. Mechanik. Dynamik d. starr. Körpers. Gravitation. Festlegung eines 
Koordinatensystems. Erddrehung. Zentrifugalkraft. Reibung. Theorie d. Schwingun- 
gen. — Mechan. kontinuirlicher Medien:  Kinematik u. allg. Dynam. deformierbarer 
Medien. Stat. Probl. d. Elastizitätstheorie. Dynam. Probl. d. Elastizitätstheorie. — 
Beweg.-gleich. u. allg. Sätze d. Hydrodynam. Feste Körper in Flüssigkeiten. Kine- 
matik. Dynamik. Zweidimension. Probl. Wellen. Luftschwingungen. Flüssigkeits- 
reibung. Ebbe u. Flut. — Akustik: Schallausbreitung. Schallintensität. Verschied. 
Probl. d. Akustik. Gliederung d. Tonbereiches. 


Worrr, GEORG, Mathematik und Malerei. Mit 18 Fig. u. 35 Abbild. (Mathemat. 
Bibliothek, hrsg. von W. Lietzmann u. A. Witting. 20/21.) — 76 pp. 8. 
M. 1:60 kart.; 1916. 
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1. Das Kolorit Die Luftperspektive. Die Linearperspekt. — Augenpunkt u. 
Horizont. Die Distanz. Künstlerische Freiheit. 2. Untersuchung v. Bildern mit Ar- 
chitekturdarstellungen. Idealfig. d. Porträtmalerei. 


The United States Naval Observatory. 


Washington. 
U. S. Naval Observatory, Publications. Sec. ser., Vol. 9, p. 2. — Observations 
made with the nine-inch transit circle, 1903—1908, under the direct. of W. 

S. EICHELBERGER. — 759 pp. 4. 1915. 


— —, Appendix to the Publications of the U. S. Naval Observatory, Sec. ser., 
Vol. 9. — Determination of the difference of longitude between Washington 
and Paris. 1913—1914, red. under the direct. of F. B. LrrrELL and G. A. 
Hırr. — 100 pp. 4; 1916 


Carnegie Institution of Washington. 


Washington. 


LEHMER, Derrick Norman, List of prime numbers from 1 to 10,006,721. (Car- 
negie Institution of Washington, Publicat. No. 165.) — XV + 133 pp. 
Fol.; 1914. 


Smithsonian Institution. 


Washington. 


Reports, on wind tunnel experiments in aerodynamics, by J. C. HuwsakEn, E. 
BuckiNGHAM, H. E. RossELL, D. W. Dovaras, C. L. Brann, & E. B. Wir- 
son. (Smithsonian miscellan. collections, vol. 62:4.) — 92 pp. 8; 1916. 


Divers. 


Festskrift, tillegnad ANDERS DONNER pa hans sextioärsdag den 5 nov. 1914 af 
forne elever. — 410 pp. 4; 1915. (J. Simelii Arfvingars Boktryckeriaktie- 
bolag, Helsingfors.) 


I. Bonsporrr: A method to determine the astronom. flexure. R. FURUHIELM: 
Best. d. Eigenbeweg. d. Capellabegleiters. Ueber e. photograph. Aufnahme d. Korona- 
spektrums währ. d. Finsternis am 21. Aug. 1914. Jämförelse mellan stjärnposit. i 
Helsingfors Observ. fotograf. katalog och i Boss’ »Prelim. Gen. Cat» R. FURUHJELM 
& F. Iversen: Photograph. Positionsbest. d. Kometen 1911 V (Brooks. K. F. Sunp- 
Acta mathematica. 41. Imprimé le 9 décembre 1917. d 
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MAN: Plan d'une machine destinée à donner |. perturb. d. planètes. Hs. Tarıgvısr: 
De fysik. förklar. af aberrationen. R. Wirrinc: Sur l'éclat spectral de la cour. sol. 
int. le 21 août 1914. Om solbelysn. under förmörk. d. 21 aug. 1914. Om strälnin- 
gen fran olika delar af solskifvan. Zur Frage d. Verlaufs d. Polbeweg. Y. Wäsäri: 
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Herricx, A., & MıcHarskı, S. Ratgeber für das Selbststudium (»Poradnik dla 
samouków»). Methodische Anweisungen für Studierende der Natur- u. der 
Geisteswissenschaften. Hrsg. mit Unterstützung aus dem Mianowskischen 
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NIEWSKI: Gesch. d. Math.... 
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Studie. 15 pp. 8; 1915 (Selbstverlag des Verfassers, Budapest). 
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Préf. Travaux sous la direction de H. G. Schumacher, C. C. G. Andre, G. K. 
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Satzes. Mit einem Anhang über Pythagorüische Zahlen. — 18 pp. 8. M. 
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